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8 INTRODUCTION

Le théme général de cette thése est I’étude des déformations p-adiques non ordinaires
des formes automorphes et des représentations galoisiennes qui leur sont associées. Elle
est composée de trois chapitres d’intéréts indépendants, chacun tiré d’un article soumis
a publication, ainsi que d’un annexe a caractére introductif visant a illustrer dans des
cas simples des techniques de ce texte, et en particulier les méthodes du chapitre III. Le
troisiéme chapitre est le fruit d’un travail en commun avec J.Bellaiche.

Les résultats principaux sont les suivants. Nous développons au premier chapitre’
une théorie des familles p-adiques a la maniére des travaux de Coleman et Coleman-
Mazur (|29],[30],[33]) pour les formes automorphes des groupes unitaires G/Q tels que
G(R) est le groupe unitaire compact U(n)(C). Dans le second chapitre, nous montrons
que la correspondance de Jacquet-Langlands entre formes modulaires usuelles et qua-
ternioniques s’étend aux formes modulaires p-adiques surconvergentes de pente finie de
part et d’autre; cette correspondance étendue passe aux familles p-adiques et provient
d'un isomorphisme analytique entre des courbes de Hecke? associées. Dans le troisiéme
chapitre, nous appliquons entre autres les résultats du premier chapitre pour U(3) et a
certaines formes non tempérées construites par Rogawski, afin de construire une exten-
sion prévue par les conjectures de Bloch-Kato lorsque la fonction L d’un caractére de
Hecke "anti-autodual" d'un corps quadratique imaginaire s’annule au centre & 'ordre
impair.

Nous allons introduire et décrire plus en détail, ci-dessous, le contenu de chacun des
chapitres. Pour des compléments, notamment sur les démonstrations des résultats énon-
cés, le lecteur pourra se reporter a l'introduction du chapitre en question. Les références
précédées d'un A. renvoient & 'annexe.

Familles p-adiques de formes automorphes

Des congruences de Ramanujan aux familles de Coleman. Soient p un nombre
premier, My(I'1(N)) 'espace des formes modulaires a coefficients dans Q,, (N,p) = 1,
et considérons

f=anq" € My(T1(N))

n>0

une forme propre normalisée (i.e.. a; = 1). Historiquement, déformer p-adiquement f
consiste & trouver une autre forme propre normalisée g = »_ - b,q" € My (I'1(N')),
avec prescription éventuelle de £k’ et/ou N', telles que

Y ang" = bag" mod pZ,[[q]

n>0 n>0

1Ce chapitre a été soumis pour publication au journal de Crelle, et sa forme actuelle a bénéficié des
remarques du référé.

2La traduction francaise littérale de "eigencurve" (resp. "eigenvariety") prétant a confusion, nous
avons adopté le terme "courbe de Hecke" (resp. "variété de Hecke")
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On peut aussi réclamer de telles congruences mod p™Z,[[g]], on écrira f = g mod p™.
Un exemple célébre connu de Ramanujan est la congruence modulo p = 691 suivante, en
poids 12 et niveau 1 (voir A.3.1.2 & ce sujet) :

g[Ja =" =) (O d")g" mod 691Z][q]
n>1 n>1l dn

Les congruences étudiées au chapitre I de cette thése sont de nature "moins excep-
tionnelles" : on cherche g de méme niveau que f, mais en poids &’ congru a k modulo
p™(p—1). On suppose f parabolique dans ce qui suit. Un résultat important, di a Hida
(|57]) dans le cas "ordinaire" ot a, est une unité p-adique, et & Coleman ([30]) dans le
cas général, est que pour tout entier m, et tout &' = k mod (p — 1)p™ assez grand, on
peut toujours trouver une telle forme gy parabolique satisfaisant g = f mod p™.

Mieux, il émerge de leurs travaux (voir aussi [96] et A.2.1) que pour toute forme
propre normalisée f € M (I'1(Np)), on peut construire une "famille analytique p-adique"
de formes g € My (I';(Np)) variant analytiquement avec k’. Cela signifie qu’il existe
une boule B(k,r) C C, de centre k et d'un certain rayon r, un affinoide réduit € muni

d’un revetement fini k : Q@ — B(k,r), r € Q(Q,) tel que k(x) = k, et des fonctions
(an)n>1 € A(2) bornées par 1, tels que :

n>2

et siy e Q(@p) est tel que k(y) est un entier assez grand,
g+ an(y)q" € My (T1(Np))

n>2

est le g-développement d’une forme propre. Cela entraine les résultats précédents pour
tout m.

Avant de continuer, il faut noter que I'intérét de ces congruences ne tient pas qu’a
leur forme séduisante. Leurs interprétations en termes galoisiens contiennent de profonds
renseignements sur les corps de nombres; le théoréme principal du chapitre III ainsi que
I'annexe (particuliérement A.3.1.2) illustrent en partie cette idée. Soit

Pr Gal(@/@)z\/p - GLQ(@p)

la représentation galoisienne classiquement attachée & f 3 on peut attacher aux familles
de Coleman ci-dessus une représentation continue :

Gal(@/Q)xy — CLa(A(9)

dont I’évaluation sur un ensemble dense de points de 2 soit de la forme py, et qui vaille
py en z. Elles produisent en particulier des déformations p-adiques non triviales de py,
et ce avec des propriétés importantes en p (voir A.4). Dans [33], Coleman-Mazur ont
montré qu’il existe une courbe analytique rigide p-adique, la courbe de Hecke de GL,

3Elle est semi-simple, continue, non ramifiée hors de Np, et déterminée par les relations
tr(ps(Frob;))) = a;, Frob; étant un élément de Frobenius géométrique en [ { Np.
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de niveau modéré N, dont tous les ) construits ci-dessus sont des ouverts affinoides.
Cette courbe porte une (pseudo-)représentation de Gal(Q/Q)y, dont les évaluations
contiennent tous les p; ; faisant varier N, ces courbes sont conjecturalement "universelles"
pour les représentations galoisiennes géométriques sur Q, de rang 2 et de pente finie

(1731)-

Notre apport. Venons en a notre contribution. Dans le chapitre I, nous dévelop-
pons une théorie des familles p-adiques généralisant celle de Coleman pour les formes
automorphes des groupes algébriques G/Q tels que G(R) soit le groupe unitaire compact
U,(C), et pour un premier p tel que G(Q,) ~ GL,(Q,). L’approche utilisée est inspirée
des travaux de Buzzard traitant le cas d’une algébre de quaternions définie sur Q. Le fait
que les "variétés de Shimura" associées a nos groupes GG soient de dimension 0 a plusieurs
conséquences simplificatrices significatives (notamment que toutes leurs représentations
automorphes sont cohomologiques, et ce en degré 0) qui jouent un rdle important dans
nos démonstrations. Néanmoins, I’étude de ces cas semblait préliminaire au cas général et
a fourni & notre connaissance les premiers exemples de familles p-adiques non ordinaires
pour des groupes de rang > 1 % De plus, notamment grace aux travaux de Blasius-
Rogawski pour n = 3, et & ceux de Clozel, Harris-Taylor et Kottwitz pour n général,
les cas étudiés sont suffisants pour avoir des applications arithmétiques non triviales.
Nous allons énoncer ci-dessous les résultats les plus signifiants du chapitre I, on pourra
se référer a son introduction pour des énoncés plus complets.

Soit G/Q un groupe unitaire comme plus haut, attaché a un corps quadratique ima-
ginaire noté E, on fixe un isomorphisme G(Q,) ~ GL,(Q,) au moyen d’une place v de
E divisant p. Soit Up(p) un compact ouvert de G(Ay) dont la composante en p est un
sous-groupe d’Iwahori I'g(p) de GL,,(Q,) Les poids des formes automorphes pour G sont
dans ce contexte des n-uples décroissants d’entiers

k= (ki >ky>-->ky),

dont on notera Z™* '’ensemble °.
L’espace des formes automorphes (pour GG) de poids k et niveau Uy(p) & coefficients
dans Q, est un Q,-espace vectoriel de dimension finie noté

Se(Un(p))

Nous noterons H la Z-algébre de Hecke globale engendrée par les algébres de Hecke
locales en les places non ramifiées pour G et hyperspéciales pour Uy(p), ainsi que par

1 faut mentionner cependant 'important travail de Hida ([54]) sur les familles ordinaires pour
une large classe de groupes, les travaux récents de M.Emerton abordant le cas général par la théorie
des représentations p-adiques de groupes de Lie p-adiques (et retrouvant en particulier de maniére
indépendante une partie de nos résultats de ce chapitre) ainsi que les travaux en préparation de Urban
dans le cas "semi-ordinaire" pour GSpy.

SPrécisément, on identifie Z™1 aux poids dominants pour GL, comme en I11.2.3. il on fixe un
isomorphisme C =~ @p, une forme de poids £ comme plus haut engendre une somme de copies de V
sous G(R), avec les notations loc.cit. .
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I’algébre d’Atkin-Lehner en p, i.e. par les fonctions caractéristiques des doubles classes :
Co(p)ul'o(p), ou w = diag(p™,....,p™), avec a1 < ..<a, €Z

On note U, 'opérateur de Hecke du type ci-dessus avec u = (1,p,...,p" ). L’anneau H
agit sur les Si(Up(p)) et U, de maniére inversible. Une forme f € Si(Up(p)) sera dite
propre si elle est non nulle et vecteur propre de tous les éléments de H. Si o € Q, on
note

Sk(Un(p))*

le plus grand sous-espace vectoriel de Si(Uy(p)) sur lequel U, n’a que des valeurs propres
de valuation . Un élément de Si(Up(p))® est dit de pente a. Un systéme de valeurs
propres de H sur S(Uy(p))® est la donnée d’un homomorphisme d’anneaux x : H — @p
tel qu’il existe une forme propre f € Si(Up(p))® satisfaisant T'(f) = x(T") f pour tout T’
dans H.

Théoréme 1 : Soit f € S,(Uy(p)) une forme propre de pente o, alors il existe :
— une boule B(k,r) C C} de centre k de rayon r explicite,
— un affinoide réduit Q) défini sur un corps local, muni d’un morphisme fini

k:Q — B(k,r),

—un xy € UQ,) tel que k(xy) =k,

— ainsi qu’un morphisme d’anneauz a : H — A(QQ), T — ar,
ayant les propriétés suivantes :

a) {ar(zy)tren est le systéme de valeurs propres de f.

b) Si k' = (K} > ... > k) € Z" est tel que ki > k., + « — 1 pour chaque i €
{1,...,n — 1}, Uapplication

£ ({k})(@,) — Homy_uy(H,Q,)
y = (T + ar(z))

induit une bijection entre K,_l({k’})(@p) et ’ensemble des systémes de valeurs propres de
H sur Sp(Us(p))®.

c) Q) est d’équidimension n, et k est dominant restreint a chacune de ses composantes
wrréductibles.

d) L’image de H dans A(Q2) est d’adhérence compacte, composée d’éléments bornés
par 1 sur Q. a(U,) est de valuation constante égale a o

e) L’application 2" — N,
k' — dimg Sk (Us(p))*

est constante sur un voisinage (pour la topologie p-adique) explicite de chaque k' satis-
faisant Uhypothése du b) ci-dessus.



12 INTRODUCTION

Remarques : Ce résultat sous cette forme est la combinaison du §1.6.2.3, du théoréme
[.6.1, et du corollaire 1.5.2 pour le e), ainsi que pour l'explicitation de r. Nous I’énongons
ci-dessus sans hypothése de netteté sur le niveau (cf. 1.4.1) car des résultats en préparation
de Buzzard le permettent (cf. [22| §2, notamment sa condition (Pr), voir aussi II1.8.2
pour un argument ad hoc). Nos techniques permettent aussi de démontrer un théoréme
analogue pour des espaces de formes automorphes avec un type fixé hors de p (voir I11.8.2
pour un exemple dans le cas n = 3).

Tout comme dans la théorie de Coleman, nous savons interpréter tous les points de
Q(@p) en terme de formes automorphes p-adiques. Nous renvoyons & l'introduction du
chapitre I pour des détails a ce sujet et des éléments de la preuve. Mentionnons simple-
ment ici qu’un réle important est joué par la construction d’une famille orthonormalisable
des représentations de la série principale p-adique du groupe I'g(p), ainsi que ’étude de
ses propriétés élémentaires.

Notre second résultat concerne la généralisation & ce contexte des constructions ri-
gides analytiques globales de [33]. Afin de ne pas multiplier les énoncés, nous nous
contentons d’en donner ici une version "galoisienne", sous certaines hypothéses sur le
groupe GG imposées par les connaissances actuelles en théorie des formes automorphes.
On suppose que :

— soit n < 3,

— soit G est le groupe unitaire attaché a la donnée d’une algébre a division D/FE
munie d’'une involution de seconde espéce, ayant les propriétés suivantes :
i) D ®g E, est non déployée uniquement en des places v de E décomposées sur
Q, et en au moins une telle place,

ii) Pour toute place finie v de E, D ®p E, est soit déployée, soit une algébre a
division.
Les travaux de Blasius-Rogawski (|71], voir aussi II1.3) dans le premier cas, et ceux de

Clozel, Harris-Taylor et Kottwitz (|27],[51]) dans le second cas, permettent d’attacher a
une forme propre f € Si(Up(p)) une représentation galoisienne continue

Py Gal(E/E)Np — GLn(@p)

compatible & la correspondance de Langlands locale non ramifiée 6, et telle que (p?)* ~
pr(n—1) (cf. 1.7.3). On dira que f est ancienne en p si elle engendre une représentation
automorphe ayant un constituant irréductible non ramifié en p. Dans ce cas, si D, =
Gal(Q,/Q,) est un groupe de décomposition en v, il est connu que (pys)p, est cristalline
de poids de Hodge-Tate k, < k, 1 +1< ... <k +n—1.

Supposons p > 2 pour simplifier et considérons I'espace analytique des poids VV dont
les C,-points sont ’ensemble

W(Cp) == Homyg,1-an((Z,)", C;)
6C’est méme vrai a toutes les places ne divisant pas p dans le cas ii.) d’aprés [51], voir aussi I11.3.3

pour n = 3. N désigne ci-dessus le produit des nombres premiers en lesquels soit G est ramifié, soit
Uo(p) n’est pas maximal hyperspécial.
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des morphismes de groupes de restrictions analytiques a (1+pZ,)™. A un point k € Z™t
vu comme plus haut poids d’une représentation algébrique de GL,(Q,) (II1.2.3) on peut
associer un caractére algébrique du tore diagonal de GL,, et en particulier un élément de
W(C,). Enfin, on notera F; 'opérateur de Hecke-Iwahori "associé¢" a

diag(1,...,1,p,1,..., 1),
le p étant a la n — i + 1" place (cf. 1.6.1 définition).

Théoréme 2 : Il existe un espace analytique rigide réduit D/C,, muni d’un mor-
phisme analytique
k:D— W,
d’un pseudo-caractére continu de dimension n

t: Gal(E/E)n, — A(D)°,

et de fonctions analytiques globales inversibles ¥y, ..., F, € A(D), ayant les propriétés
susvantes :

i) Pour toute forme propre f € Sip(Uy(p)), il existe un unique vy € D(C,) tel que
Uévaluation en = de t soit la trace de py, et tel que les F;(x) soient les valeurs propres
de f sous les Fj.

Un point de QA(C,) de la forme xy est dit classique, et ancien en p s’il on peut de plus
choisir f de la sorte.

ii) Les points classiques anciens en p sont Zariski-denses dans D.

i) St x = xy est ancien en p avec f € Sp(Uy(p)), alors k(zy) =k et py est cristalline
de poids de Hodge-Tute

kp <kpi+1<---<ki+n-—1,
les valeurs propres de son Frobenius cristallin étant les pF»—+1F;(z).

iv) La restriction de k 4 chaque composante irréductible T de D se factorise par un
morphisme fini et surjectif vers une hypersurface de Fredholm dans A* x W. De plus, T
est de dimension n et k(T') est un ouvert Zariski non vide de W .

v) Tout point classique admet un voisinage affinoide 0 dans D sur lequel Kk a les
propriétés du théoreme 1.

Remarques : Ce théoréme est la combinaison du théoréme 1.6.2, du corollaire 1.7.3
pour existence de ¢, de la proposition 1.6.7 et de son corollaire 1.6.2 pour le iv), de la
proposition 1.6.9 pour le ii), et du §1.7.5 pour le iii). La formulation du v) est volontai-
rement imprécise, on se référera au §1.6.3 pour plus de détails. Il ne nous a pas semblé
nécessaire de formuler ici le théoréme 2 en terme de représentations galoisiennes plu-
tot que de pseudo-représentations, car il semble que dans les applications la donnée du
pseudo-caractére est plus fondamentale en général (cf. 111.7,A.2.2.2 et voir le corollaire
1.7.5).

Par ailleurs, notons que l'irréductibilité de p; lorsqu’on 'attend n’est connue que pour
n < 3, et peut étre déduite en générale par les résultats de [51]| au prix d’une hypotheése
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locale. La propriété iii) permet dans certains cas non triviaux de montrer I'irréductibilité
générique de (py)|p, sur toute une composante irréductible de D (voir I111.9.1).

Enfin, il y a toujours au plus n! points classiques = € D(C,) attachés & une méme
représentation py, ces points étant différents quand les n-uples (Fy(x), ..., F,(z)) le sont.
Ceci généralise la notion de formes modulaires "jumelles", on ’étudie en détail en 1.4.8
et I11.5. Cette remarque permet de construire plusieurs déformations d’une méme repré-
sentation galoisienne py (en général n! quand f est tempérée et ancienne en p, moins
sinon), en "fixant" certaines de ses pentes.

Fonctorialité de Langlands en familles p-adiques

Les formes modulaires p-adiques, initialement introduites par Serre ([96]), sont le
cadre naturel de I’étude des congruences mod p™ entre formes modulaires.

Fixons (N,p) = 1, les points de X;(N)(C,) paramétrant des courbes elliptiques
a bonne réduction supersinguliére forment une réunion finie de disques analytiques p-
adiques ouverts, dont le complémentaire est un affinoide connexe que nous noterons Z.
Une forme modulaire p-adique de poids k € Z est une section du faisceau usuel w* sur Z.
Elle a un g-développement qui la détermine et leur ensemble a une structure d’espace de
Banach p-adique de dimension infinie, contenant comme sous-espace les formes partout
convergentes i.e. My(I'y(V)). Leur importance vient de ce que le g-développement mod
p™ d’une telle forme est toujours celui d’une forme modulaire "classique" 7.

Un raffinement important de cette notion, da & Katz ([61]), est de requérir qu'une
telle forme converge de surcroit sur un ouvert affinoide "strictement" plus grand que 7 ;
on dit alors qu’elle est surconvergente. Ces formes ont joué depuis un role crucial dans
les questions de congruences, en particulier dans les travaux de Coleman sur les familles
([29],[30],[33]).

Dans nos travaux discutés précédemment sur les familles p-adiques, ainsi que dans
ceux de Buzzard dans le cas quaternionique (|21]), nous sommes conduits & définir des
"formes automorphes p-adiques" ayant des propriétés similaires & celles des formes mo-
dulaires surconvergentes. Cependant, leur définition est sensiblement différente ; en par-
ticulier, elles ne sont "surconvergentes" en aucun sens évident® et sont de nature plus
"topologique" que "cohérente". Elles proviennent de l'existence de systémes locaux Ba-
nach p-adiques sur les variétés de Shimura finies mises en jeu, qui sont des représentations
de la série principale p-adique (localement) analytique de I'Iwahori de GL,,(Q,).

Dans le second chapitre de cette thése, nous nous sommes proposés de comparer ces
deux constructions, dans le contexte de la correspondance de Jacquet-Langlands entre
GLs et algebres de quaternions définies.

Soit D/Q T'algébre de quaternions définie de discriminant d (sans facteur carré),
(Np,d) = (N,p) =1 et p > 3. On note H la Z-algébre de polynoémes engendrée par les
variables S; et T} si [ est premier ne divisant pas Npd, U, si l|pd. On fixe un caractere

et ce de méme niveau, et de poids = k mod (p — 1)p™*
80n rappelle par exemple que les variétés de Shimura en question sont de dimension 0!
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"modéré"
e:(Z/NZ)" — C;
et 'on note W le groupe analytique p-adique des poids-caractéres sauvages (cf. 111.8.4.2,
[33] §1.4),
W(C,) := Homyg, _cont(Z;,, C;)

Soit Dy (resp. Dyyat,) la courbe de Hecke dont les C,-points parameétrent les formes
modulaires paraboliques surconvergentes (resp. p-adiques quaternioniques), propres sous
H, de pente finie, de niveau modéré Nd et caractére modéré e, nouvelles en d (resp. de
niveau maximal en d). On rappelle que dans les deux cas, il s’agit d’une courbe analytique
p-adique réduite, munie d’'un morphisme rigide analytique

k: D, — W,
ainsi que d’un morphisme d’anneaux
H — A(D.)

permettant de voir les opérateurs de Hecke comme des fonctions analytiques sur D,. Le
sens précis de la paramétrisation évoquée plus haut est que si w € W(C,), I'application

£ ({wh(Cp) — Homgay(H, C,)

définie par x +— (h — h(x)), induit une bijection sur le sous-ensemble des caractéres de
‘H agissant sur I'espace des formes p-adiques en question, de pente finie et poids-caractére
w (cf. 11.4.1). Parmi ces points, ceux dont le caractére de H associé est celui d’une forme

modulaire usuelle sont appelés point classiques, on sait qu’ils sont Zariski-denses dans
D..

Une version de la correspondance de Jacquet-Langlands classique, vue sous cet angle,
est 'existence d'une bijection H-équivariante entre les points classiques de ces deux
courbes. Le résultat principal du chapitre IT est alors le suivant (cf. I11.6.2), répondant a
une question posée par Buzzard :

Théoréme 3 : [ existe un unique isomorphisme rigide analytique
JLp : unat,a - Dd,a

au dessus de W, coincidant avec la correspondance de Jacquet-Langlands sur les points
classiques. Il satisfait Vh € H,Vx € Dyyar-(Cp),

h(IL,(2)) = ha)

Remarques : L’idée de la preuve est de comparer 'action des opérateurs de Hecke
sur les espaces de Banach p-adiques mis en jeu, en identifiant les traces (et déterminants
de Fredholm) de certains opérateurs de Hecke y agissant par endomorphismes compacts.
On utilise en particulier les théorémes fondamentaux de la théorie des familles p-adiques
pour D* et GLy ainsi que la correspondance de Jacquet-Langlands usuelle.

On renvoie & l'introduction du chapitre II pour plus de détails, ainsi qu’au sujet
de généralisations éventuelles liées aux variétés de Hecke construites au chapitre I. On
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renvoie de plus en I1.7.2 loc.cit. pour la discussion de certaines questions non résolues
liées au théoréme 3.

Applications aux conjectures de Bloch-Kato

Soient F' un corps de nombres, p un nombre premier, L/Q, un corps local, et
p:Gal(F/F) — GL,(L)

une représentation irréductible continue, presque partout non ramifiée et potentiellement
semi-stable aux places de F' divisant p. Des exemples de telles représentations sont fournis
par les facteurs irréductibles des

Hét(Xfa Qp)>
o X/F est une variété projective lisse. Selon une conjecture de Fontaine-Mazur, on

s’attend a ce qu’ils s’obtiennent tous ainsi. On suppose dans ce qui suit que p n’est pas
le caractére cyclotomique.

Soit L(p, s) la fonction L de p (dont la définition n’a qu’un sens conjectural en
général, ainsi que la convergence pour Re(s) assez grand, [44] chap. 11§3.4), elle admet
conjecturalement un prolongement méromorphe & C, holomorphe en 0. Admettant ceci,
la conjecture de Bloch-Kato (cf. [44] chap. II §3.4.5) relie 'ordre d’annulation de L(p, s)
en 0, qui est une propriété purement "analytique complexe" de L(p, s), a la dimension
d’un groupe d’extensions de représentations galoisiennes :

Conjecture : (Bloch-Kato) ord,—L(p, s) = dimy H(F, p*(1))

Le terme de droite est un sous-groupe du groupe de cohomologie galoisienne continue
HY(Gal(F/F), p*(1)) auquel on a rajouté des hypothéses locales & toutes les places finies
v de F', sa définition ne fait pas intervenir de conjectures. Explicitement (cf [44] chap.
1.3, §3.3.2, 3.3.6 et prop. 3.3.7), c’est le sous-groupe des classes d’extensions :

0—p(1)—-U—-1-—0
ayant la propriété que pour toute place finie v de F,
0— (p*(1)) - U -1 -0, sivne divise pas p
0 = Derisp(p* (1)) = Depisp(U) = 1 — 0,  si v divise p

est exacte, I, (resp. D,) étant un groupe d’inertie (resp. de décomposition) en v, et
Derisw(—) = (= ®q, Beris)Pr. 11 est connu que dimy, H}(F, p (1)) < oo (|44] chap. 1.1
§1.2). Moralement, il s’agit du groupe des extensions de 1 par p*(1) qui ne sont "pas plus
ramifiées que p*(1)".

En ce qui concerne le terme de gauche, il a un sens non conjectural dans des cas non
triviaux, par exemple quand n = 1 et plus généralement quand p est attachée a certaines
formes automorphes (en particulier pour des formes modulaires). La conjecture ci-dessus
est connue par exemple quand n = 1 pour F' = Q (|58]). Elle est liée aux conjectures
principales d’Iwasawa, démontrées par Mazur-Wiles, Wiles, et Rubin dans le cas n =1,
respectivement pour F' = Q, F' totalement réel et F' quadratique imaginaire. Seulement
des résultats partiels sont connus dans les cas n > 1; on sait par exemple qu’elle entraine
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la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer pour une courbe elliptique dont le groupe de
Tate-Shaffarevich est fini.

Notre résultat. Dans le chapitre I1I de cette thése, qui est un travail en collaboration
avec J.Bellaiche, nous prouvons le cas particulier suivant de la conjecture de Bloch-
Kato (cf. I'introduction de chapitre IIT pour plus de détails). Soit F C C un corps
quadratique imaginaire, y un caractére de Hecke algébrique sur F' vérifiant la condition
d’anti-autodualité suivante :

X(2) 7 =x(2)|el 7, V2 € Ap

et dont le type a I'infini est de la forme

2+ 2217 avec a > 2 un entier

D’aprés Hecke, la fonctions L(y, s) admet un prolongement analytique & C tout entier,
ainsi qu'une équation fonctionnelle prenant la forme suivante pour la fonction A(y, s)
associée ? :

A(Xv _S) = E(Xa S)A(Xa S)? E(X? 0) ==l

Théoréme 4 : Soit p un nombre premier décomposé dans F et non ramifié pour x,
et xp : Gal(F'/F) — L* une réalisation p-adique de x. Alors, sie(x,0) = —1, on a

dim H;(Gal(F/F), x,) > 1

Ce résultat n’est pas nouveau, et peut se déduire de travaux de Rubin ([87]), mais la
méthode utilisée ici est complétement différente, et susceptible de généralisations. Elle
est basée sur les idées de la theése [3], dans laquelle une extension du type précédent était
construite, mais uniquement modulo p, ainsi que sous certaines hypothéses techniques
sur p. Notre preuve est une variante de cette derniére dans laquelle nous reprenons une
idée issue des travaux récents de Skinner-Urban ([102], cf. I11.1.2).

La démonstration du théoréme est complexe sous de nombreux aspects. Aussi, il nous
a semblé intéressant de profiter de 'occasion de cette thése, afin d’illustrer certaines des
idées mises en jeu et faciliter la tache au lecteur, de redémontrer par une méthode
similaire une partie des conjectures de Bloch-Kato pour la fonction ¢ de Riemann. Nous
renvoyons le lecteur & 'annexe A. a ce sujet. Dans cette annexe, nous prenons le temps
en particulier de discuter un résultat récent de Kisin jouant un réle important dans
I’argument final, et nous redonnons I’argument de réseau de Ribet prouvant la réciproque
du théoréme de Herbrand.

Revenons a la preuve du théoréme. Les extensions cherchées sont construites a ’aide
de la cohomologie étale p-adique de certaines surfaces de Picard. Le point de départ est

9D’aprés [104] p.16, A(x,s) := (2m)~*~3/27%/2T(s + a + 1/2)L(x, s). Noter qu’elle a méme ordre
d’annulation en 0 que L(x, $) ; cet ordre est impair (resp. pair) si e(x,0)=-1 (resp. 1)
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que sous ’hypothése d’imparité plus haut, les conjectures d’Arthur sur le spectre auto-
morphe discret des groupes réductifs, connues pour U(3) par les travaux de Rogawski,
prédisent l'existence d’une représentation automorphe discréte non tempérée, partout
minimalement ramifiée, pour le groupe unitaire a 3 variables U(3)/Q '° attaché a F,
ayant pour représentation galoisienne p-adique associée "a la Langlands"

1@ x, ® Xp(_1>

Nous déformons ensuite p-adiquement la forme automorphe obtenue a 'aide des familles
p-adiques fournies par le théoréme 1 de cette introduction pour le groupe U(3)/Q. Une
étude détaillée des déformations possibles nous montre qu’il est possible de considérer
une déformation "la plus éloignée possible de la déformation ordinaire" qui est automati-
quement génériquement irréductible par un argument de théorie de Hodge en p (I11.9.1).
Nous utilisons ensuite un argument de réseaux "a la Ribet" ([4],[5]) pour tirer de cette
déformation une extension non triviale de 1 par x,. On récupére la période cristalline
manquante a cette extension par une version adéquate des travaux de Kisin (111.6.1).
Une remarque importante cependant est que 'argument de réseaux ne nous fournit pas
automatiquement l’extension que nous cherchons, mais il peut tout aussi bien nous four-
nir & la place une extension non triviale de 1 par Q,(1). Toutefois, en prenant garde a
controler la ramification a toutes les places dans la famille, ce qui nous oblige a avoir
recours a la théorie des types, nous arrivons a assurer que cette extension serait aussi
dans le H}. On élimine ainsi cette possibilité, car une telle extension n’existe pas pour
un corps imaginaire ((r(0) # 0, A.5.1), ce qui conclut.

En ce qui concerne les généralisations de la méthode, ainsi que pour des compléments,
nous renvoyons le lecteur a l'introduction du chapitre III.

107] est quasi-déployé exactement aux places finies.
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Familles p-adiques de formes automorphes pour U(n)
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1. Introduction

En 1995, suite a des travaux de Serre, Katz, Dwork, Hida et Gouvea-Mazur, R. Co-
leman montre que toute forme modulaire propre de niveau I';(p) en p fait partie d’'une
famille p-adique de formes propres. Sa stratégie, développée dans [30] et reposant sur
[29], consiste & mettre en famille analytique les espaces de formes modulaires surconver-
gentes et d’appliquer a U, (agissant analytiquement sur cette famille) la théorie spectrale
des opérateurs compacts des modules de Banach orthonormalisables, théorie qu’il éta-
blit dans [30]. Ses idées sont reprises par Coleman-Mazur dans [33] pour aboutir a la
construction d’une courbe analytique p-adique ("eigencurve") paramétrant les formes
modulaires surconvergentes, propres, de pente finie et de niveau modéré fixé. Rappelons
que l'existence des familles p-adiques de formes modulaires paraboliques propres ordi-
naires en p avait été étudiée tout d’abord par Hida, dans des travaux qu’il a par la suite
généralisés & une vaste classe de groupes ([54]). Hormis le cas du groupe GLy/Q, pour
lequel on dispose aussi d’une construction paralléle a celle de Coleman due & Stevens
(non publié, cf. [103]), la construction des familles p-adiques non ordinaires en est a
un stade peu avancé' Dans des travaux non publiés ([20]), Buzzard a remarqué que la
construction des familles dans le cas des algébres de quaternions sur Q définies était
approchable directement, et ce méme par des techniques relativement élémentaires. Bien
que nous n’employons pas ces derniéres dans ce texte, ce sont ces idées qui sont a 1’origine
de ce travail.

Dans cet article, nous développons une théorie des familles p-adiques de formes auto-
morphes de pente finie quelconque pour des groupes algébriques G/Q formes tordues de
GL,, sous la seule hypothése vraiment restrictive de compacité de G(R). Par exemple,
si F/ est un corps quadratique imaginaire, G peut étre le groupe algébrique sur Q dont
les points a valeurs dans toute Q-algébre R sont

{9 € GL.(E @q R), 99" = 1}

Nous construisons de plus, a la maniére de Coleman-Mazur, la zone centrale des variétés
de Hecke? pour ces groupes. Bien que la plupart de nos résultats se généralisent en
d’autres places p, nous choisissons un p tel que Gg, ~ GL,/Q,, qui est a priori le cas
le plus important. Le terme "zone centrale" employé ci-dessus signifie que nous nous
restreignons a des formes de niveau I';(p) en p.

Outre l'intérét de comprendre comment se généralise le cas elliptique, I'idée initiale
était de produire des déformations p-adiques des représentations galoisiennes de dimen-
sion n obtenues dans les travaux de Clozel, Kottwitz (|27]) puis Harris et Taylor ([51]).
Les formes automorphes provenant de certains groupes unitaires compacts a l'infini ren-
trant dans le champs d’application de leurs travaux, ceci justifiait amplement que 1’on

1Ceci a sensiblement évolué depuis la rédaction de cet article, notamment grace a des travaux de
M.Emerton proposant une approche au cas général (retrouvant en particulier de maniére indépendante
certains résultats de ce chapitre), et a des travaux de G.Stevens pour GL(n) non tordu utilisant des
méthodes semblables & celles de ce texte.

2(’est le terme que nous utiliserons pour "eigenvariety", la traduction littérale prétant a confusion.
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s’intéresse a ces derniers. Ce but est accompli au §7.4. Il semble que ces constructions
donnent les premiers exemples de déformations p-adiques raffinées non nécessairement
ordinaires de représentations galoisiennes en dimension > 2. Une seconde motivation est
de donner un cadre pour une théorie des formes automorphes p-adiques en général, en
particulier d’en éclaircir les liens avec la théorie des représentations p-adiques des groupes
de Lie p-adiques. Bien que ceci soit loin d’étre élucidé dans ce texte, nous nous sommes
efforcés & montrer comment 'existence des familles dans notre contexte découle, modulo
la théorie de Coleman, d’une mise en famille des séries principales p-adiques de I'Iwahori
de GL,,(Q,) et des propriétés élémentaires de cette famille.

L’avantage principal a considérer des groupes GG sous I’hypothése de compacité a I'in-
fini vient de ce que les difficultés de nature géométrique dues aux places archimédiennes
sont mises de coté. En effet, les quotients G(Q)\G(A)/K, K un compact maximal de
G(A), sont ici finis, et toutes les formes automorphes pour G sont donc cohomologiques
en degré 0. Aussi, nous nous ramenons en général essentiellement a travailler au niveau
des systémes de coefficients. Nous espérons cependant que ce travail permettra de gui-
der I’étude des familles de formes cohomologiques de pente finie pour des groupes G
plus généraux. Enfin, nos constructions fournissent une grande quantité de variétés de
Hecke, entre lesquelles il est tentant de conjecturer ’existence de morphismes rigides-
analytiques prolongeant "en famille" divers transferts de la fonctorialité de Langlands,
comme la correspondance de Jacquet-Langlands, le carré symétrique etc... Nous espérons
revenir sur certains aspects de cette philosophie de Langlands "en familles p-adiques"
dans un travail futur (voir le chapitre I & ce sujet).

Plan détaillé de ’article

Soit G/Q comme plus haut, il est attaché a un corps quadratique imaginaire F/Q.
Soit p un nombre premier impair® décomposé dans E tel que G(Q,) ~ GL,(Q,), ce qui
vaut pour presque tout p décomposé dans E. On fixe de plus une place complexe de F,
une place finie divisant p, ainsi qu'un plongement compatible & ces choix

ip:C—>@p,

qui nous permettent en particulier de plonger G(R) dans GL,(C), et d'identifier G(Q,)
avec GL,,(Q,). Soit Uy(p) C G(Ay) un sous-groupe compact ouvert dont la p-composante
est le sous-groupe d’Iwahori I'g(p) des éléments de GL,(Z,) triangulaires supérieurs
modulo p. Soit

77t ={t=(t; > ... >t,) € Z"}
On peut voir ses éléments comme des caractéres du tore diagonal de GL,, par

tn
n

diag(z1, ..., z,) — 2.2

ce sont les caractéres algébriques dominants pour l'ordre usuel. Les représentations auto-
morphes de G ayant toutes de la cohomologie en degré 0, les plongements fixés plus haut

3Cette hypotheése n’est faite dans cette introduction que pour simplifier ’exposition.
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nous fournissent un modeéle sur Q, de I'espace des formes automorphes de poids ¢t € Z™*
et de niveau Uy(p) : c’est le Q,-espace vectoriel des fonctions Uy(p)-équivariantes sur

GQ\G(Ay)

a valeurs dans la représentation algébrique irréductible de plus haut poids ¢ de GL,(Q,),
Up(p) agissant a travers son quotient I'g(p). C’est un espace de dimension finie par la
finitude du nombre de classes, sur lequel opére 'anneau des correspondances de Hecke

de (G(Ay), Uo(p))-

Nous sommes intéressés par faire varier ces espaces contintiment p-adiquement en
fonction de t € Z™". La méthode employée consiste a déformer p-adiquement les restric-
tions a I'g(p) des représentations algébriques de GL,,(Q,) en fonction de leur plus haut
poids. Aussi, nous consacrons les sections 2 et 3 a I’étude de certaines représentations
de GL,(Q,) et I'y(p). En particulier, la section 2 est un rappel sur un modéle explicite
agréable pour les représentations algébriques de GL,, en caractéristique nulle, en terme
d’invariants unipotents.

Tout comme dans la théorie de Coleman, I'interpolation se fait en deux temps : tout
d’abord on "inclut" chacune de ces représentations dans une représentation de I'g(p) sur
un espace de Banach p-adique de dimension infinie, puis on montre que ces derniers se
mettent en une famille analytique orthonormalisable. Ceci est achevé dans la troisiéme
section. L’idée principale est de considérer l'orbite sous I'g(p) de 'origine de la variété de
drapeaux L\GL,(Q,), L étant le Borel triangulaire inférieur. Elle admet une structure
naturelle de Q,-points d’un affinoide sur Q,, noté F au §3.2. Par le théoréme de Borel-
Weil-Bott, dont nous reprouvons simplement la partie qui nous intéresse au §3.1, chaque
représentation algébrique irréductible de GL,(Q,) est réalisée sur les sections globales
d’un fibré en droites sur L\GL,(Q,). Or il se trouve que chaque tel fibré se restreint sur F
en un fibré trivial, que ’on trivialise par un vecteur de plus haut poids, et dont les sections
rigides sur F fournissent la représentation de I'o(p) désirée. Ces représentations ont un
espace de Banach sous-jacent fixé, précisément celui A(F) des fonctions analytiques sur
F, mais sont tordues par un produit des 1-cocycles fondamentaux de GL, "élevés a
la puissance t". Cela nous permet de réaliser I'interpolation au §3.6, et de définir une
famille orthonormale (cf. §3.7) S = {S;}ew(c,) de représentations de I'g(p) paramétrée
par I’espace rigide "des poids analytiques"*

W(C,) := Homy, 4, ((Z;)", C;),

qui est I'ensemble des caractéres continus du tore diagonal (Z3)" de GL,(Z,) qui sont
analytiques restreints a (1+pZ,)". On peut voir S comme une famille analytique de séries
principales de I'y(p). Par notre choix de considérer la "grosse orbite sous I'y(p)" dans la
variété de drapeaux, S a la propriété de s’étendre en une représentation du sous-monoide

4Nous avons choisi de ne pas considérer a part 'éventuel caractére modéré en p dans cette introduc-
tion, ce qui est plus élégant et permet d’alléger les notations. On prendra garde cependant que ’espace
noté W ici est une réunion de (p — 1)™ copies de celui du méme nom introduit dans le corps du texte
(cf. §3.7.2). De méme, la famille notée S ici est la réunion de celles notées S, dans le texte.
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plus gros M de GL,(Q,) engendré par I'y(p) et les opérateurs diagonaux
u® ;= diag(p™,--- ,p™)

avec a1 < as < --- < a, € Z". Si a; est strictement croissante, nous montrons alors que
u® agit de maniére compacte sur S.

Les constructions précédentes nous permettent alors de définir la famille analytique
des espaces de Banach de formes automorphes p-adique de type (G,Uy(p)) et de poids
dans W(C,), notée S(G,Us(p)) = {S:(G,Us(p))}tew(c,), en considérant 'espace des
fonctions Uy(p)-équivariantes de G(Q)\G(Ay) a valeurs dans S. Cette famille admet une
action de toute 1'algébre de Hecke globale de Uy(p) hors de p, et en p de la sous-algebre
commutative de ’algébre de Hecke-Iwahori constituée des éléments a support dans M. Si
t € Z™*, vu comme élément de W(C,), Si(G,Uy(p)) contient alors comme sous-Hecke-
module le C,-espace vectoriel de dimension finie

Si(G, Un(p))”

des formes automorphes de G de poids t, de niveau Uy(p) et d’un certain caractére modéré
en p. On pose

Up = [UO(p)dlag(la D, p27 seey pn_l)UO(p)]7
c’est un endomorphisme W-linéaire compact de S(G, Uy(p)). Un élément de Si(G, Uy(p))
sera dit de pente finie « s’il est dans le plus grand sous-espace de dimension finie

St(G7 UO(p))a

sur lequel U, n’a que des valeurs propres de valuation . Un résultat important, bien

qu’élémentaire dans notre cas, est la généralisation suivante du résultat principal de [29].

Sit=(t >..>t,) €Z™", on pose Min(t) := Min}_]' (t; — t;41) (cf. prop. 4.8) :
Théoréme A : Soientt € Z™" et a € QT

si Min(t) > a — 1, alors S,(G,Uy(p))™ C Si(G, Uy(p))*

En cinquiéme section, on étudie en détail la série caractéristique de U, agissant sur
S(G,Uy(p)), donnée par la section 4 et la théorie de Coleman dans [30]. Le résultat
principal de cette section est le (cf. cor. 5.2)

Théoréme B : Soit « € QF, il existe A et B deux constantes explicites ne dépendant
que de n telles que si

h=|GQ\G(Ap)/TUo(p)| et m(a) = [ha(Aa+ B)* "]
alors pour tous t, t' € Z™* tels que Min(t), Min(t')> o — 1, si t = ¢ mod p™*), alors
dime, (S(G, Uo(p))*"*) = dime, (Sy (G, Up(p))™*)

Notons que cet énoncé concerne les formes automorphes "classiques" pour G, il ne fait
pas intervenir dans sa formulation les constructions précédentes. Il s’agit d'une version
quantitative faible de la conjecture de Gouvéa-Mazur (|[49] conjecture 1) généralisée a
nos groupes G. Les bornes ci-dessus sont analogues a celles obtenues par [109] dans
le cas des formes modulaires elliptiques, pour lequel la dépendance de m(a) en « est
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quadratique, ce que 'on retrouve quand n = 2 (cas qu’avait déja retrouvé Buzzard dans
[20]). La preuve de ce théoréme suit essentiellement 1’approche de Wan dans [109].

La sixiéme partie consiste en la construction des familles. Soient
P(T)el+TAW){{T}}

la série de Fredholm de U, agissant sur S(G,Us(p)), Z C W x A}, T'hypersurface de
Fredholm définie par P(T) = 0, et

pri: 4 — W, pro:Z —>A,{ig,

les deux projections canoniques. Le résultat suivant (cf. thm. 6.2, prop. 6.7 et prop.
6.8) est une généralisation a nos groupes des constructions de Coleman-Mazur dans [33].
Dans ce qui suit, I'anneau H est un sous-anneau commutatif de ’algébre de Hecke globale
dont la p-composante est le sous-anneau de ’algébre de Hecke-Iwahori des éléments a

support dans M.

Théoréme C : Il existe un espace analytique rigide D = D(G, Uy(p), H) muni d’un
morphisme d’anneauz
a:H— A(D)°,

ainsi qu’un diagramme commutatif

D
w
" Z pbr2 A

4%

1
g

ayant les propriétés suivantes :

i) ™ est un morphisme fini,
ii) U, := a(U,) est inversible sur D,
iii) Pour tout x € D(C,), il existe un voisinage ouvert affinoide 2 de x tel que :
(a) z — |a(U,)(2)| est constante sur Q(C,),
(b) k() est un ouvert affinoide de W,
(c) k:Q — k(Q) est fini, surjectif restreint a chaque composante irréductible de €2,
iv) L’application

D(Cp) — Homenn(H, Cp), @ = (X = b= a(h)(2)),

induit pour chaque t € W(C,,) une bijection entre les points v € D(C,) tels que x(x) =t
et les systémes de valeurs propres de H agissant sur l’espace des formes automorphes
p-adiques de poids k(x) et de pente finie, ces derniers étant comptés sans multiplicité.

v) D est emboité® et équidimensionnel de dimension n. Chacune de ses composantes
wrréductibles s’envoie par ™ de maniére finie et surjective sur une composante irréductible

S'nested" dans la terminologie de [33], §1.1.
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de Z (qui est une hypersurface de Fredholm), et son image par k est un ouvert Zariski
de W.
vi) L’anneau a(H) est d’adhérence compacte dans A(D)°.

Un point x € D(C,) est dit classique si x, est le systéme de valeurs propres d’un
élément de Sy () (G, Up(p))™.

vil) Les points classiques sont Zariski-denses dans D(C,).

Dans la derniére section, nous appliquons ces résultats a certains groupes unitaires
pour lesquels on sait associer, par les travaux de Clozel, Kottwitz, Harris-Taylor, des re-
présentations galoisiennes de dimension n compatibles a la correspondance de Langlands
locale. Le groupe unitaire G doit étre pour ceci celui d’une algébre a division D/FE mu-
nie d’une involution de seconde espéce, D étant a division partout ou elle est ramifiée,
et ceci n’arrivant qu’en des places totalement décomposées de F/Q. On fait bien sar
toujours ’hypothése de compacité a I'infini afin d’utiliser les constructions précédentes,
et 'on fixe un tel groupe G/Q. Soient S ’ensemble fini des places v de E au-dessous
desquelles G est ramifié ou bien divisant le niveau Uy(p), Gg g le groupe de Galois d'une
extension algébrique maximale de F non ramifiée hors de S, et pour v ¢ S un représen-
tant F, € Gg s du Frobenius géométrique en v. On choisit 'algebre de Hecke globale H
contenant ’algébre de Hecke globale hors de S et toujours les doubles classes de M en
p. A chaque forme automorphe f # 0 de G, propre, de niveau Uy(p), il est connu qu'il
existe une unique représentation semi-simple continue

p(f): Ges — GL,(Q,)
telle que

(1) Vo &S, tr(p(f)(F).f = Tu(f),

T, € 'H étant un opérateur de Hecke déterminé par la correspondance de Langlands
non ramifiée, indépendant de f. La trace de p(f) fournit un pseudo-caractére continu de
Taylor de dimension n :

t(f) : Ggs — @p
Soit D la nilréduction de 'espace D(G, Uy(p), H), alors (cf. cor. 7.3) :

Théoréme D : I existe un unique pseudo-caractére continu t : Ggs — A(D) de
dimension n, dont l’évaluation en tout x € D(C,) classique coincide avec t(f,), ot f, # 0
est une forme propre classique de type (G,Uy(p)) associée a x par le théoréme C.

Ainsi, si # € D(C,) et f, # 0 est une forme propre pour le systéme de valeurs
propres associé a x par le théoréme C, non nécessairement classique, on dispose d’un
pseudo-caractére continu ¢(f,) : Ggs — C,, tel que si v ¢ S, t(f,)(F,)fo = T,(fs). Par
un résultat de Taylor, ce pseudo-caractére est la trace d’'une unique représentation semi-
simple continue p(x) : Ggs — GL,(C,). En particulier, nous avons associé¢ a chaque
forme automorphe p-adique propre de pente finie de G une représentation galoisienne p-
adique de Gg g continue, semi-simple, de dimension n, satisfaisant (1). On montre alors
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que
{z € D(C,), p(x) est irréductible}

est 'ensemble des C,-points d'un ouvert Zariski D;,, de D, puis le (cf. cor. 7.5) :

Théoréme E : [ existe une unique algébre d’Azumaya A sur D;.. munie d’une
représentation continue Ggs — A*, dont l’évaluation en tout point classique de D,
est lextension des scalaires a C,, de la représentation galoisienne associée a ce point par
Clozel, Kottwitz, et Harris-Taylor.

Enfin, nous discutons en §7.5 de certaines hypothéses formulées par Mazur dans 73|
sur la variation p-adique de représentations cristallines. Précisément, a chaque point
classique = ancien en p de D (les tels points sont Zariski-denses), nous attachons un
raffinement "canonique" au p-motif attaché & x, qui est un ordre sur les racines du
Frobenius cristallin ainsi qu'un polynéme-U, qui varie analytiquement en x. De plus, nous
comparons la notion naturelle de "non criticité" pour les p-motifs classiques apparaissant
dans notre étude avec celle proposée par Mazur loc.cit., la notre s’avére plus restrictive.

Généralisations

Il serait intéressant d’avoir une version du théoréme C' pour des groupes réductifs G/ F
plus généraux et leurs formes automorphes cohomologiques en degré donné, F' étant un
corps de nombres, et en une place p quelconque. Les constructions de ce texte permettent
de définir en une place p quelconque 'espace des formes automorphes p-adiques pour
nos groupes G (il suffit de plonger G(Q,) dans un GL,, (k) avec k local assez grand). La
construction des familles de pente finie dépend alors de 'existence de certains opérateurs
compacts agissant sur les espaces de formes p-adiques. Les candidats naturels pour ces
opérateurs peuvent ne pas exister (par exemple si Gq, est anisotrope), ou alors étre
compacts seulement dans certaines directions de W ce qui donnerait quelques variantes.
En général nous pourrions donc construire des variétés de Hecke en de tels p, mais de
dimension éventuellement inférieure.

Dans un travail futur avec Buzzard, nous étendrons les résultats de ce chapitre aux
formes partout compactes a l'infini de GL,, sur un corps totalement réel, en des places
quelconques, et nous construirons toute la variété de Hecke i.e. sur 'espace global des
poids (nous nous sommes restreints au centre de I’espace des poids dans ce texte). Notons
que Buzzard a déja construit cette version forte de la variété de Hecke dans le cas des
algébres de quaternions définies, et ce sur un corps totalement réel.

Remerciements : Je tiens a exprimer ma gratitude & Michael Harris, qui m’a encouragé a
travailler sur ce probléme, pour les nombreuses discussions éclairantes et stimulantes qui ont
accompagné ce projet. Je remercie de plus Kevin Buzzard, dont les travaux sont & l’origine
de cet article, Brian Conrad, Guy Henniart, ainsi que les membres du LAGA de Paris 13, en
particulier Ahmed Abbés, pour les enrichissantes conversations que j’ai pu avoir avec eux. Enfin,
je remercie le référé, dont les remarques ont permis d’améliorer la qualité du texte.

Notations et conventions :

Une action d’un groupe sur en ensemble sera toujours sous-entendue "a gauche". Si
V est un groupe abélien muni d’une norme ultramétrique, V9 désigne le sous-groupe des
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éléments de norme < 1. Si p est un nombre premier, on note @p une cloture algébrique de
Qp et C, le complété de @p pour la norme usuelle, normalisée par [p| = 1/p. On désigne
par mo, l'idéal maximal de 'anneau Oc, = Cg. Si K est un corps local, on note O son
anneau d’entiers et my 'idéal maximal de Og. Si E est un corps de nombres, Ag (resp.
Apg s, resp. A%, f) désignera 'anneau des adéles de E (resp. adéles finis, resp. adéles finis
hors de p), et on omettra le £ quand F = Q. Enfin, si X est un schéma ou un espace
rigide, on notera A(X) I'anneau des fonctions globales sur X.

2. Modéles pour les représentations algébriques de GL,

Soient k£ un anneau commutatif, N le sous-groupe des unipotents supérieurs de
GL,(k), N celui des unipotents inférieurs, et R := k[GL,] = k[{Xi;}1<ij<n, det(X; ;)71
I’algebre des polynomes a n? variables X;;, vue® comme algébre des fonctions algé-
briques sur GL,,/k. La multiplication de GL,/k induit une action” de GL,, (k) x GL, (k)
sur GL,,/k, puis sur R par automorphismes de k-algébres. Soit M := (X, ,);; € M, (R),
g € GL, (k) € M,,(k) € M, (R), les actions de g par multiplication a gauche et & droite,
que 'on note respectivement g; et g,, se calculent par les formules :

(2) g'M = (91X ;)ijy Mg=(9-X,)i;

Il est clair que ces deux actions commutent.

2.1. Les invariants Y;; des unipotents inférieurs. On s’intéresse a la représen-
tation de GL, (k) agissant par multiplication a droite sur la sous-k-algébre de R fixée a
gauche par N, que I'on note RY. On commence par exhiber des éléments de RV, qui
s’avéreront étre des générateurs. Notons que les fonctions X ; sont invariantes, cette
simple remarque nous en fournit plein d’autres de la maniére suivante.

Observation : Si A est un anneau commutatif, pour tout couple d’entiers i et n avec
1 <i < n, on dispose d’une représentation fonctorielle en A, GL(A™) — GL(A'(A")). Si
ei, ..., ey est la base canonique de A™, on choisit pour base de A*(A™) les ej, Aej, A...Aej,
avec j; < jo < ... < j;, ordonnés par l'ordre lexicographique sur le i-uple (ji, ..., J;)-
Cette base fournit un morphisme p; : GL,(A4) — GL(?)(A). I est immeédiat que p; a la

propriété d’envoyer les unipotents supérieurs (resp. inférieurs) de GL,(A) dans ceux de

Prenons A := R, et appliquons p; & I'identité (2). Nous voyons que N est envoyé dans
les unipotents inférieurs de GLg(;0)(R), et par conséquent qu'’il fixe par multiplication
a gauche la premiére ligne de p;(M). Notons Y; ; le coefficient de p;(M) qui se trouve &
la premiére ligne et a la j°"¢ colonne. Manifestement, a i fix¢, les Y; ; sont les mineurs
d’ordre ¢ de M formés sur les ¢ premiéres lignes de M. En particulier, Y;; = X ; et

Y,1 = det(M). Par construction, pour ¢ fix¢, j est 'indice du 7 i-uple (j; < jo <

ieme

6gi n ¢ M, (k), ni; = X, j(n) est le coefficient sur la "¢ ligne et la j colonne. On notera
n=(ni;)i;-
"Dans cet article, "action" de groupe signifiera toujours "action a gauche".
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. < j;) dans lordre total lexicographique de ces derniers. Pour chaque i, on notera
J(i) == (), c’est le plus grand entier j indice du dernier Y; ;.

2.2. L’anneau des représentations algébriques de GL, (k). On suppose doré-
navant que k est un corps de caractéristique 0. Soit 7" le tore diagonal de GL,(k), T

normalise N et agit par conséquent & gauche sur RY.
Sit=I[ty,..,t,] € Z", t désignera le poids (caractére) T'— k* défini par

t(diag(dy, .., d,)) == [ ] d
=1

On pose t; := [0,..,1,..,0] ot le 1 est a la iéme place, notons que si d € T, d;.X;; =

t7 1 (d) X, et d,. X, ; = t;(d) X, ;. Par conséquent, si j correspond & (j; < jo < -+ < j;)
(3) diYi; = (ngkgi ti(d»_lyi,j
(4) 4, Yij=(]] ti@)Yi; et dYii=(]] t(d)Yia

1<k<i 1<k<i

Si ¢ est un caractére comme plus haut, f € R sera dit de poids ¢ a gauche (resp. a droite)
si T agit a gauche (resp. a droite) sur k.f par ¢t~ (resp. t). Notons que l'action de T a
gauche sur R se diagonalise : R = @, R;, R, étant le k-vectoriel de dimension finie des
éléments de poids ¢ 4 gauche. De méme, T normalisant N,
RY = PR}
tezn

Cette décomposition commute a I’action de GL, (k) par multiplication a droite, ce qui
nous fournit des représentations algébriques RN de GL, (k) de dimension finie.

Un poids t = [ty, ..., t,] sera dit positif si la suite des t; est décroissante, on notera
t > 0. L’ordre induit sur les poids est aussi celui donné par N. On a alors la

PROPOSITION 2.1. On a RN = @,., RY. De plus, sit >0, RY est la représentation
algébrique irréductible de GL,, (k) de plus haut poids t. Elle est k-engendrée par les mo-
nomes en les Y; ; de poids (a gauche) t, le monome en les Y;q étant un vecteur de plus
haut poids t (& droite).

Preuve : Un théoréme classique (|46] §12.1.4) affirme que RY est somme directe avec
multiplicité 1 de toutes les représentations irréductibles de GL,, (k), la sous-représentation
de plus haut poids t > 0 étant le sous-espace de poids t a gauche. Cela implique les deux
premiéres affirmations de I’énoncé. Soit ¢ > 0, le k-espace vectoriel engendré par les
monomes en les Y; ; de poids t & gauche est non vide par la formule (3). Il est stable par
I’action & droite de GL, (k), car pour chaque i, > _; kY; ; est stable par GL, (k). C’est donc
RY tout entier par I'assertion d’irréductibilité. Notons que dans cette représentation de
GL, (k) (donc pour P'action & droite), [/} Yﬁ_ti“Y,fﬁ est un vecteur de poids ¢, et que
tous les autres mondmes sont de poids inférieurs (voir les formules (4)), c¢’est donc un
vecteur de plus haut poids.[]
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2.3. Reparamétrisation du poids. Il est clair que RN R C Rt Yy, ce qui fait de

RN ®t>0 R une k-algébre graduée par les poids positifs. Pour la majeure partie de
ce que nous avons en vue, le cas du déterminant Y, ; est un peu a part, nous ’écartons

donc pour Vinstant. Par la proposition 2.1, RN = D, Ygl(@t,Ry) oulest' =[t,...,t]

sont positifs tels que ¢/, = 0. On va donc regarder la sous-k-algebre S de RN définie par

S = @ RY . la somme étant sur les ¢ = [t,, ..., t.] positifs tels que . =0
t/

S est stable par GL,, (k) et y apparaissent toutes les représentations algébriques de GL,, (k)
dont le plus haut poids a sa coordonnée ¢,, fixée & 0. De plus, S est clairement une k-
algébre de type fini, engendrée par les Y; ; avec @ < n, intégre car R I'est.

Par commodité, on change de parametrisation pour les poids, on se place dans les
coordonnées des poids fondamentaux : au n-uple [t1, ..., t,_1, 0], on associe le (n—1) —uple
(my, ..., mp_1) défini par my == t; — to, mo 1=ty —t3,., Mp_g :=1tp_o —ty_1 €t My 1=
t,—1. La condition de positivité du poids dans les premiéres coordonnées se traduit par
m; > 0 pour tout ¢ € {1,....,n — 1}. On note §; le poids (0,...,1,...,0) ot le i est sur
la iéme case. Dans ces coordonnées, chaque Y;; est de poids (& gauche) ¢;, ce qui est
pratique.

Exemples : - Pour n = 2, on pose X = X;1, Y = Xj,, alors S = k[X,Y] =
Bm>09m ol Sy, est I'espace des polynoémes homogénes de degré m en X,Y, vu comme
représentation irréductible de GLy(k), un vecteur de plus haut poids étant X ™.

- Pour n = 3, on pose (X,}/, Z) = (XLl,XLQ,XLg) et (U,V;W) = (Yg,l,)/zg,}/zg),
alors S est la sous-k-algébre de R engendrée par X, Y, Z, U,V et W. On pourrait montrer
que c’est ’algébre des polynémes sur ces variables avec pour unique relation XW —-YV +
ZU=0.0na S =€D,, m>0mims Smim, e¢tant la représentation irréductible de plus
haut poids (1, ms, 0). Explicitement, elle est engendrée par les mondémes du type M, M,
ou M; (resp. Ms) est un mondéme en X,Y, Z (resp. U, V, W) de degré m; (resp. msy). Un
vecteur de plus haut poids est X U™z,

A partir d’ici, on ne considérera plus que 'action de GL,, (k) sur S par multiplication &
droite, soulignons que c’est une action a gauche de GL,, (k) sur S. On écrira (g, f) — g(f)
cette action, au lieu de g,.f. Un élément de S sera dit de poids ¢ s’il est dans S;.

2.4. L’anneau Sym(A(V)). On exploite dans ce paragraphe que N"~! est engendré
pour 'addition par les "poids fondamentaux" 9;.

On pose V := k" la représentation standard de GL,, (k), avec sa base canonique. Soit
1 <i<n—1fix¢, comme dans 'observation 2.1, A*(V') a une base canonique ordonnée
que l'on note (Z; ])1<]< J(5)- On rappelle que l’ordre est l'ordre total lexicographique sur
les i-uples (j; < ja < -+ < j;), renumérotés par j € {1,...,J(i)}. Par construction,
Ss, = ng k.Y;; est isomorphe a A (V), via Y;; — Z”, en tant que représentation
de GL, (k). C’est la représentation irréductible de plus haut poids d;. On en déduit un
morphisme équivariant a l'action de GL,,(k),

p 1 B = Sym(& (A(V)) — S
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L’image de ¢ est une sous-k-algébre de S contenant les Y; ; (i < n), c’est donc S tout
entier par la proposition 2.1. Notons que B = k[Z; ;] a une graduation canonique par le
poids N"~! compatible via ¢ a celle de S, B = D, cn-1 Bi- On note J le noyau de ¢, il
est stable par GL, (k) par ce que l'on vient de dire.

Remarques : - ¢ est un isomorphisme si et seulement si n = 2,

- I est engendré par des quadriques en les Z; ;, les relations de Plicker (cf [108]),

- On ne sait pas en général donner une B-résolution de .J en terme des représentations
de GL,,.

2.5. Intégralité et opérateurs U. A partir de 1, on fixe un nombre premier p, et
k := Q,. On note I'y(p) le sous-groupe de GL,(Z,) composé des éléments triangulaires
supérieurs modulo p. Pour chaque suite croissante positive d’entiers a = (a; < -+ - < ay,),
on considére

u® = diag(p™,...,p"), et T® := To(p)uTo(p) C GL,(Q,) N M, (Z,)

On pose aussi u := diag(1,p,p?, ...,p" ) = uOLr=D T .= TOLn=1) ot M le sous-
monoide de GL,(Q,) engendré par les éléments de tous les T¢. Il est connu (cf. par
exemple [89], preuve du lemme 10 §4) que

(5) TOTY = T et T°NTY = () si a # d’

En particulier, M est la réunion disjointe des T%, et coincide avec le sous-ensemble
Lo(p)UTo(p) C GL,(Q,) N M, (Z,), ott U est 'ensemble des u®.

Le lemme ci-dessous précise l'action de I'g(p) et des u® sur les Z; ; (et donc sur B).
Pour tout ¢ € {1,...,n}, on pose §; = a; + az + ... + a;. On fixe un v € T'y(p) :

LEMME 2.1. — Pour tout i, ¥(Zi1) € Z;Ziy + DY Ly Zi
et sil < j<J(i), 7(Zi;) € (X Zp Zik)
— Pour tout i et 1 < j < J(i), j correspondant au i-uple (j1 < jo < -+ < Ji),
u(Zi ;) = p=+n Z; j,

— En particulier, u(Z; ;) € pPZ,Z: j, w(Z; ;) € pY2Z,Z; ;.

Preuve : 11 faut comprendre I'action de T'g(p) et des u® sur A/(R™) comme en 2.1.
Les éléments de I'y(p) s’envoient dans le I'y(p) correspondant, par 'observation 2.1 (avec
A= (Z/pZ)[X,;]), d’ou les deux assertions sur 7. Il reste a voir ce que devient la diagonale
u®. Sur le vecteur ej, A ... Aej, (1 <1 < jo < ... <ji < J(3)), c’est la multiplication
par p%1t%:t -+ qui est toujours divisible par p%. Il y a égalité uniquement pour le
premier coefficient. Notons que si a = (0,1,....,n—1), ; =i(i — 1)/2. O

3. Famille analytique des représentations de I'y(p)

3.1. Variété de drapeaux. On a défini en 2.4 I'anneau

B =Sym(@i (K(Q)) = ) Sym(A(Q)))
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qui est I'anneau des coordonnées multihomogénes sur X := H?:_ll P}lgj_l. Pour chaque

ie{l,...n—1}, Pigi_l a un systéme de coordonnées homogénes privilégié, qui est

(Zi,l s Zi,J(z'))

Soit J I'idéal multihomogéne noyau du morphisme de Q,-algébres ¢ : B — S défini en
2.4; on note J le faisceau cohérent d’idéaux sur X associé¢ a J. On définit F' comme
étant le sous-schéma fermé de X associé a J et ¢ : F© — X l'immersion fermée sous-
jacente. L’action de GL,(Q,) sur B induit une opération de GL,(Q,) sur X par Q,-
automorphismes, qui préserve F' car ¢ est GL,(Q,)-équivariant.

Par la proposition 2.1, on sait que S(m,, . .m, ), la partie (m4, ..., m,_1)-homogeéne de
S, est la représentation irréductible de GL,(Q,) de plus haut poids (my, ..., m,_1). Soit
le faisceau inversible sur X défini par

O,y 1) = pri(O(mn)) & -+ ® pry (O(ma 1))
ou pr; : X — P(A(V)*) est la projection canonique,
Or(my,...;my_1) =" (O(mq, ..., mp_1))
On a alors le :

LEMME 3.1. L’application canonique
Smisemn_1) — HO(F, Or(my, ...;mp_1))
est un isomorphisme.

Preuve : Soit o = (v, ..., 1) un n—1-uple d’entiers tels que 1 < «; < J(i), on note
Lo 1= H?;ll Xia;, et Uy Touvert affine de X défini par Z, # 0 : les U, recouvrent X.
L’anneau de fractions S, (z,) est naturellement gradué par Z' et sit = (my,....,my_1) €
N7—1 T’application canonique :

Ay = {x € Spz.),deg(z) =t} — HY(F N Uy, Op(ma, ...;mp_1))

est par construction un isomorphisme k-linéaire. Comme S est intégre et Y; ; = p(Z; ;) est
non nul, 'anneau S, (z,) s’identifie canoniquement a un sous-anneau gradué de I’anneau
de fractions SHM v, ;- Notons que chaque Y;; engendre un idéal premier de S. En effet,
c’est un résultat classique que le mineur Y; ; est un irréductible de I’anneau factoriel R,
Y; ;R est donc premier dans R. Comme Y; ; est un invariant de N, il vient que (Y;;R) N
S =Y;;S, ce qui conclut. De plus, les Y; ;S sont deux & deux distincts. On en déduit
immeédiatement que l'intersection des A,; dans SI_L-,]- v;, est exactement Sy, ce que 'on
voulait. [

Remarques :

— Discutons rapidement du lien avec la variété de drapeaux classique, bien qu’il ne
nous sera pas utile pour la suite. Le quotient N\SL, (qui n’est jamais affine) est
un ouvert de Spec(S). Précisément, c’est Uouvert sur lequel T ~ (GF )"~ agit
librement par translation a gauche, ce qui identifie, si P désigne le Borel inférieur
standard de SL,, P\SL,, avec F'. L’ immersion i est alors la composée de ' ~ P\SL,
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avec le plongement canonique de Pliicker, et S I'anneau des coordonnées homogénes
de i(F) dans le produit de projectifs en question.

— Le lemme 3.1 est aussi une conséquence du théoréme de Borel-Weil-Bott, il a pour
unique avantage sur ce dernier de faire le lien avec la théorie des invariants, et en
particulier de fournir un modéle explicite.

— L’anneau S est un anneau factoriel. En effet, soient D = H?:_ll Y1, W l'ouvert de
GL,/k défini par D # 0, P le Borel supérieur de GL,/k, N le sous-groupe des
unipotents inférieurs. Par la "décomposition Lower-Upper", la multiplication de
GL,/k induit un isomorphisme fonctoriel en A, une k-algébre, et équivariant pour

I'action & gauche de N(A) (on prend celle évidente sur N x P) :
N(A) x P(A) — W(A)

On a donc un isomorphisme sur & (en fait sur Z) de W avec N x P. Ainsi, S; /D~

k[PNSL,], et cette derniére est clairement factorielle (de dimension w —1). Par
un critére de Nagata, la factorialité de S suit si I'on voit que chaque Y;; engendre
un idéal premier dans S. Ceci est clair (et a déja été utilisé dans la preuve de
3.1) car ils sont irréductibles dans I'anneau factoriel R, et (Y;1R) NS =Y;1S5. On
rappelle le critére de Nagata : "Soient A un anneau intégre noethérien, f € A tel
que fA est premier, alors Ay est factoriel si et seulement si A 'est".

3.2. Analytification. Si Z est un schéma de type fini sur Q,, on note Z" le Q-
espace rigide associé. On se place sur l'ouvert affine (2 de X défini par Z,; # 0, Vi €
{1,...n—1}. 511 < j < J(i), on pose z,j = Z; ;/Z;1, ce sont des coordonnées sur §)
identifiant ce dernier a [[I—; A(‘éfj)_l. Soit I := H(Q,.J), c’est donc l'idéal définissant
FNQ dans Q. L'image des z; ; dans A(Q)/ITA(Q2) = A(FNQ) sera notée y; ;. On regarde le
sous-domaine affinoide B de Q™ = H?z_ll A;{Z(gl)@: défini par |z ;| < 1. L’algebre affinoide
A(B) = Q,(z;;) est munie de sa norme sup. |.| (qui est aussi la norme de Gauss), et

a une structure entiére canonique qui est A°(B) = Z,(z; ;). On pose F := BN F*,
A(F) = A(B)/IA(B), on le munit de la norme quotient de A(B). Notons que le point e
de coordonnées y; ; = 0 est dans F. L’action de GL,,(Q,) sur X" préserve F'*", de plus :

LEMME 3.2. La restriction a I'o(p) de cette opération préserve B et F, et l'action
induite sur A(B) (resp. A(F)) préserve A°(B) (resp. A°(F)).

Preuve : Explicitons 'action de GL,(Q,) sur X (C,). Elle est définie par
Vg € GL,(Q,),x € X(C,), f une fonction rationnelle sur X, f(xy) = v(f)(x)

On se place sur le i-éme facteur projectif, les coordonnées homogenes sont (Z; 1 : --- :
Zi 1)), et v € To(p) agit sur les Z; ; (lemme 2.1) par

J (i)
Y(Zij) = Z i jkZi ks
k=1

Ou Ai g1yt s Qigks s Qi g J(i) sont dans Zp avec a; 1k € pr sil< k< J(l) et a;1,1 € Z;
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Soit x dans B(C,), on a Z; 1(z) # 0, on peut donc supposer Z; 1(x) = 1 et alors par
définition |Z; j(z)] < 1 pour 1 < j < J(i). Comme v(Z;1) = a;11Z;1 mod pZ,, avec
i1 € Zy, il vient |Z; 1(2y)| = 1. En particulier, il est non nul et les coordonnées de xvy
sont

i J(i
1 Zi(:% @i 2 k%) (T) o Zk(:% ai,J(i),kzi,k(I)
a;1,1 + ZZ(:Z% ;1 2k () ;1,1 + ZZ(:Z% ;1 %k ()

Notons que les conditions |z ;(z)| < 1, a;jr € Zp, et a1 € pZ, si 1 < k < J(i),
et a;11 € Z, montrent que x7y est dans B(C,) et que pour I'action induite sur A(B),
A%B) = Z, <x; j> C A(B) est préservé.

Les assertions analogues relatives & F en découlent immédiatement, notant que
GL,(Q,) préserve F® et que l'application canonique A°(B) — A°(F) est surjective.
Cette derniére affirmation vient de ce que A(F) est muni par définition la norme quo-
tient de A(B), dont I’ensemble des valeurs est une partie discréte de R. O

Remarque : 11 est en fait aisé de voir que F(Q,) est l'orbite de e sous I'g(p). En effet,
F(Qp) = [yes, ewlo(p), et F(Q,) est une réunion de telles orbites qui ne peut pas
contenir e.w si w # 1.

Il reste a regarder I'action des opérateurs u®. Par le lemme 2.1, si j désigne le i-uple
(J1 < ja < ... < Ji), alors u(z; ;) = (k=19 _a’“)zm € Zyz; j. Le monoide M stabilise donc
B; A(B) et A°(B) sont ainsi des représentations de tout M. Les assertions du lemme 3.2
sont donc encore vérifiées pour M a la place de T'g(p).

LEMME 3.3. ~ A(B) et A(F) sont orthonormalisables sur Q,,
— M opére linéairement continament sur A(B) et A(F), par des opérateurs de norme
<1

— Les u® sont complétement continus sur A(B) et A(F) sia est strictement croissante.

Preuve : 1l est clair que A(B) est orthonormalisable sur QQ,, une base orthonormale
étant par exemple donnée par 1 et les monomes en les z; ;. Comme [A(B) est un idéal
de I'algebre affinoide A(B), il est fermé. Les Q,-Banach IA(B) et A(F) = A(B)/IA(B),
munis tous deux de la norme induite par A(B), satisfont & 'hypothése (N) de [93] (car
|A(B)| = |Qy]), ils sont donc orthonormalisables d’aprés loc. cit. Il existe méme une
section isométrique a A(B) — A(F), identifiant A(B) avec [A(B) ® A(F).

Les éléments de Ty(p) préservant A°(B), qui est la boule unité de A(B), agissent donc
par endomorphismes de norme < 1. Par passage au quotient, ils restent de norme < 1
sur A(F) (ils sont méme de norme 1). Enfin, u® est diagonal dans la base des monoémes
en les z; et clairement de norme < 1, complétement continu si et seulement si a est

strictement croissante, comme on le voit sur la formule u(z; ;) = p ka1 2 “ar)z ;. On en
déduit le lemme par passage au quotient. [J

Pour terminer, nous aurons besoin d'un calcul supplémentaire :
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LEMME 3.4. Soit g = y1uys € T?, alors

J(i
a; + Zk(:; g2k
J(i
A+ p(E5 bein)
Tous les ay, avec k > 1 sont dans pZ, st a est strictement croissante.

9(zi ) = , ag, b € Zy, NEZL,

Preuve : C’est un calcul identique a celui du lemme 3.2. On a p;(g) = pi(71)pi(u®)pi(72),
ott p;i(71) et pi(72) sont triangulaires supérieurs modulo p, p;(u®) étant de la forme pPiv,
ol v est diagonale a coefficients dans p". Lorsque a est strictement croissante, v est
congrue a diag(1,0,,...,0) modulo p, par le lemme 2.1.

La matrice p~7p;(g) est donc congrue modulo p & une matrice triangulaire supé-
rieure avec un inversible en premiére case. Dans le cas ol a est strictement croissante,
pPip;(g) mod p est partout nulle sauf sa premiére ligne (dont le premier coefficient est
non nul et les autres sont quelconques a priori). Le méme calcul qu’au lemme 3.2 montre
alors que g(z;.;) ="p P pi(9)(Zi;)/p " pi(9)(Zi1)", ce qui est le résultat. O

3.3. Représentations analytiques de dimension infinie de I'y(p).

Soit t = (my,....,mu_1) € N1 le Ox-module £; := O(my,...,m,_1) est locale-
ment libre de rang 1 engendré par ses sections globales, qui sont par construction le
Q,[GL,(Q,)]-module B;. De plus, L; est libre sur © de rang 1, engendré par e, :=
Z\ ZyE -+ Z 1. 1 est donc libre sur B avec la méme propriété, on le note A . On
le munit de la norme définie par |e;g| = |g|. L’application ; : A(B) — N* définie par
U(g) = eg est alors un isomorphisme isométrique.

De méme, i*(L;) = Op(my, ..., m,_1) est un faisceau inversible sur F' dont les sections
globales sont exactement le Q,[GL,,(Q,)]-module S;, par le lemme 3.1. Sa restriction &
F est libre de rang 1 sur A(F) avec pour base la section fy := Y"['Y;72--- Y™ 7' On le
note S . On le munit de la norme définie par |f;g| = |g|. L’application 1, : A(F) — S*
définie par 1;(g) = fig est alors un isomorphisme isométrique.

On peut calculer I'action induite par To(p) et les u® sur N* et S, tout comme dans
le lemme 3.2, on trouve, pour N :

n—1
(6) A(er) = e T i)™ ()
i=1
ot les j; sont des 1-cocycles M — Qp((2i;)1<j<s))" C A(B)*, dont la restriction a

To(p) est indépendante de ¢ et a valeurs dans Z,{(2;;)1<j<s))* C A(B)°". Ils vérifient
donc

Ji(nye) = Ji(v)n(Gi(v2)
Explicitement, on trouve :

J (i)
Ji(v) = aixa(y) + Z i1 k(7)2ik
k=2
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Les a;1x(y) sont définis comme dans le lemme 3.2, notons qu'ils sont tous dans
pZ, sauf le premier, a;11(y) € Z;. Les cocycles pour S! s’obtiennent par projection
A(B)* — A(F)*, en remplacant les z; ; par des y; ;, on les notera encore j;.

Les formules pour les j; nous montrent deux choses :
— Le Qp-espace vectoriel S* (resp. N*) est isomorphe a A(F) (resp. A(B)) comme
Q,[I'o(p)]-module si I'on tord I'action de I'y(p) sur A(F) (resp. A(B)) par le pro-

Mnp—1

duit de cocycles 77" -7 "', Précisément, on considére 'action suivante (dite
"t-tordue") de T'y(p) sur A(B)

) A = [T o)

Les formules (6) et (7) montrent que I’application ¢, : A(B) — N définie plus haut
est [g(p)-équivariante pour I'action t-tordue sur A(B), et comme plus haut sur N
Notons que [['o(p)]; préservant IA(B), l'action t-tordue passe donc au quotient
A(F), ¢y : A(F) — S* étant encore équivariant par construction.

— L’expression j;(y)® a un sens dans A(B) pour s non nécessairement dans 7, mais
plus généralement dans un disque ouvert de C,. Cette observation sera exploitée
plus loin.

En ce qui concerne le lien entre S; et S*, on a le

LEMME 3.5. Soit t = (mq,...,mu_1) € N*=1 Uapplication canonique S; — S' est
mjective.

Preuve : Sy est une Q,-représentation irréductible de ¢l,,(Q,). Cette derniere étant
aussi l'algebre de Lie du sous-groupe ouvert I'y(p) de GL,,(Q,), S; est une représentation
irréductible de T'g(p). Comme la restriction canonique S; — S* est 'g(p)-équivariante,
elle est soit nulle, soit injective. Elle n’est pas nulle car f; est dans son image. [

Remarque : La méme assertion vaut pour B; — N, mais elle est triviale.

3.4. Torsion par des caractéres de I'g(p). Pour tout entier n € Z, on dispose
d’un caractere det” : T'g(p) — Q; (méme défini sur GL,(Q,), bien str) par lequel il est
possible de tordre toute Q,-représentation de I'y(p). Ainsi, si s = (¢t,n) € N*"! X Z, S,
(resp. 8%, Bs ou N*¥) désignera la représentation de I'g(p) sur S; (resp. S, B, ou N*)
tordue par det”. Notons que det : I'y(p) — Z; peut encore se voir comme un 1-cocycle
de T'y(p) dans Z; (avec action triviale), ce qui permet de I'étudier en méme temps que
les cocycles j;, on pose d’ailleurs j, := det.

De plus, si I';(p) désigne le sous-groupe de I'g(p) composé des matrices unipotentes
modulo p, I'1(p) est distingué de quotient (Z/pZ*)", ce qui nous fournit un groupe fini
de caractéres A", ou

A := Homy, ((Z/pZ)*, Z;)

Nous aurons un peu plus loin & tordre certaines représentations de I'g(p) par des éléments
de A" Si V est une représentation de Z,[I'o(p)], x € A", nous noterons V, =V ® x
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la représentation V' tordue par x. Nous noterons de plus par abus S;, (resp. By, ) pour
(St)y (resp. (Bi)y)-

3.5. Action et renormalisation des opérateurs U.

Soit t = (my, ...,my,) € N*"1 x Z T’action des u® sur N'* est donnée par le lemme 2.1 :

Si f € A(B), u(erf) = erv  (u)ut (), v (u?) i= piimamiBher ) € pft

Ceci définit un caractére v, du monoide U. Ce caractére est encore la restriction a
U de l'inverse du caractére de plus haut poids de S, i.e. 'inverse de t. En utilisant la
formule (5), il est facile de vérifier que v; s’étend de maniére unique en un caractére de
M trivial sur T'g(p). On peut donc tordre la représentation p; de M sur N par v, ce qui
n’affecte pas l'action restreinte a I'g(p), mais renormalise les u® de sorte que

(o @ v)(u®)(erf) = e (f)

De méme qu’au paragraphe précédent, cette action se transporte a A(B) via v, on
la note [.];, elle est définie par

edlgle(f) = (e @ ) (g)(erf)

On renomme alors les cocycles j; ® 1, en j;, ceci n’affecte pas leur restriction
a I'y(p), ils sont indépendants de ¢. Soit g € M, on résume ceci en :

( [9):(f) = [Tiza 3" (9)9(f)
Sii<mn, ji(g)=A +p(2,‘j(:2 brzik), b € Zy, A € Zyy (cf. lemme 3.4)

Jn(g) = det(g) € Z;,

| Vie{l,..,n}, ji(u®) =1 ("renormalisation")

Quand ¢ est nul, [.]p coincide avec I'action naturelle de M sur A(B) (il n’y a pas
de renormalisation en poids 0). En général, [.|; apparait comme étant la représentation
.]o tordue par le 1-cocycle ]\, 7/*". Enfin, ces actions préservant I A(B), elles passent
au quotient A(F), et proviennent de celles sur S* via 1);. On les désignera de la méme
maniére pour ne par alourdir les notations.

3.6. Interpolation. Soit w € C, tel que w?™' = —psip > 2, w :=2si p = 2.
On pose p := 4 si p = 2, p := p si p est impair. Nous aurons a utiliser une petite
modification® des résultats des paragraphes précédents pour p = 2. Précisément, I'o(2)
désignera désormais les matrices triangulaires supérieures modulo 4, et les u® désigneront
les diag(2, ...,2%"). On rappelle le :

LEMME 3.6. St A est une Q,-algébre de Banach commutative, f € A tel que |f| < |p],
s €A, alors (1+ f)* =143 5, w]‘m converge dans A si |s| < |w/p|. La
notation (1 + f)*® est consistante avec la définition usuelle lorsque s € Z.

8Nous aurions pu aussi parsemer les paragraphes précédents de p et de p...
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On a les identités suivantes pour f,g,s,s" € A, tels que |f|, |g] < |p|, |s|,|s'| < |w/p| :
S (L P+ = (1 )

S+ = (L4 ) +9))

= (14 f)* = exp,(s log,(1 + f)),

-1+ f)=1< p_ﬁ, en particulier |(1 + f)%] = 1.

Preuve : Si|s| <1, ]Wﬂﬂ < |p/w|™ et la série converge car |w| > |p|. Si

|s|] > 1, |Wf”| < |ps/w|™|w™/n!| qui converge si |ps/w| < 1 (séparer le cas
p = 2), ce que l'on voulait. La vérification des trois identités est un argument classique.

La derniére identité vient de ce que si |f| < |p| et |s| < |w/p|, alors

(14 f)* = exp,(s log,(1+ f)) = Z s"(log, (1 + f))"

n!
n>0

1 Sn _ Sn_
Le terme général de la série ci-dessus est de norme < p~ "CUDHl/P) =5+ < =35

S, désignant la somme des chiffres de ’écriture de n en base p. [J

Y

Soit 7 : (Z/pZ)* — Z; le morphisme de Teichmiiller. Par les formules (8), les cocycles
Ji - M — Z,(z; ;)* tombent dans (Z/pZ)* modulo p, on peut donc les composer par 7.
On définit alors le cocycle modifié :

jz‘ = T(ji)_lji M —1 + pAO(B)
pour ce dernier on va voir que 'interpolation est possible.

Soit r € Q tel que 1 <r < |w/p| = pz%? si p est impair, 2 si p = 2. La boule affinoide
W, "des poids" est 'ouvert affinoide de A™ défini sur tout corps local K, contenant un
élément wu, de norme r par

Wi(Cyp) :=A{z = (s1(2), ... su()) € (Cp)", VE, [si(a)] < r}
On définit
N(r) =AW, xg, B) = K. {(u " s1, w50, (205)i3),s
S(r) :=N(r)/IN(r)= AW, xk, F),
avec la norme de Gauss sur AV (r) et la norme quotient sur S(r). On appellera représenta-

tion "constante" de M sur AV (r), celle obtenue a partir de la représentation (non tordue)
sur A(B) et en étendant les scalaires a A(W,), on la note

M x N (r) — N(r), (g,v) — g(v)

Une deuxiéme représentation, plus intéressante, est la suivante. Soit g € T? par le
lemme 3.6 et les formules (8), j;(¢)* a un sens dans AW,) = K, (u; sy, ..., u, 's,), car
|si| <7 <|w/pl et |ji(g) — 1| < |p|. On peut donc poser

(9) [9](f) == sz-(g)sig(f)

On verra plus bas que c’est bien une représentation de M. Remarquons que par notre
choix de normalisation, [u®|f = u®(f) : les u® sont constants. Notons que [.| préserve
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IN(r) (car c’est le cas pour l'action constante) et que l'action de M passe donc au
quotient S(r), on I’étudie dans la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. ~ N(r) et S(r) sont orthonormalisables sur AOWV,),

- M x N(r) — N(r), (g,v) — [g].v est une représentation de M. De méme, les
applications Ml — AW, x g, B)*, g — ji(9)*, sont des 1-cocycles.

~ M opere via [.] AOW,)-linéairement continament sur N'(r) et S(r), par des opéra-
teurs de norme < 1.

— Si a est strictement croissante, les combinaisons AOW,.)-linéaires d’éléments de T*
sont composées d’opérateurs A(W,)-linéaires complétement continus.

= Sit=(my, - ,m,) € N"IXZ CW,.(K,), x = (™ Fmn pmatdmn . pmn) ¢
A", la fibre en t de N'(r)y (resp. S(r)y) est naturellement isomorphe o N* ®@q, K,
(resp. S' ®q, K, ), avec action de M.

— Sir" > r, la restriction canonique N (r'),, — N (r)y, commute auz actions de M,
et induit un isomorphisme M-équivariant N (r'), @ A(W,) ~ N(r)y, idem avec
Si(-).

Prewve : N (r) et S(r) sont obtenus par extension des scalaires & A(W,) des Q,-
modules de Banach orthonormalisables A(B) et A(F), ils sont donc orthonormalisables
par le lemme 3.3. Via une section isométrique de A(B) — A(F), et donc un isomor-
phisme A(B) ~ IA(B) & A(F) (chacun étant orthonormalisable sur Q,), on a méme un
isomorphisme N (r) ~ IN(r) & S(r), chaque terme étant A(W, )-orthonormalisable.

L’action constante étant A(W,)-linéaire, la formule (9) montre que M agit AW, )-
linéairement sur A/ (r), et donc sur S. Montrons qu’il préservent la boule unité de NV (r).
Soit g € T%, f € N°(r), on a déja vu que g(f) € NO(r). Il reste a vérifier que j;(g)% €
NO(r). Or ji(g) = 1+ ph, h € N°(r), et on conclut donc par la derniére assertion du
lemme 3.6.

Par passage au quotient, g préserve aussi S°(r).

L’opérateur u® étant constant, il est obtenu par extension des scalaires & A(W,) de
Vopérateur u® sur A(B) (resp. A(F)), il est donc complétement continu sur N'(r) et S(r)
quand le premier I'est, on conclut donc par le lemme 3.3.

L’avant derniére assertion est satisfaite par construction : la fibre en ¢ de N (r) est
A(B) ®q, K, avec [.]; pour action de M, ce qui est "presque" N* ®q, K, & ceci prés que
I’on a modifié les 1-cocycles j;. L’application 1; induit par construction un isomorphisme
de cette fibre en t vers N* ®q, K, tordu par

) —m2 | —Mn

(1) " 7 (2 ()T = M ()T (T T)
ott 'on a posé 7; : (Z/pZL)" — Zy, (x1,...7,) +— T(;), ce qui conclut (idem pour S(r)).
Vérifions que [.] est une représentation de M. Soient x,y € M, v; = [zy]| et vy =
[2][y] sont deux A(W,)-endomorphismes de N (r) qui coincident en toutes les fibres sur
N" € W,(C,), car on sait que les [.J; sont des représentations des M. N (r) étant or-
thonormalisable, il suffit de voir que les coefficients matriciels de v, vy dans une base
orthonormale fixée sont tous égaux. Mais ce sont des éléments de A(W,) qui prennent
la méme valeur sur N, et donc sur I'ouvert (Zariski dense) Z. Ils sont donc égaux. Un
argument similaire donne I’assertion sur les 1-cocycles de 1’énoncé.
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La derniére assertion est évidente. [

3.7. Modules de Banach et série principale analytique de T'g(p) sur W.
Nous aurons besoin de quelques définitions concernant certains faisceaux de modules
topologiques sur un espace rigide et leurs sections globales. Faute de références adéquates,
nous les incluons ci-dessous.

3.7.1. Généralités. Soit X/C, un espace rigide réduit, on va considérer des faisceaux
de modules topologiques sur X du type suivant : soit V' un espace de Banach sur C,
orthonormalisable, on appellera module de Banach (sous-entendu "orthonormalisable")
sur X associé a V, le faisceau de O;g—modules noté V@CPO;"’ , défini sur tout ouvert
affinoide 2 C X par

(V&c,0%)(Q) = V&, (03 ()

Si € est ouvert affinoide, O;g (Q) est une C,-algébre de Banach muni de la norme
sup., ce qui permet de voir (V&c,O%?)(Q) comme un O%(Q)-module de Banach. Si
(e;)i>1 est une base orthonormale de V', (e;®1);>1 est une base orthonormale du O;g (Q)-
module de Banach (V®@c,0%)(Q). 1l est clair que V@c, O est bien un préfaisceau
pour la G-topologie faible sur X. Une conséquence du théoréme d’acyclicité de Tate
et de la donnée de la base orthonormale globale est que c’est bien un faisceau pour la
G-topologie faible. Il s’¢tend donc canoniquement en un faisceau pour la G-topologie
forte de X, que 1’'on note encore V@CP 0. Si Q est un ouvert admissible quelconque de
X, on munit V@CPO;"’ (Q2) de la topologie la plus faible rendant toutes les applications
VRc,0%9(Q) — VR, 0% () continues, ot Q' C Q est un ouvert affinoide de Q. Tl est
immédiat que cette topologie coincide avec celle du Banach sous-jacent lorsque (2 est
affinoide. Cela s’applique en particulier a (Cp@@p O = 0%, et en fait un faisceau en
C,-algebres topologiques sur X.

Soit M le module de Banach orthonormalisable sur X associé a V. L’espace topolo-
gique M(X') contient V' comme sous-espace de maniére naturelle. Le sous-O¢,-module de
M(X) composé des sections dont la restriction a tout ouvert affinoide est de norme < 1
est un fermé que I'on notera M(X)?; on parlera de sections entiéres de M. Ceci s’ap-
plique en particulier aux cas de O%?(X) et O?(X)°. Enfin, a chaque t € X(C,), on peut
considérer le C,-espace de Banach My, la fibre de M en ¢, défini par M(Q)@O;g(m@p,

avec pour O%(Q) — C, 'évaluation en ¢ et  étant un ouvert affinoide de X contenant
t. Le C,-Banach M; est isomorphe a V.

Un morphisme ¢ : M; — M, de modules de Banach sur X est un morphisme de
O?-modules dont la restriction a chaque ouvert affinoide 2 C X induit une application
continue p(£2) : M;(Q) — My(Q) (il suffit que ceci soit vérifié sur un recouvrement
admissible de X). Il est dit entiersi les ¢(2) sont de norme < 1. Le morphisme ¢ induit
une application O%?(X)-linéaire continue M;(X) — My(X) préservant les sections
entieres si ¢ est entier.

Soient K un corps local, V' un K-espace de Banach orthonormalisable, on suppose
qu’il existe un isomorphisme V'® xkC, =V, ce qui fait de V' une K-structure pour V.
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Sur chaque ouvert affinoide Q de X défini sur K, V&c, O%?(Q) a une structure sur K
donnée par V'@ 0% (Q/K). Si V et une famille F d’ouverts affinoides Q C X ont une
structure sur K, on notera M (X, K) le sous- K-espace vectoriel fermé de M (X) composé
des sections qui se restreignent en des sections K -rationnelles sur les €2 € F.

Soient M; et My des modules de Banach orthonormalisables sur X, avec des struc-
tures rationnelles sur K respectives V) et V5, ainsi qu'une donnée F comme ci-dessus.
On dira qu’un W-morphisme ¢ : M; — Mj est rationnel si pour tout ouvert affinoide
Q€ Fde X, ¢ envoie Vi@gA(Q/K) C My(Q) dans Va@r A(Q/K) C My(9).

3.7.2. Modules de Banach sur VW. Soit W l'espace rigide sur C, réunion croissante des
W,, 1 <r < |w/p|. On l'appellera l’espace des poids. Des exemples de modules de Banach
sur W sont donnés par les modules S, et N,, que on définit comme étant associés
respectivement & A(F), et & A(B),. Par la proposition 3.1, M agit par endomorphismes
de Banach entiers sur ces espaces, on a la

Définition : Si x € A", le module de Banach S, := O%“’@cpfl(]:)x, Vu comme
représentation de M, sera appelé la famille analytique des séries principales de T'g(p) de
caractere y.

Remarque : Notons que par 3.1, si t = (my,...,m,) € N1 x Z S, (resp. N,.),
est isomorphe comme Q,[M]-module & S}, (vesp. N7 ), ot 7 : To(p) — (Z/pZ)" — Zj,
vaut

(e L ", T

)

7 étant le caractére de Teichmiiller. Ceci explique la notation supérieure provisoire choisie
pour les 8¢, car ce sont plutot les S; qui varient analytiquement en ¢.

Nous aurons besoin encore de quelques définitions concernant les modules de Banach
sur W. Le lemme suivant, bien qu'important, est immédiat :

LEMME 3.7. - O%Q(W) sidentifie canoniquement a l'anneau des séries conver-
gentes sur tout W(C,), avec la topologie faible donnée par la famille des normes
|fl-=sup |f(2)]
€W (Cp)

- O%Q(W)O s’identifie alors auz séries convergentes bornées par 1 sur W(C,). C’est
un anneau local complet pour la topologie adique donnée par tout idéal I, ou I, est la
boule fermée de centre O de rayon 1/2 pour|.|,. Sity := (p/w)s1, - ,tn := (P/W)Sn,
alors ' .

O W) ~ O, [[t1, ..., tn]]
Lidéal (p,t1,...,t,) est un idéal de définition de la topologie de O%Q(W)O.

— La donnée d’une base orthonormale (e,)n,>1 de V' induit un isomorphisme topolo-
gique de M(W)° avec C°(N, O%Q(W)O).

Si A est un anneau topologique, on désigne par C°(N, A) 'anneau des fonctions de

N dans A tendant vers 0 a l'infini. Si A est un anneau linéairement topologisé par une
famille d’idéaux Iy, la famille de sous-A-modules I} := {f € C°(N, A), f(N) C I,} fait
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de C°(N, A) un A-module topologique. Il est complet et séparé si A Vest, I-adique si A
I'est et I est de type fini.

Soit L := Q,(w) = Q,(xp), la boule fermée de rayon |w/p| est définie sur L. Les
coordonnées t; = (p/w)s; (p/w € Op) sont définies sur L et identifient W C A" a la
boule ouverte de centre 0 de rayon 1 sur L. Soit M := (’)%g @CPV un module de Banach
sur W, V' une structure sur L de V, on définit comme structure sur L de W 'unique
ouvert affinoide W, (il est méme défini sur Q,). On pose

A= OI(W, L) N O (W)°

et plus généralement
My = MW, L) M(W)°
M sera appelé le module des sections A-adiques de M.

LEMME 3.8. — L’isomorphisme O%Q(W)O ~ Og,[[t1, ..., tn]] induit un isomorphisme
topologique
A~ Op[[t1, ., ta]],

ce dernier étant muni de sa topologie canonique d’anneau local complet,
~ L’isomorphisme M(W)? ~ C*(N, O%Q(W)O) induit un isomorphisme de A-modules
topologiques
My ~C°(N, A)

En particulier, notant m := (w, ty, ..., t,) I'idéal maximal de A, M, est complet et
séparé pour la topologie m-adique.

4. Les formes automorphes pour G

4.1. Le groupe algébrique G. Soit G un groupe algébrique sur QQ forme tordue
de GL,, i.e. tel que G¢ ~ GL,/C. Tous ces groupes sont obtenus en considérant une
Q-algebre E étale sur Q de degré 2, ainsi qu'une F-algébre D centrale simple de rang n?,
munie d'une Q-involution * induisant sur £ le Q-automorphisme non trivial. Le groupe
G sur Q associé a cette donnée est tel que pour toute Q-algébre R :

G(R) ={r € D®qg R,zx* =1}

En particulier, si D et E sont non ramifiés au dessus de p, G(Q,,) est isomorphe a GL,,(Q,)
ou au groupe unitaire non ramifié U, (Q,) selon que p est totalement décomposé ou inerte
dans E. Enfin, G(R) est isomorphe & GL,,(R) si E = Q x Q ou un corps quadratique réel,
et & U, 4(C) (le groupe unitaire réel de signature (p,q)) si £ est un corps quadratique
imaginaire. On fera 'hypothése suivante :

G(R) est compact, autrement dit £ est imaginaire et % de signature (n,0) ou (0,n)

Le centre de G est le tore des éléments de norme 1 de £//Q. On aurait aussi pu considérer
le cas ou G(R) est non compact mais compact modulo son centre, ce qui n’arrive que
quand n = 2 et G est le groupe des inversibles d’une Q-algébre de quaternions définie,
pour lequel toutes les techniques de ce texte s’appliqueraient avec peu de modifications.
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FEzxemples : Les obstructions globales liées a ’existence de formes tordues de GL,, d'un
type fixé a toutes les places sont discutées dans [27] chapitre 2. Par exemple, si n est
impair ou multiple de 4 (resp. pair non multiple de 4), il existe un groupe G satisfaisant
I'’hypothése ci-dessus qui est quasi-déployé a toutes les places finies (resp. toutes sauf
éventuellement une que 1'on peut choisir).

Soient p un nombre premier décomposé dans E, w une place de E divisant p fixée
dans tout le texte. La donnée de w définit un isomorphisme 7, : G/Q, ~ GL,,/Q,. On
fixe de plus un isomorphisme de corps

ip: C—Q,

Les données de w et ¢, fournissent un plongement distingué £ — C, et permettent de
fixer un isomorphisme 7, : G/C ~ GL, /C, par 1 := i, '1i,. On a alors les diagrammes
commutatifs suivants, que I’on considérera par la suite comme des inclusions :

Q——Q, G(Q)—— G(Qy)
[ vripl £ N jiplnp
R C G(R)—% GL,(C)

On se fixe de plus un sous-groupe ouvert compact U de G(Ay), le "niveau", que I'on
supposera pour simplifier de la forme U = U,y x UP, ot U, est un sous-groupe ouvert
compact de G(Q,) et UP un sous-groupe ouvert compact de G(Afc).

Par la finitude du nombre de classes généralisée (cf. [11] thm. 5.1), I'ensemble quotient

G(Q)\G(Ay)/U est fini. On pose

h

X(U) = GQN\G(A) U = {x1, ...}, h=|XU)|, G(Ay) =[] CQuis

i=1
les x; étant fixés une fois pour toutes. On supposera de plus que U est net, c’est a dire
que G(Q) x U agit librement sur G(Ay). Il est équivalent de demander la trivialité des
groupes I'; := z; 'G(Q)x; NU. 11 faut noter que I’hypothése de compacité a I'infini sur G
entrainant que G(Q) est discret dans G(Ay), I'; est toujours fini. Les I'; sont triviaux pour
tout U assez petit, d’'un point de vue pratique il est intéressant d’avoir des conditions
explicites, une assez grossiére est la suivante, sa preuve indiquant bien ses raffinements
possibles :

PROPOSITION 4.1. Il existe un entier e, explicite ne dépendant que de n, tel que U
est net des qu’il existe un | premier, (I,e) = 1, tel que l'image de U dans G(Q;) soit
pro-l. Ceci vaut en particulier si (p,e) = 1.

Prewve : G(Q) C GL,(F), tout élément de N-torsion de ce dernier a pour polynéme
minimal sur F un diviseur de X~ —1, et il est de plus divisible par le polynéme minimal de
wy = 2N sur E, qui est de degré ¢(N) ou ¢(N)/2. Dans tous les cas, ceci implique que
©(N) < 2n, ce qui ne laisse qu'un nombre fini de N possibles explicitement calculables
pour GL,(FE), et en particulier la torsion de G(Q) a un exposant. Soit e cet exposant,
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si [ est un nombre premier, premier a e, soit Uy l'image de U dans G(Q;), alors U N
rG(Q)z! C Uy NzG(Q)x~" est toujours trivial, car pro-l et de e-torsion avec (e, 1) = 1.
O

Remarque : L'hypothése de netteté sur U n’intervient dans ce qui suit que pour assurer
que certains modules de Banach sont orthonormalisables, plutot que "points fixes d’un
module de Banach sous 'action d’un groupe fini", et ce pour pouvoir leur appliquer
la théorie de Coleman [30].A. Dans un travail en cours (|22]), Buzzard a repris dans
un cadre plus général les travaux de Coleman, ses résultats nous permettraient de nous
passer de I’hypothése "net".

4.2. Les formes automorphes pour G. Soit t = (my,...,m,) € N""! x Z, pour
tout corps k de caractéristique 0, on note S;(k) la représentation algébrique de GL,, (k)
de plus haut poids t telle qu’on I’a définie en section 2.3, sa formation est compatible
a lextension du corps k. Via i,, S;(Q,) C Si(C), de méme S;(R) C Si(C). Par le
diagramme plus haut, les "inclusions" G(R), G(Q,) C GL,(C) réalisent S;(C) comme
représentation de G(R) et de G(Q,) prenant méme valeur sur G(Q) et dont la restriction
a G(Q,) =y GL,,(Q,) est la représentation S;(Q,).

Notons que G(Q) x G(R) x U agit linéairement sur le C-vectoriel A(C) des fonctions

G(A) — C, par (A, g, u).f)(z) = f(A\" zgu).

Définition : Soit t € N1 x Z, l’espace des formes automorphes de poids t et de
niveau U est le C-vectoriel des fonctions a valeurs compleze sur Xy = G(Q)\G(A)/U,
engendrant sous G(R) le dual de la représentation S;(C)°. On le note S;(G,U, C).

Ainsi, I'espace des formes automorphes de poids t et de niveau U pourra étre vu
comme le C-vectoriel des applications S} (C) x G(Q)\G(A)/U — C, telles que

Vo € Xy, o — f(p,z) est C-linéaire,
Vg € GR),p € 5/(C),z € Xy, f(g-,2) = fp,z9)

Nous allons donner un modele de ces espaces sur Q,. On considére pour cela ’espace
Si{(G,U,C) des fonctions G(Q)\G(Af) — Si(C) telles que

Vu €U,z € GQ\G(Ag), flaw) = (u,) " ()
Si f e S)(G,U,C), on définit (f) par
D) x) = plazpflar)), ©€ GQNGA), ¢ € S(C)*
LEMME 4.1. 9 définit un C-isomorphisme S;(G,U,C) — S;(G,U,C)

Preuve : On vérifie immédiatement que si f € S;(G,U,C), ¥(f) € Si(G,U,C). Soit
g € Si(G,U,C), on va définir A\(g) € S;(G,U,C). Soit x € G(Ay), la forme linéaire sur
SH(C) ¢ — g(é,1 x x) est représentée par un unique vecteur de S;(C) que I'on note
zp(A(g)(2)), il vérifie Vo € S;(C), ¢(xpA(g)(z)) = g(¢,1 x x). On vérifie facilement que
A(g) € Si(G,U,C), et que ¢ et ¥ sont réciproques. [

9Plus exactement, "engendrant une somme de copies du dual de S;(C)".
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En particulier, S;(G,U, C) est de dimension finie sur C, l'injection

L S[(GU,C) = Sy (C), f = (f(x1), .., fn))

étant méme un isomorphisme car U est net. Notons maintenant que la définition de
S{(G,U,Q,) a un sens : c’est le Q,-vectoriel des fonctions

f:GQ\G(Af) = S(Qy), Vo € GQ\G(Ap),u €U, fzu) = (up) " f(2)

Enfin, S{/(G,U,Q,) C S;(G,U,C) est une structure sur Q, de ce dernier, elle corres-
pond via ¢ & S;(Q,)" C S;(C)". On pose donc S;(G,U) := Sj(G,U,Q,).

La construction ci-dessus se généralise : pour tout anneau A et tout A[lf,]-module
V', on peut considérer, a la maniére du paragraphe précédent, le A-module V(G,U)

V(G.U) = {f: GQ\G(Af) =V, Vo € GQ\G(Af),u €U, f(wu) = (u,)”" f(2)}
Pour chaque tel V(G,U), on dispose d'un A-isomorphisme

(10) L V(G U) = V() = (f(z), ..., flzn))

V — V(G,U) est un foncteur exact des A[lf(,]-modules dans les A-modules, qui commute
a l'extension des scalaires en A. Notons que via ¢, si V est un A-module normé, V (G, U)
hérite de la norme de V' par |f| = supl, |f (xl)|, et il est isomorphe a V" comme A-
module normé. Enfin, si M est un (9;9 [Upyl-module (resp. de Banach) sur un espace
rigide X,

MG U) = {W - M(W)(G,U) = M(G,U)(W)}

est aussi un O5Y-module (resp. de Banach).

4.3. Opérateurs diamants en p. A partir de 13, on choisit un U tel que, via Mps
Uy soit le sous-groupe I'y(p) de GL,, composé des unipotents supérieurs modulo p, on
le note Uy (p). On pose Uy(p) = Ui (p)Lo(p), T'o(p) étant vu comme sous-groupe de G(Ay)
trivial hors de p et via 7, en p.

Pour tout A[l'g(p)]-module V| T'g(p) opére sur V(G, Ui(p)) par (v, f)(x) = vf(z),
sa restriction a I'y (p) étant triviale. On a donc une action de ((Z/pZ)*)" sur V (G, Uy (p)).
Si A est une Z[1/(p — 1)](e*™/P=D)-algebre (Z[1/2]-algébre pour p = 2), cette action se
diagonalise selon les caractéres de (Z/pZ*)", dont le groupe est A™ :

V(G,Ui(p)) = DyearV (G, Us(p))(x)
V(G,Us(p)(x) :=={f € V(G,Ui(p)), Vv € To(p), flzv) =x(7)7 " f(x)} = Vi (G, Us(p))

Avec ces définitions, pour tout poids entier ¢,
Si(G,Ui(p)) = ©yeanSix (G, Us(p))

St (G, Up(p)) est I'espace des formes automorphes sur Q,, de poids ¢, niveau Uy(p), et de
caractere y en p.
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4.4. Les formes automorphes p-adiques.
On renvoie au §3.7.2 pour les définitions de S, et N,.

Définitions : Le module de Banach sur W des formes automorphes p-adiques pour
G de niveau Uy(p), de type x € A™ en p est le module de Banach sur W :

Sy(G, Uo(p))

On parlera aussi de formes automorphes p-adiques de type (G, Uy(p), x). Sit € W(C,),
la fibre en t de S, (G, Up(p)) est Sy (G, Us(p)): = (Sy)+(G, Up(p))', que I'on notera aussi
S,t(G,Up(p)). Le C,-espace de Banach S, (G, Uy(p)) sera appelé [espace des formes
automorphes p-adiques de type (G, Uy(p), x) et de poids t.

Sit=(my,...m,) € N1 xXZ 8 (G,Uy(p)) contient (par 3.5 et 3.1) le C,-espace
Sty (G,Up(p)), ot 7 désigne le caractere

(T—ml—---—mn’ 7_—mg—~~~—mn7 . ,T_m") c A"

On pose donc
St(G, Uo(p) = S1rix (G, Us(p)).

Ses éléments seront appelés les formes automorphes p-adiques classiques de poids t et

de type (G, Uy(p), x)-

Remarque : Avec ces définitions, il faut noter qu’'une forme automorphe p-adique
classique de poids t et de type x en p est une forme automorphe de poids ¢ mais de
caractere Tyx.

Définition : S, A (G, Uy(p)) = Sy (G, Up(p))a est le A-module des formes automorphes
A-adiques de type (G, Us(p), x)-

PROPOSITION 4.2. §, (G, Uy(p)) et Ny (G, Uy(p)) sont des modules de Banach ortho-
normalisables sur W. Les A-modules S, A(G,Uy(p)) et Nya(G,Us(p)) sont plats, com-
plets et séparés, isomorphes non canoniquement a CO(N, A).

Prewve : S,(G,Uy(p)) (resp. Ny (G, Uy(p))) est le module de Banach orthonorma-
lisable sur W associé¢ a A(F)(G,Uy(p)) (resp. A(B)(G,Uy(p))). Les A-modules topolo-
giques de I’énoncé sont isomorphes a C°(N,A) par le deuxiéme point du lemme 3.8.
L’assertion de platitude est équivalente a celle sur A de C°(N, A). Or

CO(N, A) =~ A(T)

comme A-module topologique et il est bien connu que ce dernier est plat sur A quand A
est un anneau local noethérien complet. [J

4.5. L’algébre de Hecke.

10Ceci vient de ce que ¢ identifie V(G,U) a V" fonctoriellement en V, en tant que A-module (avec
les notations du §4.2).
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4.5.1. Les opérateurs de Hecke. Soit ¢ un élément de G(Ay) tel que ¢, € M,

(1]') CUO H <ZUO

pour certains ¢; € Uy(p)CUp(p). L’action par translation a droite sur de I'y(p) sur A(C)
préserve les Si(G,U;(p),C) et se factorise par A", ce qui décompose S;(G,U;(p),C) =
BrennS (G, Ur(p), C)[x]", Si(G,Ui(p), C)[x] étant I'espace propre de caractére y. Fixons
un x : Io(p) — (Z/pZ*)™ — C*. On définit un C-endomorphisme de S;(G, U;(p), C)[x],
l'opérateur de Hecke T'(¢) associé a (, par la formule suivante :

(<)

(12) vz € GQ\G(A), T(O)(f)(x) =Y x " ((G)n)f(2)

i=1

Dans cette formule, y désigne I'unique caractére du monoide M coincidant avec le x
fixé sur T'y(p), trivial sur U (cf. 2.5). Cet opérateur est indépendant du choix des ;. L’ac-
tion déduite sur S;(G, Ur(p), C)[x] (défini de maniére évidente) descend a S, +(G, Up(p))
(qui en est une Q,-structure), par la formule :

r(¢)

(13) vz € GQ\G(Ay), T (@) =D (Gpf ()

=1

Noter que les "x(¢;)" sont compris dans 'action ”.” de I'(p) sur S, +(Q,) = S:(Q,)®x.
Soient maintenant ¢ tel que ¢, € M, V un A-module venant avec une action A-linéaire de
M, alors la formule 13 définit un opérateur A-linéaire 7'(¢) sur les V/(G, Uy(p)). Ceci nous
définit en particulier les opérateurs de Hecke T'(¢), ¢, € M, agissant sur les N, (G, Uy(p))
et Sy (G, Up(p)).

On aura besoin d’une factorisation des opérateurs de Hecke agissant sur les espaces
de type V(G,Uy(p)). On pose h := | X (Uy(p))|, on rappelle que ¢ est défini par la formule
(10).

LEMME 4.2. Soient ¢ € G(Ay) tel que ¢ € T%, alors T(¢) s’écrit sous la forme
Z?:}C)T] -0, ou via , les o; sont des opérateurs de permutation des h-coordonnées,
composés par la projection sur ['une des coordonnées, et les T; sont des opérateurs dia-

gonauz dans T.

Preuve : Soient ¢ comme dans I’énoncé, ainsi qu'une décomposition Uy(p)CUy(p) =
]_[T(C GUo(p). Sii est fixé, alors pour tout 1 < s < h, on peut écrire z,(; = d;(5)s,(s)i(5),
ou §; est une application de {1, ..., h} dans lui-méme, avec d;(s) € G(Q) et u;(s) € Uy(p).
Considérons d’une part 'endomorphisme o; s de V(G, Uy(p)) défini par :

Lo st (g, o) = (0, .., 0,04, 0, ..., 0)

HOn rappelle que 1'on identifie C et @p via ip
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ieme

le vy étant a la 0;(s) position, et d’autre part I’endomorphisme 7; ; de V(G, Uy(p))
défini via ¢ comme agissant diagonalement par ((;u;'),. Alors

= E Crz’,so—i,s
2,8

En effet, si f € V(G,Uy(p)), v = (f(z1), -, f(zn)),
LT(C) ™ (w) = (T () (@), -, TC)(f)(xn))
T(O)(f)(@s) = S50 (C)p-f (:G) et f(2:G) = (ui(s)™)p-f (w5,(5)) concluent. O

4.5.2. L’algébre de Hecke globale. Soit H une sous-algébre de 'algébre de Hecke glo-
bale de (G(Ay)), Us(p)) que l'on choisit :
— a coeflicients dans A,
— engendrée par la sous-algébre de l'algébre de Hecke-Iwahori en p constituée des
doubles classes [['o(p)mIo(p)], avec m € M
— et par une sous-algébre commutative de l'algebre de Hecke de (G(A%), Up(p)?).
Alors H est commutative (cf. [89] Lemme 10 §4).

PROPOSITION 4.3. 'H opére par endomorphismes rationnels entiers sur S, (G, Uy(p))
(resp. Ny (G, Uo(p))), par conséquent elle préserve S, (G, Up(p)) (resp. Ny (G, Us(p))).

Preuve : Par la proposition 3.1, M agit par endomorphismes entiers de module de
Banach sur S, et NV, , rationnels car ils préservent AWV, /Q, x F) et AW, /Q, x B). On
en déduit le résultat par la formule (10) et le lemme 4.2. O

On s’intéresse a 'adhérence 'H, », de I'image de H dans
&, = {u € End(S,(G, Us(p))), entiers, rationnels}
La topologie considérée sur &, est la moins fine pour laquelle les restrictions
& — End%() (S8 (G, Un(p))(Q)), Q@ C W ouvert affinoide,

soient continues, ces derniers étant munis de la norme sup. Via un isomorphisme de
A-modules topologiques : S, A(G,Uy(p)) ~ C°(N,A), on vérifie facilement que &, est
topologiquement isomorphe au A-module (C°(N, A))Y muni de sa topologique m-adique,
pour laquelle il est complet séparé.

PROPOSITION 4.4. 'H, o est une A-algebre commutative topologique profinie, semi-
locale, telle que A — H, a est continue. En particulier, H, a est compacte.

Preuve : 'H, A est I'adhérence de I'image de ‘H dans &,. Sa topologie est la topologie
donnée par la filtration des (m"&,) N H, a, elle est donc compléte et séparée pour cette
derniére. Sa restriction a A est la topologie m-adique naturelle de ce dernier, car (m”&, )N
A = m"A. Prouvons que H,  est profinie. Il suffit de voir que les quotients H, o /(m"&E, N
H, a) sont finis. Notons que par le lemme 4.2, A/m"A étant fini, il suffit de voir que M
n’agit sur S, o/m SX A que par un nombre fini d’endomorphismes, ou encore de voir la
méme chose sur N, p/m" N, o. Mais il est clair (§2.1, lemme 2.1) que le sous-groupe
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distingué de I'g(p) d’indice fini 14 p"M,,(Z,) y agit trivialement, et que U n’agit que par
un nombre fini d’endomorphismes. On conclut par I'égalité M = T'o(p)UTo(p).

Dans un anneau commutatif A complet séparé pour un topologie donnée par une
famille décroissante d’idéaux {I.,r € N} telle que I,.I; C I, on a [; C Rad(A). En
particulier A est semi-local si et seulement si A/I; l'est. Dans notre cas A = Hya,
I, = (m"&) NHyx et A/ est fini. O

En particulier, ‘H, o est un produit fini d’algébres locales pro-artiniennes a corps
résiduels finis de caractéristique p. Soient e, 1, ..., €, les idempotents minimaux de H, 4,

XA—Hexz XA

On note ¥, ; : Hy, o — F,, i € {1,...,7}, les r caracteres résiduels.

PROPOSITION 4.5. L’ensemble des VU, ; coincide avec celui des réductions modulo
Moy, des caracteres Oc,-valués de Hy x dans la réunion des S, (G, Up(p))”, t € N* "' Z,

Preuve : Les Fp[M]-modules S?, ®o, F, (resp. N? '+ ®og, F ) t € W(C,) variant,
sont (canoniquement) isomorphes entre eux, car d’une part les Ji sont triviaux modulo
Mo = par le dernier point du lemme 3.6, et d’autre part les u® sont constants. Soit S,

(resp. N ) ce Fp [M]-module commun. Si ¢ € N"~! x Z, on peut considérer la composition
des applications naturelles Z,[M]-équivariantes

<—>J\/'

tXTt

Elle se factorise par S? ®z, Fp. Montrons que la réunion des images de ces derniéres

SXTt _ _ —
applications, t € N"~! x Z variant, recouvre S,. Cela vient de ce que N, — S, est
surjective, et de ce que la réunion des images des applications naturelles ngn ®z, Fp —

N, est tout NV, Notons enfin que le IF-espace vectoriel S, 5/mS, A est une F,-structure
de S, ®o., F, = S, stable par M.

Le foncteur V' — V (G, Up(p)) étant exact et commutant a l'extension des scalaires,
on en déduit que S, (G, Uy(p)) est un F,[M] module isomorphe & S, A (G, Uy(p)) @4 F,, et
qu’il est réunion des images des applications S, +(G, Up(p))<*?. On conclut par le lemme
de Deligne-Serre (cf. [38| Lemme 6.11), en notant que ces derniers espaces sont obtenus
par extension des scalaires & Oc, du Or-module libre de type fini St -, (G, Up(p))°®z, OL,
qui est stable par H, . [

4.6. Opérateurs U,.

PROPOSITION 4.6. Les T'(¢) (¢, € T*) sont des endomorphismes rationnels et entiers
de S, (G, Uy(p)) et Ny(G,Uy(p)). Sia est strictement croissante, T(C) est complétement
continu au dessus de chaque ouvert affinoide de V.
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Preuve : La premiére assertion a déja été vue. Si a est strictement croissante et
¢ € T, 4.2 montre que T'(¢) est une somme d’opérateurs composés d'un opérateur
diagonal (via ¢) complétement continu (lemme 3.1 ) et d’opérateurs de norme < 1. J

Définition : Soit a = (a1 < --- < a,) croissante positive, on notera Ug € H
I'opérateur de Hecke T'(¢) sur les V(G, Uy(p)), ot ¢ € G(Ay) est partout trivial sauf en p
ou il vaut u®. On pose U, := ;O’l”"’”‘”. Les Uy commutent entre eux 2 a 2 (cf. §4.5.2).

On déduit alors de [30] §A.2 (cf. 4.3),

THEOREME 4.1. Il existe des uniques séries entieres P¢(s,T), Q% (s, T) € AW){{T'}}
telles que pour tout s € N"1 x Z,

P(s,T) =det(1 - TU, \SX,S(G,Uo(p)))’ Q% (s, T) = det(1 - TU, WX,S(G,Uo(p)))

Suivant [33] §1.3, on rappelle que si X est un espace rigide, A(X) l'anneau des
fonctions rigides analytiques globales sur X, P € A(X)[[T]] est appelée série entiére
sur X si c’est la série associée a une fonction rigide-analytique sur X X A}nig. Si X est
un affinoide réduit, et si P(z,T) = > ,5oai(x)T", il est équivalent de demander que
|a;|r" e 0,Vr >0 € R, |.| étant la norme sup sur X. On note A(X){{T}} Panneau des

séries entiéres sur X, une série de Fredholm sur X est une série entiére F' sur X telle
que F(0) = 1, soit F' € 1+ TA(X){{T}}. Par le théoréme ci-dessus, P¢(T') et Q3(T)
sont des séries de Fredholm sur W.

Si A est un anneau local complet d’idéal maximal m 4, une série entiére sur A est un
élément

F(T) = ZaiTi € A[[T]], tel que si ¢; =sup{n € N,a; € m’; }, alors ¢;/i — >
i>1
On note A{{T'}} 'anneau des séries entiéres sur A. F' € A{{T'}} est appelé série de
Fredholm sur A si F'(0) = 1. Dans notre cas, A = Or[[t1,....,t,]] = A et si X =W, et de
toute série de Fredholm sur A on déduit par restriction une série de Fredholm sur W au
sens de 4.6. Des séries de Fredholm sur A sont fournies par le lemme suivant, généralisant
quelque peu le théoréme 4.1 :

LEMME 4.3. Soient a strictement croissante, v € H, AU H, A, alors il existe une
unique série de Fredholm sur A dont l’évaluation en t € N"~ X Z coincide avec det(1 —
Tvis, (G Uop))- En particulier, les P sont dans 1+ TA{{T'}}.

Preuve : L’hypothése sur v implique que sa restriction au A(W,.)-module de Banach
orthonormalisable S, (7)(G, Uy(p))) est complétement continue, la théorie de Coleman
nous fournit une série entiere sur W, : P, ,,, = det(1 — T'vs, (m(c.00(p)))- Lia compatibilité
a l'extension des scalaires contractante du déterminant de Fredholm (cf. [30] A.2.5)
nous donne, faisant grandir  dans [1,|w/p|[Mp? et notant que [J, (W, x A};,) est un
recouvrement admissible de W x AL, , un élément P, ,(T) € 1+ T Oy (W){{T}}. Ses
coefficients sont dans A d’aprés 4.2, car ce sont des fonctions sur VW bornées par 1 et
rationnelles (4.3). Cela implique alors P, ,(T') € 1 + TA{{T'}}.
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On sait, par [30] A.2.5, que la formation du déterminant de Fredholm est compatible
a I'évaluation en t € W(C,), 'unicité de la proposition est un argument direct de Zariski-
densité de ces points dans Spec(A). O

Définition : On pose P, := P>EO’1“'""_1) et Qy = Q;O’l“"’n_l).

4.7. Classicité des formes de petite pente.

4.7.1. Formes de pente finie. Si V est un C,-vectoriel de Banach orthonormalisable,
L € Endc, (V) complétement continu, o € Q, on note V¢ le plus grand sous-C,-vectoriel
de dimension finie stable par L sur lequel L a toutes ses valeurs propres de valuation a.
Un élément de V sera dit de pente finie pour L s’il est dans @,eqV .

Si une forme f € S,+(G,Us(p)) est de pente finie pour un U, avec a strictement

. . / . .
croissante, alors elle est de pente finie pour tous les Uj avec @ strictement croissante.

. ) 0,..,0,1,...,1 .
En effet, U7 est un monome en les n + 1 opérateurs Ué ), chacun intervenant. Le

sous-espace de dimension finie de S, (G, Uy(p)) sur lequel US est de pente o donnée est
stable par tous les Ug’, car ces derniers commutent a U7. Comme U y est inversible, les

0,000,101 L / . :
Uzg ) 1e sont donc aussi, ainsi donc que tout U, avec a’ strictement croissante. La
notion d’étre "de pente finie" pour une forme automorphe p-adique est donc indépendante
de lopérateur Uy choisi.

PROPOSITION 4.7. Si p > 2, une forme automorphe classique de type (G, Uy(p), x)
est de pente finie.

Preuve : Dans la traduction exposée au §4.2, il suffit de montrer que si V' est une
représentation complexe admissible irréductible de GL,,(Q,) ayant un sous-espace non
nul sur lequel I'Iwahori T'y(p) (car p > 2) agit par un caractére 1, alors les [[ul] y sont
inversibles. Mais ces endomorphismes sont inversibles dans ’algébre de Hecke complexe
de T'y(p) pour ce caractére par [80] lemme 7.6 (dans les notations de son §3, 1 est de
niveau 1 et on a donc (J, p) = (I'o(p), ¥)). O

Cette proposition est fausse en général si p = 2, et ce méme pour n = 2.

4.7.2. Classicité en petite pente. La notation V (G, Uy(p))* sous-entendra "pour I’ac-
tion de lopérateur U," défini plus haut. Si t = (mq,...,m,) € N*! x Z, on pose
Min(t) :=Min}~'(m;) (noter que m,, n’intervient pas).

PROPOSITION 4.8. Soient o € Q, t € N1 x Z tel que o < Min(t) + 1, alors
St(G, Uo(p))™ = Sya(G, Un(p))”

Plus généralement, soient a = (a1 < ay < -+ < a,) strictement croissante positive,
a€Q, t=(my,..,m,) € N xZ, tel que a < Min}_'(a;11 —a;)(m; +1), alors le sous-
espace de S, (G, Up(p)) sur lequel ul®) est de pente o est inclus dans S, (G, Up(p))*.

Preuve : On pose S, +(G, Up(p))" := S, +(G, Up(p))/Sy.+(G, Uo(p)), Ny 1 (G, Up(p)) :=
By (G, Us(p)) et Ny i(G,Us(p))™ := Ny 1(G, Up(p)) /Ny (G, Up(p))?. On a alors une

surjection canonique Hecke équivariante :

Not(G, Up(p))"" — Sy 1(G, Uo(p))"™
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On fixe (ay, ..., a,) comme dans I'énoncé, on regarde tout d’abord 'action de [u®]; sur N, ;.
Pour tout monéme M en les z; ; de poids t' = (m}, ...,m/,_,), on a [u®],(M) = p"™ M ou
n(M) est un entier (lemme 2.1). Le mondéme de poids ¢’ pour lequel n(M) est minimal
est M' =[]} zZmQ, pour lequel n(M') vaut m}(as — a1) + - - - +ml_;(a, — an_1).
L’action de Uy sur N, (G, Us(p)) se décompose sous la forme Ug = ST - oi on
les o; sont des opérateurs de norme 1, et les T; sont dans T* agissant diagonalement via
1, par Paction [J;, sur N, Nous allons voir que U/ pMini=) (mit1)(@i+1-a)) gt entier sur
N, (G, Uy(p))™. 1 suffit de le voir pour chacun des Tj, et T'g(p) agissant par des auto-
morphismes de norme < 1, il suffit de le voir pour [u],/pMi™i=1 m)+1 Or N, (G, Uy(p))™
est isométriquement isomorphe (avec action de [u];) au sous-espace de N, (G, Uy(p)) ~
N)]Z,t engendré par les vecteurs dont les coordonnées sont des mondmes de poids t' =
(m)y,...,m!,_,) tels qu'il existe i < n vérifiant m, > m;. Ainsi, [u],/pMinic (mitD (@i —a)
est entier sur N, (G, Up(p))"™!. Autrement dit, |[u],/pMmi=1 1("““)(‘““ —a:)

‘ U; /pMin?;l1 (mi+1)(ai+1—as)

< 1, puis

<1

Par passage au quotient, on en déduit la méme chose pour Uy sur S, +(G, Uy (p))™. En
particulier, les valeurs propres de U y sont de pente > Min} ' (m; + 1)(ai41 — a;). Ainsi,
si Uy a une valeur propre de pente o < Min?}' (m;) + 1, son image dans S, (G, Up(p))"
est nulle, ce que 'on voulait. [J

Remarques :

— Les calculs ci-dessus "pour A = 1" montrent qu’une section du fibré en droites
de poids t sur la variété de drapeaux F' qui converge sur 'ouvert affinoide F et
qui est propre pour diag(1,p,...,p" ') de pente a est une section globale dés que
a < Min(t) + 1.

— II faut noter que le sous-monoide de U engendré par les u® avec a = (0 = a; <
as < ... < a,) nest pas de type fini si n > 2. Nous disposons donc, pour n > 2,
d’une infinité de critéres distincts de "classicité en petite pente".

Définitions : Soit ¢ € N*' X Z, a € Q, une forme f € S, (G, Uy(p)), de pente

0 < o < Min}=)! (m; 4 1) (ai41 — a;) pour Ug (resp. pour U,) sera dite trés classique pour
Uy (resp. tres classique). Une forme automorphe p-adique trés classique pour un U est
classique.

4.8. Opérateurs U et algébre de Hecke-Iwahori.

4.8.1. Notations. Soient P le Borel supérieur de GL,,(Q,), D le sous-groupe du tore
diagonal composé des éléments a coefficients dans p?, U C D comme en 2.1, et 'Twahori
I, i.e. le sous-groupe de GL,(Z,) des éléments triangulaires supérieurs modulo p, I =
To(p) si p > 2. Si M est un sous-groupe de GL,(Z,), M désignera sa projection dans
GL,(Z/pZ). Si 0 <i < n, on notera

w; := diag(1,...,1,p,...,p), avec i fois le terme 1,

et si de plus ¢ > 0,
Ty = Ui U
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Si M est un sous-groupe ouvert de GL,,(Z,), [M gM]| désignera toujours la double classe
associée a g dans I'algebre de Hecke de GL,,(Q, ) relativement & M, notée H(GL,,(Q,), M).

4.8.2. Rappels. Soit x := (X1, -, Xn) : (@)™ — C* un caractére continu non ramifié,
on le verra aussi par restriction comme un caractére de D, et par extension comme un
caractére de P. On note Ind(x) l'induite parabolique lisse normalisée de x a GL,(Q,).
Explicitement, soit

S12 .— (H(n—l)/{ "|(n—3)/27 e 7H(1—n)/2)
le caractére (non ramifi¢) "module" de P, §'/?(x;) = p®—n=1/2,

Ind(x) == {f : GL,(Q,) — C, lisses, f(bg) = 32 (b)x(b) f(9), ¥g € GL,(Q,), be P}

Le caractére y étant non ramifié, Ind(y)%(Z») est de dimension 1 sur C et la représen-

tation de 'algébre de Hecke non ramifice H(GL,(Q,), GL,(Z,)) sur ce dernier est un
caracteére ¢ = () vérifiant

Vi=1,0n, (GL(Z)u CL(Z)) = Y T

Ic{1,...,n}|I|=i jel

4.8.3. Action des opérateurs U sur les I-invariants de Ind(x). Nous examinons dans
ce paragraphe Daction de I’algébre de Hecke-Iwahori complexe H(GL,(Q,), I) sur Ind(x)’,
et plus précisément celle des opérateurs de la forme [[ul], u € U. La décomposition de
Bruhat s’écrit GL,(Q,) = [[,ce, Pwl, et x étant non ramifié, il vient que Ind(x)’ est
de dimension n! sur C.

LEMME 4.4. La semi-simplification de la représentation sur Ind(x)! de la famille
commutative des [Iul], u € U, est somme directe des n! caractéres x,,, w € &, définis
par xo([Tul]) := 62 (u)x(w™tuw).

Ce résultat est une conséquence d’une description de H(GL,(Q,), I) due a Bernstein,
dont nous allons briévement en rappeler certains aspects, en suivant [81] §1 et §5.

Soit w € D.G,,, [[wl] est un élément inversible de H(GL,(Q,),!) (car on est en
caractéristique premiére a p), et l'application u € U +— [[ul] € H(GL,(Q,), )" est un
morphisme injectif de monoides U — H(GL,(Q,), I)*. On normalise ce morphisme en
le multipliant par z0~/2, ou z est le caractére de D défini par z(z;) = p~! pour tout 4,
il s’étend donc en un unique morphisme de groupes

D — H(GL,(Q,),I)"

On désignera encore par d € H(GL,(Q,),I), 'image de d € D par ce morphisme. En
particulier, z; = pnT_l_i[[ui_ll] [Tu;I)71
La décomposition de Bruhat-Iwahori GL,(Q,) = [],cpe, [wl montre que la sous-
algébre
A= Clzft, ... 2
de H(GL,(Q,), I) est I’algebre des polynomes formels de Laurent en les x;. Soit Hg,, le
sous-C-espace vectoriel de H(GL,(Q,), I) ayant pour base les [[wI] avec w € &,,. C’est

une sous-algébre de H(GL,(Q,), I), isomorphe & H(GL,(Z,), P N GL,(Z,)), via [[wI] —
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(PN GL,(Z,)wP N GL,(Z,)]. Le résultat de Bernstein est que A et Hg, engendrent
H(GL,(Q,), I), avec les relations de commutation suivantes (s; = (j,j + 1) € &,,) :

JIZ[IS]]] = []sjf]xz-, si 17’é j, J+1
wi[lsil] = [Isl]viyy — (p— Vi1, i=1,...,n—1
i [Isil] = [Isillri+ (p— Daiyr, i=1,..,n+1

Par conséquent, faisant agir &, sur A par automorphismes de C-algebre et en per-
mutant les coordonnées sur D, on a la formule suivante. Soient x € Aet w € &,

(14) x[Iwl] = [Twlw™*(z) + Z Tw' Iy wy  AVEC Ayt 2 € A,
w' <w
et < désigne 'ord re de Bruhat associé¢ aux s; dans la formule ci-dessus.

Prouvons le lemme maintenant. Si w € &, soit e,, I'unique élément de Ind(x)? tel
que si w' € G, e,(w') =0 ou 1 selon que w # w’ ou w = w'. Si on ordonne la base des
e, de maniére croissante avec la longueur de w (par rapport a la famille des s;), nous
allons voir que les [[ul], u € U, sont triangulaires supérieurs.

— Par la décomposition de Bruhat-Iwahori, si u € U et w' € &,, (Iul) Nw' ™' (PI) =
(Tul)Nw'~"D.I est vide sauf si w’ = 1, auquel cas il vaut ul. Ainsi ([[ull.e;)(w') =
0siw #1, e (u) = (6%x)(u) sinon, soit [[ul].e; = (6'/?x)(u)e;. A agit donc sur
e; par un caractére envoyant x; sur (zx)(z;) = x:(p)/p.

~Siw,w' € &, (Iwl)Nw'PI = (Iwl)Nw "I, qui est vide sauf si w = w'~",
auquel cas c’est wl. Ainsi, [Jwl].e; = e,-1.

Par la formule (14),six € A et w € G,

1.6y = (z.[Tw]).e; = (2x)(w(2))ey, + Z (2X) (At ,22) €1

w/' <w—1
On conclut en définissant x,, comme le caractére de A sur e, (modulo les e,, 7 < w)
ramené aux [[ul] par la relation [[ul] = 6'/2(u)z~(v)u. O

Définition : Pour : = 1, ..., n, on pose
Fy = [Tup_iI) [Tty 1]

Par le lemme 4.4, x,,(F;) = pnT_le(nH_,») (p)/p"~*. Soit P(T) € C[T] le polynome de
Hecke de 'unique constituant non ramifié de GL,,(Q,) apparaissant dans Ind(y), on a
n et & ;i1 n—i
P(T) =T =»"7 xi(p) = > _(=1)'p" 7 &([GLu(Zy)ttniGLn(Z,))T
i=1 i=0
On en déduit que "F) choisit une racine du polynéome de Hecke". Plus généralement,
Xw(F;) est de la forme \/p"~! ou A est une racine du polynome de Hecke, et a w fixé on

a
n

P(T) = [[(T = p""xu(F)

=1
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Remarque : Soient t € N*! x Z, v, : D — C* I'inverse du caractére de plus haut
poids ¢ (que I'on a introduit au §3.5), si on considére 'action des [[ul] sur Ind(y)! tordue
par 14, ce qui sera le cas dans les applications du §7.5, les caractéres apparaissant sont
les (14 xw) et vérifient, pour une certaine racine A du polynéme de Hecke :

(VtXw)(F') = )\/pi_1+m”+mnfl+mn72+~~~+mn_i+1

5. La série caractéristique de U,

5.1. Borne inférieure uniforme pour le polygone de Newton.

LEMME 5.1. Soient v € Q,r = p’, 1 < r < |w/p|, t € W,(C,), si Q\(t,T) =
14 Zizl a;T", alors |a;] <1, et son polygone de Newton est minoré indépendamment de
t dans W,(C,) par le graphe de la fonction

z — Cy(h, N)a(z/N — (h(N + 1))/V)

avec Cy.(h, N) = ET(N!/h)l/Nm, N=2"-n—-1,¢e =v(p/w) —v.

Prewve : N, +(G, Us(p)) =~ Qt, on suppose ici les scalaires étendus a C, et on fixe
comme base orthonormale sur C, celle des eps,, M parcourant I’ensemble des monoémes

en les 7 ;, 1 < a < h, définie par
ena = (0,---,0,M,0,---.,0)

M étant ala a’™ case. U, = >.._,[T}]; - 0y, ou T} agit diagonalement sur N, (G, Uy(p))"
par un élément de T sur chaque coordonnée, par 'action [.];. Soit g un tel élément, on
montre ci-dessous que g(en,q) a son coefficient en ey o dans Oc, de valuation > e, [ M|
ou |[M'| =mj+---+ml_, si M est de poids (m/,...,m,_,), €, comme dans I’énonceé.
Notons que cette minoration est indépendante du couple (M, a), de ¢, et de g, elle vaut
donc aussi par sommation pour U,, les o; étant de simples permutations.

Fixons donc g € T M € N,; un monoéme en les z,;. Si t = (t1,...,t,), on a
[9)e(M) =TI, Ji(9)"g(M). Notons que g(M) est un produit de g(z;;) pour chaque z; ;
intervenant dans M (avec multiplicité bien str). On fixe i, j, on sait la forme de g(z; ;)
par les équations (8) :

ar + p(7Y) arzig)
A+ (08 brzi)

En particulier, chaque z;; apparait avec un multiple de p comme coefficient, et aprés
développement du dénominateur, c’est donc une série de puissances des z;;, (1 < k <
J (7)) telle que chaque mondéme en les z;; de degré total d a son coefficient dans Z,
divisible par p?. On en déduit le méme résultat pour g(M), qui est un produit de g(z; ;).
Il reste a examiner les cocycle j;(g)" :

, g, by € Zy, N €L,

J (i)
Jz(g) = 1 +pf27 fz S Zp+Zszi,j Si l < n, fn S Zp

=2
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—n+1)

(tpfy=1+3 1 Pl

n>1

Notons que |t;| < r et donc que la valuation du coefficient de f/* est supérieure a
n(v(p/w) — v) = ne,. Chaque monome de degré total d en les z; ; apparait dans j;(g)"
avec un coefficient dans Oc, de valuation > de,. Puisque ¢, < 1, le développement de
lg]:(M) sur la base des monomes en les z; ; est donc tel que chaque monéme de degré
total d a un coefficient dans Oc¢, de valuation > de,, ce qui était annoncé.

Ceci nous conduit a ordonner la base ejr, de la maniére suivante. Soient s > 0
et A le sous-C,-vectoriel de dimension finie engendré par les ey, tels que |M| = n.
Alors N, (G, Uy(p)) est somme directe topologique "orthogonale" des Ag. On pose r =
2" —n —1 (qui est la dimension de B, ou encore le nombre des paramétres z;;), on aura

besoin des formules suivantes :

dime (A,) = h#t{ (a1, .., ax) € N, Zaz—s} h<s+]i11)
gdimcp(f\s): (N;Sl)

s N+
'>1 - di s) =hN
s > ,2::8 imc, (As) (N—i—l)

On ordonne totalement la base des ey, en (e;);>1 de fagon a ce que ey, ..., e, engendrent
Ao, ens1, ..o, env41) engendre A, et généralement que les e; avec h(N+]§_1) <1< h(N;S)
engendrent A,.

Soit donc 1+ 5, a;T" = det(1 — TUPlNX,t(G,Uo(p)))' Par la majoration des coefficients
de la colonne U,(ey,,) donnée plus haut, et I'expression des a; en fonction des mineurs
de la matrice de U, on en déduit que

sis> 2, etsi h(NJ;\i_l) <1 < h(NJS)

v(a;) > e, Yo g q - dim(Ay) + (i = h(M7))s > e, AN (V3T

N+s—1\ __ s(s—1) N+s s(s N+s :
OnahN( NH)—th( )>Nmz deplusdez<h( ) on tire

N + s> (Ni/h)YN, don
Ns(s—1)

’U(ai) > gri(N!i/h)l/N (N + 1)(]\7 + 8)2

Il est facile de voir que (815,8;8];)2 >2/(2+ N)2 si s > 2 dou

ON
(N+1)(N +2)7?

v(a;) > iYNCL (b, N), C.(h,N) :=e.(N!/h)YN
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On a écarté le cas o1 i < h(N + 1), il est clair qu’alors v(a;) > 0. On en déduit que le
polygone de Newton de 1 + anl a,T" est en dessus du graphe de la fonction

frl@) = Co(h, N)a(a™ — (h(N +1))'/Y)

C’est ce que l'on voulait. [J

COROLLAIRE 5.1. Soit P(s,T) = 1+ > o, an(s)T", alors an(s) = Y, .50 nms™
avec Gnm € Zy et |an,| < |p/w|™. De plus le polygone de Newton de Py (s,T) est
uniformément minoré sur s € W,.(C,) par le graphe de la fonction f,.

Preuve : Soit t € W(C,), la suite exacte de C,-Banach
0— INX,t(Gv Uo(p)) - X,t(Gv Uo(p)) - X,t(Gv UO(p)> —0

est I'extension des scalaires a C, d’une suite exacte de Q,-Banach orthonormalisables,
donc scinde topologiquement par [93] §1 prop. 2. L’opérateur compact U, étant un
endomorphisme de cette suite, [93] §2 lemme 2 assure que :

P (t,T)det(1 = TUyp 1, cv0m)) = @x(t:T)

En particulier, le polygone de Newton de P, (¢,T) est extrait de celui de Q,(¢,7), il est
donc minoré par celui de ce dernier. On conclut par le lemme 5.1. L’assertion d’intégralité
et croissance provient de ce que l'on sait que det(1 — TU|s, )@,uo(m))) €t a coefficients
dans Q,((sk)), que ses évaluations sur les W, (C,) sont a coefficients entiers (par la
proposition 3.1), et du principe du maximum sur W,.. [

5.2. Une congruence.

PROPOSITION 5.1. P (s,T) = 1+ 3 o an(s)T" € A’W){{T}}, soient s,s' €
W(C,), m €N, si|s — [ < [p™], alors |an(s) — an(s')| < [pp™].

Preuve : Soient s,s" € W(C,). On identifie S, (G, Uy(p)) et Sy s (G, Up(p)) au C,-
espace de Banach S, o(G, Up(p)) = A(F/C,) (G, Up(p)) ~ A(F/C,)". On s’intéresse aux
deux actions de U, sur cet espace : [.|5 et [.|¢. Comme [u]s = [u]y, il suffit de comparer
les actions diagonales de I'g(p). La boule unité A(F/C,)) est préservée par les opérations
[.]« de T'o(p), par la proposition 3.1. On fixe un entier m > 0, v € I'y(p), on va montrer
que les Oc,-endomorphismes [1], et [y]s de A(F/C,)S /pp™A(F/C,) sont égaux.

Par hypothése, s = s + p™u, |u] < 1;si s = (s1,...,5,) et s = (s),...,5,), alors
s; = 8y +p™uy, u; € Oc,. De plus, si 1 <i<n, vy e Ly(p),

3 =3 Gy )
Notons que j;(7) est de la forme 1 + pf, f € A(F)". On en déduit que, (1 + pf)P" =
1+ pp™g, g € A(F)°, puis que

(1 ppyr =143 Ml

n>1

1) (u; —n+1)
n!

n,.nm_mn

PP g

(n - Sn)

1 >v(p)+m, Vn>1, m>0
p_

v(p"p™"/n!) = n(v(p) +m) —
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On conclut j;(7)P"% =1 € A(F)°/pp™A(F)°, ce que 'on voulait. On en déduit que
les deux opérateurs U, coincident sur ce méme espace, que leurs séries caractéristiques,
qui sont dans 1+ 7TOc, {{T}}, sont égales modulo pp™. OJ

Remarque : La méme preuve vaut pour Q) (s,T).
5.3. Application d’un résultat de Wan.
THEOREME 5.1. Soient o € Q, t et t' € W,(C,), si |t —t'| < |p™ (@], avec

= |ha(A,« N _ (N+1)(N+2)2
mr(a)—[h (AT +B) ], Ar Qv(p/rw)Nu\]!)l/N’

alors les parties de pente < o des polygones de Newton de P, (t,T') et P, (t',T') coincident.

B=(N+1)'W

Preuve : On applique le lemme 4.1 de [109], on le rappelle :

LEMME 5.2. (Wan) Soient Q1(T) et Q2(T) deux éléments de 1 4+ TOc, {{T}}, N;
(i =1,2) la fonction sur RT dont le graphe est le polygone de Newton de Q;. On suppose
que p(z) est une fonction continue strictement croissante sur R* telle que
u(0) <0, Ni(w) = ap(z) (1 <0 < 2,22 1), plz) = o
T——+00
On suppose de plus que xp~'(x) est croissante sur RY, et on pose m(x) := [zp~!(x)]. Si
Q1(T) = Qo(T) mod p™ ! pour un o > 0, alors Ny et Ny coincident en pente < a.

Solent tq,ty € W,(C,), on regarde Q;(T) = P, (t;,T'). Alors sil on considére u(x) =
Cy(h, N) (/N — (h(N 4 1))"/") comme dans le corollaire 5.1, u~'(z) = (z/C,(h, N) +
(R(N + 1))YM)N et donc zpu~!(z) est croissante et p satisfait les hypothéses du lemme
de Wan. On en déduit le théoréeme. Notons que Wan énonce son résultat dans Z, mais
sa preuve est tout aussi valable dans Oc,. [

Ezemples : Dans Wy, si n = 2, 3 ou 4, on a respectivement m;(a) < [ha(18a + 2)],
[ha(21a + 2)1], ou [ha(38a + 2)M]. Sin > 4, my(a) < [ha(3Na + 2)V].

De P’assertion de classicité (proposition 4.8), on déduit :
COROLLAIRE 5.2. Soient a > 0, t,t' € N*™1 x Z, si Min(¢), Min(t') > o — 1, et si
£~ t] < [P, avec
m(a) = [ha(Aia + B)N]
alors

dimc, (Sy.(G, Uo(p))d’a) = dimc, (S0 (G, Uo(p))d’a)

COROLLAIRE 5.3. Les pentes de U, agissant sur les formes classiques forment une
partie discrete de RN Q.

Preuve : Soient a € Q, t € W;(Q,), par le théoréme précédent, il existe un voisinage
U, de t dans W;(Q,) tel que si s € U, la partie de pente < « du polygone de Newton
des P, (s,T) est indépendante de s, en particulier il n’y a qu'un nombre fini de pentes
< « possibles sur ;. Par compacité de W;(Q,), on conclut qu’il n’y a qu'un nombre
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fini de pentes < a de U, sur les S, (G, Uy(p)) (t € N"~! x Z), et donc a fortiori sur les
Sx,t(G> UO(p))Cl' O

5.4. Polygone de Newton sur un affinoide. Soient K un corps local, 7 une
uniformisante de K, A une K-algébre affinoide réduite, X := Specmax(A), et |.| la
norme sup sur A. On fixe f =", ;7" dans 1 + TA{{T'}}. Pour tout € X, on note
f2 Vévaluation en x de f, f, € (A/z){{T}}. On supposera de plus que A% = 7A° et que
|.| est multiplicative sur A, on note v la valuation associée.

PROPOSITION 5.2. Soit s € Q, on suppose que la partie P de pente < s du polygone
de Newton de f, ne dépend pas de v € X, et que v(K) contient les pentes de P. Alors il
existe un unique polynéme P dans 1 + T A[T] de coefficient dominant inversible et une
unique série enticre S € 1 + TA{{T'}} telle que f = PS, que le polygone de Newton de
P, soit exactement P, et que (P,S) =1 dans A{{T'}}.

De plus, si P ar pentes distinctes a,...,q,, de longueur respective Ny,...,N,, il existe
des uniques polynomes P;(T) € 1+ TA[T)] de degré N;, tels que pour tout x € X, le
polygone de Newton de (P;), n'a qu’une pente, de longueur N;, égale a oy, P =1[;_, P;.
Enfin, (P;,S)=1¢et (P, P;) =1 sii#j.

Preuve : i) Cas ou P n’a qu'une pente, nulle, de longueur N. Par I'hypothése sur les
fo, V€ X,

la;(z)| <1, Vi>1
lan(z)| =1
la;(z)| <1, Vi> N
On en déduit par le principe du maximum que |a;| < 1 Vi, que |ay| =1 et que |a;| < 1 si
i > N. En particulier, f est dans A°<T>. De plus, ay ne s’annulant pas, il est inversible
dans A, son inverse est de norme 1 par I'hypothése "|.| est multiplicative", ay est donc
un inversible de A°. Enfin, par ’hypothése A = 7A4° on a que a; € 7A% si i > N.

On regarde alors M = AYT)/(f(T)), M/mM = (A°/7A%)[T]/(f) ot f est de degré
N, de coefficient dominant inversible (par ce qu’on vient de dire).

Ainsi, M /7 M est fini, ce qui est donc le cas aussi de M (qui est m-complet séparé). On
en déduit que A(T)/(f(T)) est fini sur A. Comme il est plat (lemme 5.4), il est localement
libre de rang fini sur A. Son rang se calcule en un point x € X quelconque, c’est donc
N = dimy/,((A/2)(T)/(fz)). La multiplication par 7" a un polynéme caractéristique @
unitaire de degré N. La surjection canonique

AT /(Q(T)) — AT/ (F(T))

est donc un isomorphisme (les deux modules sont projectifs de méme rang N). On conclut
que (f) = (Q) dans A(T), et il existe S € A(T) inversible tel que f = QS. En regardant
enz € X,ona f, =Q,S; et S, inversible dans (A/x)(T"). Par conséquent les N racines
(avec multiplicité) de pente 0 de f, sont des racines de @, qui est de degré N, et @, est
donc proportionnel (par un facteur non nul dans A/x) a la partie de pente 0 de f,, qui
est un polynoéme unitaire de degré N, dont le polygone de Newton est P. Le coefficient
constant b de () ne s’annule donc jamais, il est inversible dans A. On renormalise ainsi
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Qen P=Q/b, P €1+ TA[T], et pour tout z, P, n’a qu'une pente, nulle, de longueur
N (cela implique comme plus haut que P € A°[T]). On pose S’ =S, S’ € 1 + TA(T).

Ainsi, f = PS’, et S’ est inversible dans A[T]/(P) = A(T)/(P). Par le lemme 5.3,
on conclut S" € 1+ TA{{T}} puis (P,5’) =1 (sous-entendu dans A{{T}}), ce que 'on
voulait.

ii) Cas ou P, n’a qu'une pente, quelconque disons «, de longueur N. Soit u un élément
de K tel que v(u) = a, on regarde g(7') = f(T/u). C’est encore une série entiére dont
les évaluations g, ont pour polygone de Newton celui de f, moins la droite passant par
0 de pente «. La premiére pente commune est donc 0 de longueur N. Le i) s’applique et
f(T) =P (Tu)S (Tu) = P(T)S(T) ou S est entiére et premier & ), et on obtient ce que
I’on voulait.

iii) Cas général : par récurrence sur le nombre de pente de P. Par hypothése, f(T) =
Pi(T)S,(T) ou Sy est entiére, P, a pour polygone de Newton uniforme P privé de sa
derniére pente, et (Sy, P;) = 1. Il est clair que S, a pour premiére pente la derniére
pente de P, pour tout x, par la théorie du polygone de Newton sur un corps (voir
[66]), et donc qu’on peut appliquer ii) a S;. Par conséquent, Sy(T) = Po(T)So(T) et
f(T) = Pl(T)PQ(T>SQ(T) avec (PQ,SQ) =1 (et (Pl,PQSQ) = 1) Ail’lSi, SQ est premier a
Pl, PQ, et Pl.PQ, et P1 est premieraPQ. O

LEMME 5.3. Soient f € 1 +TA{{T'}}, P € 1+ TA{{T}} et S € 1+TA(T) tels que
f=PS, alors S € A{{T'}}.

Prewve : Soit f =14 ) ., a,T", par le principe du maximum on choisit z,, € X
tel que |a,(2,)] = sup,ey |an(x)]. La série Y o an(x,)T™ est entiére sur C,, car F €
A{{T}}, on note Z son polygone de Newton. Par définition, Z borne inférieurement et
uniformément les polygones de Newton de tous les f,. La formule f = SP et la théorie du
polygone de Newton sur un corps (ici A/x) montre que le polygone de Newton de S, pour
tout = est celui de f, auquel on a "soustrait" celui de P,. Il est donc & plus forte raison
minoré par Z et ceci par conséquent uniformément en x. Ainsi, si S(T') = 1+, o, b, 1",
on a |b,| = |bu(z,)| pour un certain z, € X (principe du maximum). Le polygone de
Newton de 1+ ) -, b,(2,)T" est minoré par Z, et donc S est entiére. [J

LEMME 5.4. Soient A une algebre affinoide et f € 1+TA(T), alors A(T)/(f(T)) est
plat sur A.

Preuve : On utilise le critére : soient A — B un morphisme plat entre anneaux
noethériens, et f dans B, supposons que pour tout maximal m de A, f est non diviseur
de 0 dans B/mB, alors B/ fB est plat sur A. Ici B := A(T') est plat sur A. Soit z € X,
B/xB = (A/x)(T) est intégre et f est non diviseur de 0 car il y est non nul (son coefficient
constant est 1). [J

Remarques : Par la méme méthode, on peut montrer que si f € 14+ TA{{T}} et
que tous les f, ont méme polygone de Newton, alors f se factorise complétement selon
les pentes communes. Une petite partie de la démonstration pourrait étre remplacée par
une préparation de Weierstrass dans le cas (qui nous intéresse) ou A est 'anneau des
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fonctions sur une boule affinoide. Les hypothéses A = 7A° et |.| multiplicatives sont
vérifiées dans nos applications mais sont en fait superflues :

PROPOSITION 5.3. La proposition 5.2 reste vraie sans supposer ni A% = wA° ni ||
multiplicative, et aussi quand K = C,.

Preuve : Le point essentiel est de prouver sous ces hypothéses le cas 7) de la preuve
de 5.2. Pour cela, le modeéle de A(T')/(f(T)) que nous avons choisi ne suffit pas, il faut
utiliser la théorie des modéles formels de Raynaud. On conclut par le résultat plus général
suivant :

LEMME 5.5. (|36] théoréme 3.6.9) Soit f : X — Y plat, quasi-compact, séparé, entre
deux espaces rigides X et'Y, si f a ses fibres géométriques de degré constant d, alors f
est fini de rang d.

L’argument, dt & B.Conrad, consiste en la généralisation d’un théoréme analogue en
géométrie algébrique du & Deligne et Rapoport.

6. Familles de formes automorphes

6.1. Familles ordinaires de Hida. Une forme f € S, (G, Uy(p)) est dite ordi-
naire si c’est un vecteur propre de U, de valeur propre une unité p-adique. Ces formes
ont été largement étudiées par Hida (cf. [53], [54]), on retrouve certains aspects de
sa théorie dans ce paragraphe. Par exemple, notons que si t € N*~! x Z, toute forme
f € §,+(G,Uy(p)) ordinaire est treés classique par 4.8, de plus par 5.1 (avec o = 0) la
dimension du sous-espace de dimension finie des formes ordinaires classiques de poids
t € N*! x Z est indépendante de t.

LEMME 6.1. La suite {U;!}TeN converge dans H, a vers un idempotent noté e‘;(rd.
Preuve : D’apres la proposition 4.4, H, x est un anneau topologique profini. Il suffit

donc de prouver que dans un tel anneau, une suite de la forme {z™},cy stationne en un

idempotent dans chacun de ses quotients finis. On conclut en notant que tout élément

d’un monoide fini admet une puissance qui est un idempotent. [

On a donc un idempotent e;rd dans H, A, puis une décomposition

Sa(G,Uo(p) = €3S (G, Uo(p)) @ (1 — ) Sya(G, Us(p))
PROPOSITION 6.1. Le A-module €98, A(G,Us(p)) est libre de type fini.

Preuve : On pose M := 8, A(G,Us(p)). Comme e € H, 4, il agit contintment sur
M, ainsi que 1 — e;rd. On en déduit que e;rdM = ker(1 — efcrd) est un sous-A-module
complet séparé de M. Comme c’est un facteur direct de M qui est plat sur A, il est
aussi plat sur A. La proposition suivra donc aprés avoir prouvé que e‘;(rdM est de type
fini. Ayant vu que e‘;(rdM est complet séparé pour la topologie m-adique, il suffit de voir
que e‘;(rdM /me‘;(rdM est de type fini. On se raméne de suite & montrer que v agit par un

opérateur de rang fini sur S, A/mS, A, ce qui est immédiat : il est méme de rang 1. [J



6. FAMILLES DE FORMES AUTOMORPHES 61

On définit Sy A (G, Us(p))™? = €398 a(G, Us(p)) comme étant le A-module des
formes A-adiques ordinaires de type (G,Uy(p),x), on a vu qu’il est libre de rang fini
sur A et facteur direct topologique de S, A(G,Uy(p)). L'image de H, o agissant sur
e;rdSX,A(G, Uop(p)) est une A-algébre de rang fini, sans torsion, équidimensionnelle de
dimension n, dont chaque composante irréductible s’envoie surjectivement sur Spec(A)
(cf. lemme 6.4), c’est l’algébre de Hecke A-adique ordinaire, on la note H;f‘}\.

6.2. Construction locale des familles de pentes quelconques.

6.2.1. Décomposition de Coleman du module de Banach des formes automorphes. On
rappelle le théoréme suivant de Coleman (voir aussi [22] théoréme 3.3) :

PROPOSITION 6.2. (|30] théorémes A4.3, A4.5) Soient A une algébre affinoide ré-
duite, U un endomorphisme complétement continu d’un A-module de Banach orthonor-
malisable M, de série caractéristique det(l — TU) = Q(T)S(T), S € 1+ TA{{T}},
Q € 1+ TA[T] de coefficient dominant inversible, Q et S étant premiers entre eux dans
A{{T}}, alors M est somme directe de deuz sous-A-modules fermés M = My, & M,
stables par U tels que :

~ St d = deg(Q), My est localement libre de rang d et det(1 —TU)r,) = Q(T),

- SiQ*(T) :=T'Q(1/T), Q*(U)m, est inversible.

Soit V' un ouvert affinoide de W, le A(V)-module de Banach S, (V)(G,Us(p)) est
orthonormalisable sur A(V) et U, y a pour série caractéristique P, (s,T’) restreinte a
A(WV){{T}}, que T'on note P, (V)(s,T). Supposons que P, (V)(T) = Q(T)S(T) dans
AWV{{T}}, Q(T) € 1+ TA(V)[T] de coefficient dominant inversible, (¢, S) = 1. La
proposition 6.2 s’applique car A(V') est une algébre affinoide réduite donc semi-simple,
et nous fournit une décomposition

Sy (V)(G, Us(p)) = S (V. 1)(G, Us(p)) @ 5 (V; 2)(G, Un(p))

en sous-modules stables par U, avec les qualités suivantes :
1) §,(V, 1)(G, Up(p)) est un A(V)-module localement libre de rang deg(Q), et U, y
a Q*(T') pour polynome caractéristique,
— i) SV, 1)(G,Up(p)) = ker(Q*(U,)), ce qui le détermine uniquement, et Q*(U,)
est inversible sur S, (V, 2)(G, Uy(p))
— iii) Le commutant de U, dans End 4y (S, (V) (G, Us(p))) stabilise S, (V, 1)(G, Us(p))-

6.2.2. Variétés de Hecke locales. Nous allons voir dans les paragraphes qui suivent
comment la décomposition ci-dessus nous permet de construire des familles de formes
automorphes p-adiques. On rappelle que 'on a défini 'algeébre de Hecke H, o en 4.5.2.
Tous les espaces que nous étudierons sont des modules sur cette algébre. Le qualificatif
"propre" pour un élément d’'un tel module désignera par défaut "non nul, et vecteur
propre pour l'action de tous les éléments de 'H, o". L’anneau H, , agit sur un tel vecteur
propre par multiplication par un caractére, qu’il est coutume d’appeler systeme de valeurs
propres de Hy a.

On reprend V' C W et P, = QS comme dans §6.2.1, la construction qui suit ne va
dépendre que du couple (V, Q). Soient M := S, (V,1)(G, Up(p)) défini loc.cit., A := A(V)
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et h 'image de l'algébre H ®5 A dans Enda(M). Le A-module End (M), normé par
la norme sup, est complet et de type fini sur 'algébre de Banach noethérienne A. Il
a donc tous ses sous-A-modules fermés et de type fini sur A (cf. [15] 3.7.3). Ainsi,
h C Ends (M) est une sous-A-algeébre de Banach commutative et finie sur A, c’est donc
une algébre affinoide par [15] 6.1.1. En particulier, h est fermée et I’application continue
Hya — End (M) a son image dans h N End (M) = p°.

Soit X := Specmax(h) I'affinoide sous-jacent & b, on l'appellera la variété de Hecke
locale, elle ne dépend que de la situation (V, Q) choisie initialement. L’affinoide X est
muni d’un morphisme fini x vers V'.C W. Soient Z, 'hypersurface de rigide de V' x A!
définie par Q = 0, pry et pry les projections respectives de Z sur V et Al, on a alors la
description suivante des points fermés de X :

PROPOSITION 6.3. Pour tout t € V(C,), l’application
re X(C,) — (helh—h(x)eC,)

induit une bijection entre 'ensemble des points x = (t,\™') € Z(C,) et 'ensemble des
systéemes de valeurs propres de H, a agissant sur l'espace des formes automorphes p-
adiques de type (G, Uy(p), x) de valeur propre X pour U, et de poids t.

LEMME 6.2. Soient A un anneau commutatif, M un module projectif de type fini sur
A, b une sous-A-algebre commutative de Ends(M). Si I est un idéal de A, le noyau du
morphisme canonique b/t — Enda, (M/IM) est nilpotent.

Preuve : M étant projectif de type fini sur A, I'application canonique
EndA(M) XA A/I — EndA/I(M XA A/[)

est un isomorphisme. En effet, M étant de présentation finie sur A, il suffit de le vérifier
si A est local et M est libre de type fini, auquel cas c’est évident. Soit g € h tel que
son image dans End,, (M ®4 A/I) est nulle. Comme g est un élément de End (M),
avec M projectif de type fini sur A, il admet un polynéme caractéristique, disons de
degré r. La formation de ce polynéome commutant a la réduction modulo I, comme
le montre I'isomorphisme plus haut, ses coefficients sont dans . Ainsi, le théoréme de
Cayley-Hamilton assure que g” € I, ce que 'on voulait. [

Preuve de la proposition 6.3 : Soit t € V(C,) correspondant & un idéal maximal m de
A(V), on applique le lemme 6.2 & (A, m, M, ) := (A(V),m, S (V,1)(G, Uy(p)),h). On
en déduit que le morphisme de C,-algebres

h/mb — Im(H ®, C, — Endc, (S, (V, 1)(G, Up(p)):)
induit un isomorphisme sur les C,-points, ce que 'on voulait. [J

6.2.3. Construction et définition des familles. On prouve dans ce qui suit I'existence
d’une famille passant par toute forme propre de pente finie.

Définition : Soient t € W(C,), f € S,.+(G,Uy(p)) une forme propre, on appelle
famille de formes automorphes p-adiques de type (G, Uqy(p), x) passant par f, la donnée :

(a) d’'un ouvert affinoide V-C W,
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(b) d’'un affinoide X muni d’'un morphisme fini x : X — V, surjectif restreint a
chacune des composantes irréductibles de X,

(c) d’'un point zy € X(C,) tel que k(xy) =1,
(d) et d’'un morphisme continu d’anneaux a : H, » — A(X)?,

ayant les propriétés suivantes :

(i) Pour tout z € X(C,), il existe une forme propre f, € Sy x()(G,Us(p)) telle que
pour tout T € Hy A, T(fz) = a(T)(2) fe,

(ii) La forme f convient pour f,,,

On dira alors que la famille est paramétrée par X, et qu’elle est de pente o (resp. pente
finie) si toutes les formes de la famille ont méme pente « (resp. sont de pente finie). Une
famille est de pente finie si, et seulement si, a(U,) est inversible dans A(X). Dans ce cas,
le principe du maximum assure que z +— |a(U,)(x)| est minoré sur X, disons par p~*. La
proposition 4.8 assure alors que les f, avec k(x) € N*~1 x Z tels que Min(k(x)) > a — 1
sont des formes automorphes classiques. Ceci est en particulier valable quand la famille
est de pente a.

Un poids t € W(C,) sera dit classique si ¢ € N* ! x Z. Un point z € X(C,)
sera dit classique si k() est classique, et si 'on peut choisir f, satisfaisant (i) dans
Sy.n(2) (G, Up(p))*. Un sous-ensemble des C,-points d’un affinoide Y est dit Zariski-dense
s’il rencontre les C,-points de tout ouvert Zariski de Y.

PROPOSITION 6.4. Si une famille de formes automorphes p-adiques de pente finie
contient un point classique, les points classiques y sont Zariski-denses.

Preuve : Soit une famille comme dans I’énoncé, on adopte les notations de la définition
ci-dessus. Par hypothése, V(C,) contient un poids classique. Comme V' C W est ouvert
affinoide, il contient (cf. [15] 7.2.5) une boule de centre ¢ de rayon suffisamment petit,
ainsi donc que t + p™ (N"~! x Z) pour N assez grand. Les poids classiques ¢ de ce type
qui satisfont la condition Min(¢) > o — 1 sont Zariski-denses dans V(C,). Les affinoides
étant des anneaux de Jacobson, on conclut par le :

LEMME 6.3. Soit X — Y un morphisme fini entre schémas noethériens tel que chaque
composante irréductible de X s’envoie surjectivement sur une composante irréductible de
Y, alors toute partie dense de Y a pour image inverse une partie dense de X.

Preuve : On pose g : X — Y. Soient D’ une partie dense de Y, D := g~ }(D’),
il suffit de montrer que l'intersection de D avec chacune des composantes irréductibles
de X est dense dans cette derniére. Soit 7" une composante irréductible (réduite) de X,
I'inclusion de T dans X induit un morphisme fini g7 de T" vers Y, il est surjectif sur une
composante irréductible 7" de Y par hypothése. Comme D’ est dense dans Y, et que ce
dernier n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles, D’ N T" est dense dans T".
On regarde alors 'adhérence Z dans T de DN T = g;*(D'). Comme g7 est fini, gr(2)
est fermé, mais il contient D NT", d’ou gr(Z) = T". En particulier, le point générique n
de T" a un antécédent dans Z. Or il est clair qu’il n’a qu'un antécédent par gy (qui est
fini entre schémas intégres), qui est le point générique de T', d’on Z =T. [
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THEOREME 6.1. Soient v € Q*, t € W,.(C,), et B C W la boule fermée de centret de
rayon my(a) (notations du théoréme 5.1). Il existe une famille de formes automorphes
p-adiques de type (G,Uy(p), x), de pente a, passant par toutes les formes automorphes
p-adiques de ce type, de pente o, et poids dans B(C,).

Preuve : Soient o € QF, t € W,.(C,), et r € [1, |w/p|[Np¥. On définit B C W comme
étant la boule fermée de centre ¢ de rayon p~™(® (cf 5.1), et on fixe une forme propre
f eS8 (G, Uyp)™ quelconque avec t' € B(C,).

Le théoréme 5.1 assure que pour tout x, y dans B(C,), P (z,T') et P (y,T) ont méme
partie de pente < « dans leur polygone de Newton. La proposition 5.2, plus précisément
son raffinement 5.3 si t n’est pas dans W(@p), fournit alors une décomposition

P(B)(T) = Q(T)S(T) € A(B{{T}},

et Q(T) € 1+ TA(B)T de partie de pente < a constante égale a o sur B(C,), tels que
(S,Q) = 1. Cette donnée de B et () nous permet de construire comme plus haut une
variété de Hecke locale, que I'on note X, qui est par construction munie d’un morphisme
fini k: X — B.

L’interprétation de X(C,) est donnée par la proposition 6.3; dans notre cas il est
en bijection avec I'ensemble des systémes de valeurs propres de H, o sur les formes
automorphes p-adiques de pente a et de poids t € B(C,). En particulier, il existe un
point zy € X (C,) correspondant a f, tel que k(xg) =t

Enfin, on prend pour a le morphisme continu H, » — h° = A(X)° défini en §6.2.2.
Nous avons ainsi prouvé que (B, X, a,x) satisfait toutes les conditions requises pour
étre une famille de formes automorphes p-adiques au sens plus haut, passant par f, a
'assertion de surjectivité du (b) prées, qui découle du lemme 6.4. O

Remarques :

— Les familles construites dans le théoréme 6.1 ont un "rayon" explicite dans la
direction d’un analogue pour le groupe G de la conjecture de Gouvéa-Mazur (cf.
[49] conjecture 1). Il serait intéressant de formuler une conjecture précise dans
notre cas. Cela semble accessible, étant donné la nature combinatoire des espaces
de formes mis en jeu.

— Dans le cas particulier ot dimc, (S, +(G, Up(p))®) = 1, la démonstration qui précede
montre que X = B. Ainsi, les a(7T) étant bornés par 1, on en déduit des "vraies"
congruences : si k, k' € B(C,) et k = k' mod p" alors a(T)(k) = a(T)(k') mod p".

Il ne nous reste qu’a prouver le

LEMME 6.4. Soit A un anneau commutatif noethérien,

— Soient N un module projectif de type fini sur A, B une sous-A algébre commutative
de Ends(N), alors B est sans torsion sur A et ce aprés tout changement de base
plat sur A,

— Soit B une A-algébre finie, sans torsion apres tout changement de base plat sur
A, alors chaque composante irréductible de Spec(B) s’envoie surjectivement sur
une composante irréductible de Spec(A). En particulier, B est équidimensionnel de
dimension d si A [’est.
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— De plus, si C est une sous-A-algébre de B, alors chaque composante irréductible de
Spec(B) s’envoie surjectivement sur une composante irréductible de Spec(C').

Preuve : N étant projectif de type fini sur A, End4(N) l'est aussi. B est donc un
sous-A-module d’un module libre sur A, ce qui prouve la premiére assertion.

Prouvons la seconde. Soient X = Spec(B), Y = Spec(A), f : X — Y, le morphisme
déduit de I'inclusion de A dans B, c¢’est un morphisme fini. Soit = le point générique d’une
composante irréductible de X, il s’envoie sur le point générique y d’un fermé irréductible
de Y. Soit Spec(B,) — Spec(A,) le changement de base de Spec(B) — Spec(A) a
Spec(A,), ¢’est un morphisme fini. Le point x est dans la fibre au dessus de y, et cette
derniére étant discréte et fermée dans Spec(B,), = est un point fermé de ce dernier.
Mais comme z est premier minimal, ¢’est une composante irréductible de Spec(B,). Une
composante irréductible réduite & un point ne peut pas intersecter les autres composantes
irréductibles, qui sont en nombre fini par hypothése de noethérianité. Le point x est donc
ouvert dans Spec(B,), et B, est produit direct de deux anneaux dont I'un est celui de la
composante irréductible {z}, donc d’anneau B, /" pour un certain entier N. Comme
B,, ainsi que son sous-anneau B, /2" est sans A,-torsion par hypothése, et que yB, C =,
on a y¥ = 0 dans A,. Ainsi, Spec(4,) est irréductible de point générique y, y est donc
le point générique d’une composante irréductible de Spec(A). Ceci montre la seconde
assertion.

Pour la derniére, on considére le morphisme canonique

Spec(B) 7, Spec(C) - Spec(A)

Soit Z une composante irréductible de Spec(B), son image dans Spec(C') est un fermé
irréductible Z’. Soit Z” O Z’ une composante irréductible de Spec(C'), on sait par la
seconde assertion que g(Z”) est une composante irréductible Z"” de Spec(A). De méme,
9(Z") = (gf)(Z) est aussi une composante irréductible de Spec(A) incluse dans Z”, donc
g(Z"y = Z". Comme ¢ est un morphisme fini, sa fibre au dessus du point générique de
Z" est discréte, ce qui montre Z” = Z'. [

6.3. Construction globale de la variété de Hecke D,.. Ce que nous avons appelé
variétés de Hecke locales dans le paragraphe précédent est une collection d’affinoides
attachés a la donnée (G, Uy(p), x). 1l se trouve que ces affinoides recouvrent de maniére
admissible un espace rigide sur W, non quasi-compact, construit par recollement a partir
de ces derniers. Cet espace généralise "the eigencurve” dans la théorie de Coleman-Mazur
(cf. [33], précisément celle qu’ils notent D). Nous l'appelons ici "la variété de Hecke"
(de type (G, Us(p), X)), la traduction frangaise directe du terme "eigenvariety" prétant a
confusion. Cette section est dédiée a sa construction.

La géométrie de ces espaces analytiques est encore largement incomprise, autant
localement que globalement, et ce méme pour GLs. Elle est liée, par le pseudo-caractére
galoisien qu’elle porte (au moins conjecturalement, voir aussi le §7), a des propriétés
arithmétiques subtiles des corps de nombres. Nous renvoyons a l'introduction de [33|
pour une discussion de certains problémes ouverts, ainsi qu’a (64| §11.



66 I. FAMILLES p-ADIQUES DE FORMES AUTOMORPHES POUR U(n)

Nous nous sommes astreints dans ce texte a ne considérer que des formes automorphes
de niveau sauvage I';(p) au pire, ce qui est le cas essentiel. Ceci fait que notre espace
de paramétre n’est pas Homg, .ont((Z;)", C;) tout entier, mais son ouvert "central" W,
formé des caractéres de restrictions analytiques a (1 + pZ,)", et ce paramétré logarith-
miquement. Dans un travail en préparation avec Buzzard, nous expliquerons comment
construire la variété de Hecke dans notre contexte sur tout ’espace des poids.

6.3.1. Un recouvrement admissible des hypersurfaces de Fredholm. Soit F(T) € 1+
TAW){{T}} une série de Fredholm sur un espace rigide réduit W (quelconque dans
ce paragraphe). On lui associe une hypersurface de Fredholm, qui est le sous-espace
analytique rigide fermé Zp de W x Aiig deéfini par F(s,t) = 0. On dira que F', ou Zp,
est A-adique si FF € 1+ TA{{T}}. On a

Zp—sW x Al e AL,
pri l

W

Par le lemme 5.4, pry : Zp — W est plat. Considérons, a la suite de [30], 'ensemble
C des ouverts affinoides Y de Zp tels que :

— 1) pr1(Y) est un ouvert affinoide de W,

— ii) Y est une composante connexe rigide de pr; ' (pri(Y)),

— iii) prijy 1 Y — pri(Y) est fini.

Comme le montre la proposition suivante, dont le sens se précisera dans sa preuve,
étudier ces ouverts revient a étudier la factorisation de F' :

PROPOSITION 6.5. La donnée d’un élément de C est équivalente a celle d’un ou-
vert affinoide V- de W et d’une factorisation F(T) = Q(T)S(T) € 1+ TAV){{T}},
avec Q(T) € 1+ TA(V)[T] de coefficient dominant inversible, tel que (Q,S) = 1 dans

A(WV)UT}-

Preuve : Soient Y € C, V := pri(Y), et Zy := Zp N (V x A}Y). L’affinoide Y est un
ouvert de Zy par le ii), il est donc plat sur V. Par ii) et iii), c’est donc un fermé de Zy
qui est fini et plat sur V. Autrement dit, A(Y") est localement libre sur A(V') engendré
par A(V) et I'image de T'. La multiplication par T" admet un polynéme caractéristique,
que l'on note @ € A(V)[T], évidemment de coefficient constant égal & 1. La surjection
canonique A(V)[T]/(Q) — A(Y) est alors un isomorphisme, car les deux A(V)-modules
en jeu sont projectifs de méme rang sur A(V'). On en déduit que @ divise F(T'), puis
que son coefficient constant est inversible, et que (F, F/Q) = 1 dans A(V){{T'}}. De
F(0) =1 il vient que I'on peut supposer Q(0) = 1, et () est unique sous cette condition.

Réciproquement, a une donnée comme dans ’énoncé, on définit Y comme le fermé
affinoide de Zy, découpé par () = 0. Une relation de Bezout entre S et () fournit des
idempotents montrant que Y est un ouvert fermé de Zy, il est en particulier ouvert
affinoide. 11 est donc plat sur V, fini car Q(7T") = 0 dans A(Y") par hypothése. O
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Il reste essentiellement & comprendre pourquoi F' se factorise sur de "gros" ouverts
affinoides. Par exemple, ceux que I'on obtiendrait seulement en appliquant la proposition
5.2 ne recouvrent pas en général Zr de maniére admissible. Le résultat essentiel est alors
la

PROPOSITION 6.6. (Coleman, Buzzard) C est un recouvrement admissible de Zp.

Preuve : Voir [22]. Le cadre est celui d'une série de Fredholm F(T) € A(W){{T}} ou
W est un espace rigide réduit. La preuve suit les lignes de celle de [30], en surmontant
les difficultés techniques provenant de ce que la base n’est plus de dimension 1. En
particulier, un point technique crucial repose sur le résultat de Conrad énoncé dans le
lemme 5.5. [

6.3.2. Application a la construction de la variété de Hecke. Soit x € A" fixé, P, (s,T) €
14+ TA{{T}} la série de Fredholm attachée & U, agissant sur S, (G, Uy(p)) (cf. 4.6), et

ZXZ:ZPXCWXAl

719"
I’hypersurface de Fredholm qui lui est associée. On consideére le recouvrement admissible
C associé¢ a P, comme dans le paragraphe 6.3.1.

Soit Y € C, la proposition 6.5 nous donne une factorisation P (T") = Q(7T")S(T) sur
V =:pri(Y), on note D, (Y) la variété de Hecke locale (sur C,) construite dans 6.2.2 &
I'aide de cette donnée. On note de plus H(Y") 'algebre affinoide de D, (Y). Il faut recoller
les D, (Y) entre eux. Pour cela on a le lemme suivant, tiré de [33] (7.2) :

LEMME 6.5. Soient Y € C, V C pri(Y) un owvert affinoide, alors pri*(V)NY € C
et le morphisme canonique D, (pri (V)NY) — D, (Y) est une immersion ouverte. Si Y,
et Yy sont dans C, Y1 NYs Uest aussi, et le morphisme canonique D, (Y1 NY2) — D, (Y7)
est une immersion ouverte.

Preuve : SiY € C est associé a P, = QS comme ci-dessus, on désignera par M (Y")

le A(pr1(Y'))-module
Sy(pri(Y), (G, Us(p)),
avec les notations du §6.2.1.

Il est clair que pr;y’ (V) NY est dans C. De plus, H(pr; ' (V) NY) est par défini-
tion I'image de A(V) ®, H dans M (pr; (V) NY). Par 'unicité de la décomposition de
Coleman, ce dernier s’identifie canoniquement & M(Y) ®@aqpr,(v)) A(V). On en déduit
un morphisme canonique H(Y) ® A(V) — H(pr; (V) NY) : c’est un isomorphisme
(ce qui conclut la premiére partie du lemme). En effet, A(pri(Y)) — A(V) est plat,
H(Y) — Endagy, (vy)(M(Y)) est injectif et le morphisme canonique

A(V) ®@agpr (v)) Endagr, (v)) (M(Y)) — Endaq)(M(Y) @ A(V))

est un isomorphisme. Si Y; et Y, sont comme dans I'énoncé, Y; N pry ' (pri(Yz)) € C et
le morphisme canonique D, (pry ' (pri(Y2)) NY1) — D, (Y1) est une immersion ouverte,
par I’étude précédente. On peut donc supposer prq(Y;) = pri(Yz). Il est alors clair que
YiNY; € C, et que 'on peut supposer Yo, C Yi, qui est alors une immersion ouverte
dans une composante connexe. La décomposition de Coleman montre que M(Y7) est
facteur direct de M(Y:), puis que le morphisme canonique D, (Y3) — D,(Y]) est un
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isomorphisme sur une composante connexe de ce dernier, en particulier une immersion
ouverte. [J

On montre maintenant que les D, (Y), Y € C se recollent en un espace rigide D, (on
suit [33] 7.2). Soient V.V’ € C, on définit D, (V, V') comme étant I'image de D, (V NV")
dans D, (V) via 'immersion ouverte canonique, notée iy /. Si @y v/ 1= z'v/7v.z"77lv,, on a :

ovi vy =idp vy, Dy(V,V)=Dy(V) et pyy =idp )

De plus, ¢y induit un isomorphisme

ovyryr DUV, VYND(V, V") = D, (V,V)ND,(V', V"),
tel que

vy v = Qv v vevve v
Cette derniere égalité provenant de ce que D, (V, V')ND, (V, V") est 'image de D, (VN
V'NV") dans D, (V) par 'immersion ouverte canonique. Par [15] (9.3.2),

(DM ADV V)L A vy Dvivee

est une donnée de recollement des D, (V).

THEOREME 6.2. [l existe un espace analytique rigide D, = D, (G, Uy(p)) muni d’un
morphisme continu de A-algébres topologiques

a: Hya — Op!(Dy)’,

ainsi qu’un diagramme commutatif :

DX
" ZX pr2 A

4%

1
T1g

tels que :
i) m est un morphisme fini,
ii) U, := a(U,) est inversible sur D,,
iii) Pour tout © € D,(C,), il existe un voisinage ouvert affinoide Q0 de x tel que :

(a) z — |Uy(2)] est constante sur Q(C,),

(b) k() est un ouvert affinoide de W,

(c) k:Q — k(Q) est fini, surjectif restreint o chaque composante irréductible de (2,
iv) L’application

z € Dy(Cp) = (h € Hya > a(h)(x)),

induit pour chaque t € W(C,) une bijection entre les points x € D, (C,) tels que k(z) = t,
et les systemes de valeurs propres de H,, a agissant sur l’espace des formes automorphes
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p-adiques de type (G, Uy(p), x), de pente finie et de poids t, ces derniers étant comptés
sans multiplicité.

Preuve : On définit I'espace rigide D, comme étant 1'espace rigide obtenu par re-
collement & partir de la donnée décrite plus haut. Par définition, il est admissiblement
recouvert par les D, (Y), Y € C. Commencons par définir 7. Soient Y € C, V := pry(Y),
et Q(T) € 14+ TA(V)[T] deéfinissant Y (cf. 6.5). Le théoréeme de Cayley-Hamilton et la
proposition 6.2 assurent que Q*(U,) = 0 dans H(Y), T — U, ! induit donc un mor-
phisme fini 7y : D,(Y) — Y. Si Y’ € C, il est immédiat de voir que le changement de
base 4 Y ' NY < Y de my est canoniquement isomorphe & myny . Comme C et D, (C)
recouvrent respectivement Y et D, (Y) de maniére admissible, ceci définit par recolle-
ment un unique morphisme 7 : D, — Z, ([15] 9.3.3. proposition 1). Par construction, il
est fini ([15] 9.4.4), ce qui prouve i), et k := pry.m envoie D, (Y) sur pri(Y), de maniére
correspondante & 'inclusion A(pri(Y)) — H(Y).

Soit T' € H, ., on définit a(T)‘DX(Y) pour tout Y dans C comme étant l'image de
T dans H(Y)? par lapplication continue H, » — H(Y") définie en 6.2.2. On vérifie im-
médiatement que si Y € C, la restriction de a(T)p ) & Dy (Y NY’) est exactement
a(T)mX(YnY/), ce qui définit une unique fonction analytique globale notée a(7"). On ob-

tient ainsi une application a : H, n — ng (D, ), envoyant T' sur a(T). C’est un mor-

phisme continu de A-algébres topologiques, car c’est le cas aprés restriction sur chaque
D, (Y), Y e C. 1l suffit de vérifier I’assertion ii) sur les D, (Y'), sur lesquels elle découle
de ce que Y C W x (A};,\{0}). La propriété iv) est une conséquence de la proposition
6.3.

Soit z € D,(C,), par 'assertion iv) on peut trouver une forme propre f, # 0 €
Sy.x(2)(G, Up(p)) ayant méme systéme de valeurs propres que I’évaluation en x. Le théo-
réme 6.1 nous fournit alors une famille de formes automorphes p-adiques de type (G, Uy(p), x),
de pente a := v(U,(x)), passant par f,, qui est par construction (voir le dernier para-
graphe de la preuve loc.cit.) de la forme (pri(Y'), Dy (Y), ajp,(v), z) pour un Y € C bien
choisi. Ainsi, Q := D, (Y") convient. OJ

Remarques :

— Soit A un anneau local noethérien complet sur I’'anneau des entiers O d’un corps
local L, de corps résiduel celui de Op. Soient W l'espace rigide sur L qui lui est
attaché comme dans [33](1.1), M un module de Banach orthonormalisable sur W,
H une sous-algébre commutative de End{"*(M,) contenant un endomorphisme
compact. Alors si W est réduit, la construction de ce paragraphe se généralise
entiérement et sans aucune modification & cette situation.

— La propriété iv) montre que toutes les variétés de Hecke locales, et en particulier
celles du théoréme 6.1, sont des ouverts admissibles de D, .. Les propriétés i) a v) réa-
lisent D, comme "une famille p-adique passant par toutes les formes automorphes
p-adiques de pente finie, et de type (G, Up(p), x)", dans un sens légérement étendu
de la définition du §6.2.3. Cependant, nous ne savons pas si D, a un nombre fini
ou non de composantes connexes.
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— L’espace rigide D, est séparé, emboité ("nested" dans la terminologie de [33], §1.1),
car Z, l'est et que 7 est fini.

Nous avons vu que U, est une fonctions analytique inversible sur D,. On pose plus
généralement pour u® € U,
U = a(T(u"))

Soient i € {1,...,n}, u; € U comme en 4.8.1, alors v; := u(®b"= /y, € U. Sii > 0, la
relation T'(u;)T (v;) = U, implique que a(7'(u;)) est inversible sur D,. Il est de plus aisé
de voir que T'(ug) est inversible. Ceci nous permet de définir les fonctions :

F, .= a(T(up—))/a(T(up—i+1)), i €{1,...,n}

COROLLAIRE 6.1. Soit a = (a; < --- < a,) € Z", alors U = [\, Fi' ., c’est une
fonction analytique inversible sur D,.

6.4. Quelques propriétés de D,.

6.4.1. Composantes irréductibles de D,,. L’étude des composantes irréductibles des
espaces rigides a été amorcée dans [33| (chapitre 1), et reprise en détail dans [36],
auquel nous nous référerons. On rappelle qu'une composante irréductible d’'un espace
rigide X est par définition un fermé analytique réduit de X, image d’une composante
connexe de la normalisation de X (|36] §2). Si X est un affinoide, ses composantes
irréductibles sont les composantes irréductibles au sens usuel du terme, elles sont en
bijection avec les idéaux premiers minimaux de A(X). L’espace X est dit irréductible s’il
n’a qu'une composante irréductible. C’est un fait que X est recouvert sur les C,-points
par ses composantes irréductibles (qui ne dépendent que de X™9) et qu'une composante
irréductible est irréductible. Nous renvoyons a [33| 1.3 et [36] 4 pour la description des
composantes irréductible des hypersurfaces de Fredholm.

PROPOSITION 6.7. D, est équidimensionnel de dimension n. Chacune de ses compo-
santes irréductibles s’envoie par le morphisme fini w surjectivement sur une composante
irréductible de Z,,. Ces derniéres sont toutes des hypersurfaces de Fredholm A-adiques.

Preuve : Soient Y € C et V := pri(Y). L’algebre affinoide H(Y) de D, (Y) C
D, est une sous-A(V)-algébre commutative de Endan (S, (V, 1)), avec les notations du
paragraphe 6.2. Il est bien connu que W, et donc V', est équidimensionnel de dimension n
(par exemple, [36] 2.1.5. Voir aussi [15] 7.3.2-8 pour la comparaison "dimension rigide-
dimension algébrique"). Le lemme 6.4 s’applique a A(V) C A(V)[a(U,)" ' € H(Y),
et montre que V, Specmax(A(V)[a(U,)']) et D,(Y) ont méme équidimension n. En
particulier, 6.2 iv) assure que D, et Z, sont équidimensionnels de dimension n.

Le lemme 6.6 montre que l'application canonique A(Y) — A(V)[a(U,)!] induit un
isomorphisme sur les nilréductions. Le lemme 6.4 entraine donc que les morphismes 7 et

pr1 de la suite
Dy (Y)

D, (Y) Yy 25V

envoient composantes irréductibles sur composantes irréductibles.
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Si f: X — Y est un morphisme fini entre espaces rigides, tout fermé analytique irré-
ductible de X est envoyé sur un fermé analytique irréductible de Y (pour I'irréductibilité
de ce dernier, utiliser [36] 2.2.3). Soit ¥ une composante irréductible de D, son image
m(X) dans Z, est donc un fermé analytique irréductible de Z,. Par [36] 2.2.9, pour tout
Y € C, £ND,(Y) est soit vide, soit une réunion de composantes irréductibles de D, (Y").
Ceci et ce que 'on a vu dans le paragraphe précédent assure que Z, et m(X) sont équi-
dimensionnels de dimension n. Cela entraine que 7(X) est une composante irréductible
par [36] 2.2.7.

Par [33] 1.3.11, ou [33] 1.3.10 et [36] 4.3.2, P,(T") a une unique écriture

P (1) =[] R0

ou les P(T) € 1 + TA{{T}} sont des séries de Fredholm premiéres, i.e. engendrant un
idéal premier dans A{{7}}. Les composantes irréductibles de Z, sont alors les hypersur-
faces de Fredholm découpées par les P;(T') (cf. loc.cit.), ce qui conclut. [

LEMME 6.6. Soient A un anneau commutatif, N un module projectif de type fini de
rang v sur A, u € Ends(N), P le polynéme caractéristique de uw sur N, I l’idéal des
Q € A[T] tels que Q(u) =0, alors I" C (P) C I.

En particulier, si B désigne la sous-A-algébre Alu| C End4(N), le morphisme cano-
nique Spec(B) = Spec(A/I) < Spec(A[T]/(P)) est une nilimmersion.

Preuve : La formation de P, End4(NN), B et de I commute & tout changement de
base plat sur A, il suffit de prouver la premiére assertion aprés changement de base
fidélement plat. On peut donc supposer N libre de rang r sur A et identifier End4(N)
avec M,.(A). Par le théoréeme de Cayley-Hamilton, (P) C I. Soit () € I, considérons la
factorisation Q(X) — QYY) = (X = Y)f(X,Y) € A[X, Y], pour un certain f € A[X,Y].
Substituant v dans X, il vient —Q(Y) = (u—Y) f(u,Y) € M,.(A[Y]). En multipliant par
la transposée de la comatrice de v — Y, notée (m; ;(Y)), on a

—(mi;(Y)QY) = P(Y) f(u,Y)
De 14, on tire que Vi, 7, P(Y) | m; ;(Y)Q(Y). Soient Q1, ..., Q, € I, il vient
P(Y)" | det(m;;(Y))Q1(Y) - Qr(Y)
Mais det(m; ;(Y)) = P(Y)" !, et donc P(Y)| Q:(Y)---Q.(Y). O

COROLLAIRE 6.2. L’mage par k de chaque composante irréductible de D, est un
ouvert Zariski de WW.

Preuve : Soit X une composante irréductible de D,,. Le morphisme & se factorise par
7 et m envoie X surjectivement sur une hypersurface de Fredholm A-adique par 6.7. Ainsi,
k(X)) est 'image par la projection pr; d'une hypersurface de Fredholm Zp découpée par
P(T) e 1+ TAN{T}}, Zp C W x Aiig. Si P(T) =1+ a;T + aT? + --- € A{{T}},
les points x € W(C,) qui ne sont pas dans pri(Zp) sont exactement ceux tels que
Vi > 1, a;(z) = 0. On en déduit que pri(Zp) est 'ouvert Zariski complémentaire du
fermé défini par I’annulation des a;. [
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6.4.2. Zariski-densité des points classiques.

Définitions : Un point x € D, (C,) sera dit classique, si k(z) € Nt x Z et si le
systéme de valeurs propres de H, a associé a x par le théoréme 6.2 v) est celui d'une
forme propre classique f, € Sy () (G, Us(p))“.

Un point classique € D, (C,) sera dit ancien en p s’il on peut de plus choisir la
forme f, de fagon a ce que la forme automorphe complexe associée en §4.2 engendre sous
G(Q,) une représentation ayant un GL,,(Z,)-invariant non nul.

On a vu que si k(z) € N x Z et Min(k(x)) > v(Upy(x)) — 1, alors = est automa-
tiquement classique, un tel point sera dit tres classique. De maniére générale, un point
sera dit tres classique pour Uy si il est associée a une forme trés classique pour Uy (cf.

§4.7.2).

Un sous-ensemble Z des C,-points d’'un espace rigide X sera dit rigide-Zariski-dense,
ou plus simplement Zariski-dense, si tout fermé analytique F' de X tel que Z C F(C,)
est tel que F(C,) = X(C,). En particulier, Z est Zariski-dense dans X si et seulement si
il 'est dans X™4, ou encore si et seulement si son intersection avec chaque composante
irréductible est Zariski-dense dans cette derniére (un sens est trivial sachant que X
est recouvert par ses composantes irréductibles, pour l'autre utiliser [36] 2.2.8). Si X
est réduit et si Z est Zariski-dense dans X, toute fonction f € O%Y(X) s’annulant en
tout z € Z est nulle. Si X est irréductible, par [36] 2.2.3, les C,-points de tout ouvert
affinoide de X sont Zariski-denses. Enfin, un exemple trivial mais important est que
N"~1 x Z C W(C,) est Zariski-dense dans W.

PROPOSITION 6.8. Les points tres classiques de chaque composante irréductible de
D, y sont Zariski-dense. En particulier, toute composante irréductible de D, contient
une infinité de points trés classiques.

Preuve : Soit ¥ une composante irréductible de D,. Par le corollaire 6.2, x(X) est
le complémentaire d’un fermé strict de W. Comme N"~! x Z est Zariski-dense dans W,
x(X) contient au moins un ¢ € N"~!' x Z. Soit z € X(C,) tel que x(z) = t, a := v(U,(z)).
On peut par exemple considérer la famille de formes automorphes p-adiques de pente
« passant par x du théoréme 6.1, qui est par construction paramétrée par un affinoide
de la forme D, (Y) C D,, Y € C. Par [36] 2.2.9, ¥ N D, (Y) est une réunion non vide
(car z € 3(C,)) de composantes irréductibles de D, (Y"). La proposition 6.4 conclut, en
rappelant que les C,-points de tout ouvert affinoide d'un espace rigide irréductible sont
Zariski-denses. [

PROPOSITION 6.9. Soit p > 2, l’ensemble des points trés classiques de D, qui sont
anciens en p est Zariski-dense.

Preuve : Remarquons tout d’abord que pour tout p, {t € N1 X Z, x7; = 1} est
Zariski-dense dans V. On fixe un tel ¢, ainsi que C' € R, et N € N. L’ensemble

Xoon={t'=(my,..m,) EN"' XZ Vi, m; >C, xrv = L et t' =t mod p"Z"}

est Zariski-dense dans le polydisque fermé de centre ¢ et de rayon p~ dans W. Comme
le montre la preuve des propositions 6.8 et 6.4, il suffit, pour prouver la proposition 6.9,
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de montrer que si D,(Y), Y € C, paramétre une famille de pente finie contenant un
point classique de poids ¢ tel que x7¢ = 1, alors tous ses points de poids dans X} ¢ x sont
anciens en p si C' > 0 et N sont assez grands. On fixe donc un tel Y € C.

On fixe un entier N assez grand de fagon a ce que k(Y') contienne une boule de centre
dans t € N"71 x Z, de rayon p~. Soient C' > 0 et z € D,(Y)(C,) tel que r(x) € X,on-
Le systéme de valeurs propres de H associé a x par 6.2 est alors celui d’'une forme
propre f, € Si1(G,Up(p)), par 'hypotheése xT, ) = 1 (cf. §4.4). Soit 7, un constituent
irréductible de la représentation de G(Q,,) engendrée par la forme automorphe complexe
associée a f, comme en 4.2. La représentation m, admet des invariants sous I'Iwahori
I (cf. 4.8), car I = I'y(p) si p > 2. Par un théoréme de Borel-Casselman (cf. [12]), m,
est un sous-quotient d'un Ind(x) (cf. 4.8.3) pour certains caractéres complexes, lisses,
non ramifiés, x1,...,x» de Q. Par construction, 7, a de plus un /-invariant sur lequel la
sous-algebre de H (G, I) formée des opérateurs [[ul], u € U, agit par un caractére qui est
le méme que celui déterminant ’action de cette derniére sur f,. Par le lemme 4.4 et la
remarque qui le suit, ce caractére est de la forme x,, et s'il on pose k(x) = (my, ..., my,),

Fi(7) = tp(Va) Xw(F)) = tp(0" 7 x00) (p)) /p T Fmnma o bimn—in

D’aprés [6] théoréme 4.2, la représentation Ind(x) est irréductible si

Vi # j, xi(p) # x;(p)p

Ce qui s’écrit encore :
(15) Vi < j e L (@) F, (@)
Si Ind(x) est irréductible, elle est égale a m,. En particulier, ce dernier a un GL,(Z,)-
invariant et x est ancien en p. Il n'y a donc qu’a s’assurer que I'on peut trouver C' > 0
tel que pour tous les points de D, (Y) de poids dans X, ¢ n, la condition ci-dessus est
vérifiée.

Par le principe du maximum, les fonctions F; sont bornées et atteignent leurs bornes
sur D, (Y), on peut donc trouver u,v € R tels que Vx € D, (Y)(C,) et Vi € {1,...,n},

0<u<|Fiz) <v
Alors, Vo € D, (Y)(C,), Vi, j :
uv™t < |Fi(x)/Fj(2)]

Ainsi, tout C' > —lo‘iggsz_)l) convient. [

Remarque : 11 nous semble trés probable que le résultat soit encore vrai pour p = 2.

6.4.3. Diverses composantes. Soit e un idempotent de H, o, on peut lui associer
I'ouvert fermé D, . de D, défini par a. = 1. En particulier, la décomposition H, r =
[T;—; ex.iHy,a en produit de A-algébres locales du §4.5.2 nous fournit une partition de
D, en un nombre fini d’ouverts fermés rigides

T
Dx = | | Dx,ex,i
i=1
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Si € D, (C,), on notera T : H, o — F, la composition du morphisme d’évaluation
en x par la surjection canonique Oc, —» IF On pose VU, ; : Hya — [F, le morphisme
d’anneaux valant 1 sur e, ; si, et seulement si, © = j.

PROPOSITION 6.10. L’application x +— T est constante, égale a V¥, ;, sur chaque
D

X>€x,i *

Preuve : Sii# j, ac, ; est nulle sur D, . ., car ey ey ; =0.Six € Dy, (C,), T est
donc nul sur tous les e, ; tels que j # i, c’est donc ¥, ;. O

Définition : Le lieu ordinaire de Dy, est Vouvert fermé DY := Dy eora (cf. 6.1). Dans
la traduction du théoréme 6.2, ses C,-points parametrent exactement les systemes de
valeurs propres de H, x sur les formes automorphes p-adiques propres sur lesquelles U,
agit par une unité p-adique, ou encore (de maniére équivalente) sur lesquelles tous les F;
agissent par une unité p-adique.

PROPOSITION 6.11. Hypx — (’)gz(D;’(rd) se factorise par H‘;(fj{, le morphisme 7 :
D;’"d — W est fini et provient par extension des scalaires du morphisme fini

Spec(HY'§) — Spec(A)

Preuve : La premiére assertion est immédiate, prouvons la seconde. Soit Z;rd I'ouvert
admissible de Z, défini par pry '({A € A}, ,[A| = 1}), c’est aussi un fermé de Z,, car sa
nilréduction est I'image de (D)™ par le morphisme fini 7. Soit r € p® N [1, |7/p|[, le
morphisme canonique

(16) Sxa(G, Un(p)) @ AWr) — S (Wr)(G, Up(p))

s'identifie, via le choix d’une base orthonormée de A(F), (G, Uy(p)) auquel S, (G, Up(p))
est associé (cf. 4.4), a 'application canonique C°(N,A) @y A(W,) — CO(N, A(W,)).
Le lemme 6.7 assure donc que (16) est injective d’image dense. Aprés application de
Pidempotent continu e & (16), il vient que

(17) Sea(G,Up(p) @a AW:) — 7S (W )(G, Us(p)))

est encore injective d'image dense. Cela implique que (17) est un isomorphisme, car son
image est de rang fini sur AOWV,) par 6.1, et qu’elle est donc fermée par [22] lemme 2.3.
On en déduit facilement que Z;rd est 'hypersurface de Fredholm associée au polynome
det(1 TUp‘ Sen(G) Uo(p))ord)' En particulier, pr : Z;zrd — W est fini et plat. Cela montre

la seconde assertion. La derniére vient de ce que (17) est un isomorphisme, et de la
platitude de A — A(W,) (ct. |91] proposition 4.7 avec G = (Z,)"). O

LEMME 6.7. L’application canonique CO(N, A) @5 AOW,) — C*(N, AW,)) est injec-

tive, d’image dense.

Preuve : La densité de 'image est claire, montrons l'injectivité. Il suffit de voir que
si M est un sous-A-module de type fini de A(W,), muni de la topologie induite, alors
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I’application canonique
o CO(N,A) @4 M — C°(N, M)

est injective, ot C°(N, M) est le A-module des suites d’éléments de M tendant vers
0. Rappelons que A étant compact séparé, toute application A-linéaire entre deux A-
modules topologiques de type fini est continue. On en déduit d’une part que ¢,; est
un isomorphisme si M est libre de rang fini, et d’autre part que tout application A-
linéaire M — M’ entre deux A-modules topologiques de type fini induit une application
A-lin¢aire C°(N, M) — C°(N, M’). Si M est de type fini quelconque, il est de présentation
finie car A est noethérien. On fixe A — A™ — M — 0 une telle présentation, de laquelle
on déduit le diagramme commutatif suivant :

A<T> XA A" — A<T> XA A" —— A<T> QM —0

l PAn l pam l M

CO(N, A™) CO(N, A™) C'(N,M) ——0

La suite du haut est exacte par exactitude a droite du produit tensoriel, celle du bas est
bien définie par ce qui a été dit plus haut. Les deux fléches verticales de gauche étant
des isomorphismes, on en déduit immédiatement que ¢, est injective. [J

7. Représentations et pseudo-caractéres galoisiens

7.1. Prolongement des pseudo-caractéres. Soient X/C, un espace rigide réduit,
‘H' un sous-anneau compact de O;g (X). La topologie sur O;g (X) est la moins fine pour
laquelle les restrictions O%Y(X) — O¥(Q), Q ouvert affinoide de X, sont continues.
Soient I' un groupe topologique, S’ un ensemble, (F},),cs une famille d’éléments de
[, et (ay)yess une famille d’éléments de H'. On suppose que la réunion des classes de
conjugaison des F),, v € S’, est dense dans I'. Soit n € N fixé, faisons I’hypothése suivante :

(H) I existe Z C X(C,) Zariski-dense et des représentations continues
p(z) : ' = GL,(C,), z € Z,

tels que pour tout v € ', tr(p(z)(F,)) = a,(2)

En particulier pour chaque z € Z, T, := tr(p(z)(.)) : ' = C, est un pseudo-caractere
de dimension n de I dans C,,. Pour les généralités sur ces pseudo-caractéres, on se référera
a [86]. Soient 7' : I' — A une fonction (resp. un pseudo-caractére) de I' & valeurs dans
un anneau A, x € Spec(A), on appellera évaluation en x de T la fonction (resp. le
pseudo-caractére) T, : I' — A/x déduite de T par composition avec A — A/x.

PROPOSITION 7.1. Sous l’hypothese (H), il existe un unique pseudo-caractére continu
deI" dans H', de dimension n, dont I’évaluation en tout z € Z coincide avec T,,. De plus,
T(1) =n.
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Preuve : Soit le morphisme d’anneaux
V:H — HCP’ = (f(2))zez
z2€Z

On munit ], ,
topologie sur O;g (X). Par Zariski-densité de Z dans l'espace réduit X, ¢ est injective.
Comme [],., C, est séparé et que H' est compact, ¢ induit un homéomorphisme sur
son image, et cette derniére est fermée.

Considérons 'application

p:I'— H Cp, g (T2(9)):zez

zeZ

C, de la topologie produit, 1) est alors continue par définition de la

Cette application est continue car les T, le sont. Ses valeurs sur le sous-ensemble de
[ réunion des classes de conjugaison des F,, v € S’, sont dans ¢(H') par hypothése.
La densité ce sous-ensemble dans I' et le fait que ¥(H') est fermé assurent alors que
©(T") C ¥(H'). L’application continue T := 1"y, I' — H’', est donc I'unique application
continue dont les évaluations sur Z sont les T5,.

L’application v étant un morphisme injectif d’anneaux, T est un pseudo-caractére
de dimension n si, et seulement si, ¥ en est un. Mais ce dernier est la trace d’une
représentation dans GL,(]],., C,) par définition, ce qui conclut. [J

7.2. Représentation attachée a un pseudo-caractére absolument irréduc-
tible.

7.2.1. Lieu d’irréductibilité d’un pseudo-caractere. Soient X un espace rigide, I' un
groupe topologique, et T : T' — O%Y(X) un pseudo-caractére continu de dimension n tel
que T'(1) = n. Soit x € X(C,), T, : I' — C, est un pseudo-caractére continu. Un résultat
de R.Taylor ([106]) implique que c’est la trace d’une unique représentation semi-simple
p(x) de I' sur C,.

LEMME 7.1. Soient k un corps algébriqguement clos de caractéristique 0, I' un groupe,
T : T — k un pseudo-caractére de dimension n, p : I' — GL,(k) une représentation
semi-simple de ' de trace T', les conditions suivantes sont équivalentes :

— 1) T est absolument irréductible (|86] §4),

— 1) p est irréductible,

= uit) p(k[I']) = My(k),

—w) Il existe gy, ..., gn2 € ', tels que (T(9:9;))1<ij<nz € GLp2(k)

Preuve : 1’équivalence de iii) et iv) vient de ce que la trace est une forme bilinéaire
non dégénérée sur M, (k), et donc qu'une famille my,...,m,2 € M, (k) est une base de
M,, (k) si et seulement si det((tr(m;m;))1<;j<n2) # 0. L’équivalence de i) et 7ii) est un
théoréme de Burnside, et i) = i) est triviale. On rappelle que la condition ) est par
définition : pour toute extension L algébriquement close de k, T ne s’écrit pas T + 15,
avec T, Ty des pseudo-caractéres I' — L. Par manque de référence, détaillons i) = 7).
Soit L une extension algébriquement close de k telle que T'=T; + ... + T}, les T; étant
des pseudo-caractéres absolument irréductibles de dimension n; au sens de Rouquier.
Chaque T;, ainsi que T', est la trace d’une unique représentation semi-simple de I, et
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p ® L est donc somme de s représentations (en fait irréductibles par [86] 4.4). Or p® L
est encore irréductible (car iii) < ii)) et s = 1. O

En vertu du lemme précédent, on définit le lieu de réductibilité de T' comme le fermé
rigide-Zariski Z de X défini par I'annulation de tous les det((7°(g:9;))1<i j<n2), (Gi)1<i<n?
parcourant les familles de n? éléments de I'. Si z € X(C,), z ¢ Z(C,) si et seulement
si T, est absolument irréductible. L'ouvert complémentaire X\Z =: Xj,, est un espace
rigide pour la structure induite de X que 'on appellera lieu d’irréductibilité de T'. Nous
allons montrer que sur X, T est le pseudo-caractére attaché & une représentation de I
dans les inversibles d’une algébre d’Azumaya sur X;,..

7.2.2. Algebres d’Azumaya et représentations. Une algébre d’Azumaya sur un espace
rigide X est une O%-algebre A, cohérente comme Oy?-module ([15] 9.4.3), et telle que
sur tout ouvert affinoide Q, A(Q) est une 0" (Q)-algébre d’Azumaya au sens classique
du terme. Il est équivalent & demander que A soit une O;g—algébre localement libre de
rang fini qui est centrale simple sur les corps résiduels des points fermés, ce qui montre
que la condition d’étre d’Azumaya est locale pour la topologie rigide. Si A est d’Azumaya
sur X, on peut définir sa trace réduite Trd : A — O, qui est un morphisme de O%’-
modules. En effet, on peut la définir sur chaque ouvert affinoide V' par la trace réduite
AV) — OF(V), et on a la compatibilité & la restriction car la formation de la trace
commute & l'extension des scalaires (ici, Q% (V) — O (W) si W C V est ouvert
affinoide).

LEMME 7.2. Soit X un affinoide, T : I' — A(X) un pseudo-caractére continu de di-
mension n tel que T'(1) = n. On suppose que Yz € X(C,), T, est absolument irréductible.

Alors il existe une unique représentation surjective de A(X)[['] dans une algébre
d’Azumaya A de rang n* sur A(X), de trace réduite T. Sa restriction a T est une repré-
sentation continue de I' dans les inversibles de A.

Preuve : Le théoréme 5.1 de [86] affirme que si un pseudo-caractére T : I' — A(X) est
tel que pour tout = € X(C,), T}, est absolument irréductible de dimension n = dim(7T),
alors T est la trace réduite d’une vraie représentation de A(X)[I'] a valeurs dans une
algebre d’Azumaya A de rang n? sur A(X), d’image engendrant A sur A(X). Ceci nous
fournit 'existence de la représentation. L'unicité découle du corollaire 5.3 de [86]. On
note p : I' — A la représentation de I' ainsi construite, prouvons sa continuiteé.

Soient g1, ...,gs € I tels que p(g1), ..., p(gs) engendrent A comme A(X)-module, on
considere

v: A— A(X)*, défini par v — (Trd(p(g1)v), ..., Trd(p(gs)v)),

alors ¢ est une injection A(X)-linéaire car la trace réduite est non dégénérée sur une
algébre d’Azumaya. On munit A de son unique topologie de module de Banach de type
fini sur A(X), de méme pour A(X)*. L'injection A(X)-linéaire ¢ est alors un homéomor-
phisme sur son image, qui est fermée dans A(X)* (|15] 3.7.3). Comme Trd(p(g)) = T(g),
on en déduit que T est continue si, et seulement si, p 'est, vue comme application de I'
dans A. Ainsi, p: ' — A est continue.
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La topologie sur A* est celle induite par son plongement dans le fermé de A x A
défini par xy = 1. L’application p : I' — A* est donc continue si, et seulement si, les
deux applications I' — A, g — p(g) et g — p(g)~ = p(g~!) le sont. Mais la premiére
est continue comme on ’a vu, et la seconde est la composition de I'inversion de I" par la
premiére, ce qui conclut. [J

Soit O;g [T}, la O;g-algébre du groupe I', définie sur les ouverts admissibles €2 par
OWI(Q) := OF(Q)T]. En tant que O-module, O[T est une somme directe in-
dexée par I' de copies du faisceau structural (’);g. Sa formation commute a la restriction
a un ouvert admissible Q2 : I'application canonique O[T, — OF[T] est un isomor-
phisme. Si Q est un ouvert affinoide, O[T est le OF9-module associé au A(Q)-module
A(Q)[I], au sens de [15] 9.4.2. On notera I le faisceau de groupes topologiques I' constant
sur X. On a une injection canonique I' — O[T].

Si B est un faisceau en O'y?-algébres, un pseudo-caractére 7' : B — O%Y de dimension

n est un morphisme de (’)S;g—modules tel que pour pour tout ouvert admissible 2, T, :
B(R) — 0¥ (Q) est un pseudo-caractére de dimension n de la O%¢(Q)-algebre B(Q) au
sens classique du terme. Si B = O[T, la restriction de T a T le détermine entiérement,
cette derniére étant a son tour uniquement déterminée par ses sections globales Ty :
' - O%Y(X). La fonction Tx est alors un pseudo-caractére a valeurs dans O%7(X) si,
et seulement si, 7" est un pseudo-caractére au sens ci-dessus. Si x € X(C,), on notera
T, : I' — C, I'évaluation de Ty en z. On définit un sous-faisceau ker(7') en idéaux

bilatéres de O[T, sur les ouverts admissibles  de X, par :
ker(T)(2) := {m € OY(QI], ¥g € I, T(gm) = 0}

PROPOSITION 7.2. Soient X un espace rigide et T : O%[T] — O un pseudo-
caractére de dimension n tel que T'(1) = n. On suppose que pour tout x € X(C,), T, est
un pseudo-caractere absolument irréductible.

Alors A := O[]/ ker(T) est une algebre d’Azumaya sur X de rang n? et de trace
réduite T'. La représentation déduite I — A* est continue, de trace réduite T .

Preuve : 11 s’agit de globaliser [86] 5.1. La condition d’étre d’Azumaya étant locale sur
X, ainsi que la formation de O;g [['], ker(T), et du faisceau quotient, on peut supposer
que X est affinoide. Par le lemme 7.2, T'x est alors le pseudo-caractére associé a une
représentation A(X)-linéaire surjective p : A(X)[[] — A, A étant d’Azumaya sur
A(X) et T coincidant avec la trace réduite de A’

Soient gy, ..., g € I" engendrant A" sur A(X), considérons les O;g-morphismes 11, ..., T,
de OWI[T] vers O, définis sur les ouverts admissibles Q de X par

Ti(f) = T(g:f), f € AQIL]
Soient K; := ker(T;) le faisceau noyau de 7T; et K := N}_, K;. Par [15] 9.4.2 (proposition
2 et corollaire 3), K et les K; sont respectivement les faisceaux sur X associés aux A(X)-
modules K (X) et K;(X). Soit 2 un ouvert affinoide de X, la surjection A(X)[['] — A’
induit une surjection A(Q)[I'] — A’ ®ax) A(Q), et A’ @ax) A(Q2) est d’Azumaya sur
A(Q), de trace réduite coincidant avec T'(€2). En particulier I'image des g; engendre
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A" @axy A(Q2) sur A(S2) et la non dégénérescence de la trace réduite sur cette der-
niére implique que l'application canonique ker(7')(2) — K(Q2) est un isomorphisme.
En particulier, ker(T") est le faisceau associé & K(X), et [15] 9.4.2.2.iii) implique que
O[]/ ker(T) est le faisceau associé a A(X)[T']/(ker(T)(X)). Comme cette derniére
A(X)-algebre coincide avec A’, cela conclut la premiére assertion de la proposition.

Soit p : I' — A*, le morphisme canonique déduit de ' — (’);g [['], il reste a voir qu’il
est continu. Ceci se vérifie sur les sections sur les ouverts affinoides de X, on est donc
ramené a le vérifier sur les sections globales quand X est affinoide, cas qui découle du
lemme 7.2. [J

COROLLAIRE 7.1. Soient X wun espace rigide, T : I' — O;g un pseudo-caractere
continu, Xy, le lieu d’irréductibilité de X. Alors il existe une algebre d’Azumaya A sur
Xir qui est une représentation continue surjective de O;igrr Il — A de trace réduite T.
Elle induit une représentation continue de I’ — A*.

7.3. Certains groupes unitaires.

On considére un groupe unitaire G comme en §4.1. Nous devrons faire quelques
restrictions sur GG pour assurer 'existence, selon les résultats actuels, de représentations
galoisiennes attachées a ses formes automorphes. Rappelons que G est le groupe unitaire
d'une algébre centrale simple D de dimension n? de centre une extension quadratique
imaginaire £/ de Q munie d’une involution de seconde espéce, cette derniére étant de type
(n,0) a l'infini. L’extension des scalaires a E de G est le groupe D*/E des inversibles de
D, qui est une forme intérieure de GL,,/E. On fera les hypothéses suivantes :

— D n’est ramifiée sur F qu’en des places décomposées sur QQ, ou elle est de surcroit

une algébre a division,

— il existe au moins un telle place.

THEOREME 7.1. (Labesse-Clozel) Soit m une représentation automorphe irréductible
de G(A), alors il existe une représentation automorphe irréductible BC(m) de D*(Ag),
qui est un changement de base faible de 7.

Ce résultat est une conséquence de [28] Appendice A, théoréme 5.2, notant que
la condition d’étre cohomologique a l'infini est satisfaite en degré 0 par I’hypothése
"G(R) compact", et que l'on est dans leur hypothése (b). On entend par changement
de base faible une représentation automorphe qui coincide en toutes les places ou F,
D et 7w sont non ramifiés avec le changement de base local non ramifié. Le plongement
distingué E C C défini en 4.1 nous permet de voir 7., comme la restriction & G(R) d'une
représentation de tout G(C). On notera 7< la représentation de dimension finie ., @77,
de G(C). Il est démontré loc.cit. que BC(7)s a de la cohomologie dans (75)*.

On passe de D*/E a sa forme intérieure déployée GL,,/FE par la correspondance de
Jacquet-Langlands globale. Cette correspondance est due & Vignéras (cf. [51] chapitre
VI.1), on en énonce une version un peu affaiblie ci-dessous. Elle utilise I'hypothése que
I’algébre a division est supposée déployée aux places ou elle n’est pas une algébre a
division :
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THEOREME 7.2. (Vignéras) Soit m une représentation automorphe irréductible de
D*(Ag), alors il existe une unique représentation automorphe irréductible JL(m) de GL,,(Ag),
intervenant dans le spectre discret, isomorphe a ™ aux places ou D est non ramifiée.

Enfin, on obtient les représentations galoisiennes par le résultat suivant, dont les
premiéres versions sont dues a Clozel dans [27|, se basant sur les résultats de Kottwitz,
puis amélioré par Harris-Taylor dans [51].

THEOREME 7.3. (|51] théoréme VII.1.9) Soit m une représentation automorphe cus-
pidale de GL, (Ag), irréductible, telle que :
o 7.(_* ~ 7.‘_6;
— Too @ le méme caractere infinitésimal qu’une représentation algébrique complexe de
la restriction des scalaires de E a Q de GL,,,
— a une place finie v de L, w, est de carré intégrable.
Alors il existe un unique systéme compatible de représentations semi-simples \-adiques

Ry(7) : Gal(E/E) — GL,(Q)),

découpées dans la cohomologie l-adique d’une variété algébrique propre et lisse, telles
que :

— Ry(m) est non ramifiée en toutes les places finies v de E, v # X\, ou m, est non
ramifiée, et correspond en ces méme places, par la correspondance de Langlands
locale non ramifiée, a T, @ | det(.)|(1=™/2,

— Ry\(m) est potentiellement semi-stable en toutes les places v de E divisant [, et
cristalline en ces places si m, est non ramifiée,

— (Ba(m))" = (Ra(m))(n — 1)

Pour une représentation p de Gal(E/E) ou de GL,(Ag), nous entendons par p° la
représentation sur ’espace de p définie par

9= r(7(9)),

oti 7 désigne la conjugaison complexe. Nous faisons agir 7 sur Gal(E/FE) par conjugaison,
et sur GL,(Ag) par son action naturelle sur Ag. Nous normalisons la correspondance
de Langlands en faisant correspondre Frobenius géométriques et uniformisantes dans la
théorie du corps de classe locale (cf. [51] p.2). Le caractére cyclotomique est noté Q,(1),
la convention que I’on adopte pour son poids de Hodge-Tate est —1. On fixe pour chaque
place v, un élément de Frobenius géométrique F, € Gal(E/E).

On considére ’ensemble fini S des places finies v de F divisant p, ou divisant une
place v' de Q en laquelle soit G est ramifié, soit il est non ramifié mais Uy(p),» n’est pas
maximal de type hyperspécial dans G(Q,/) (cf. [107] §1.10,3.2). On fixe une algebre de
Hecke H (cf. 4.5.2) contenant ’algébre de Hecke globale hors de S de (G(Af), Up(p)). On
note S’ 'ensemble des places finies de £ non dans S, et Gal(E/E)g le groupe de Galois
de la plus grande sous-extension de E/E non ramifi¢e hors de S. On rappelle de plus que
nous avons fixé en 4.1 une place décomposée w de E divisant p. On note D,, un groupe
de décomposition en w de Gal(E/E)s.
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Soit v € S divisant | € Z et décomposé dans F, la donnée de v nous permet
d’identifier G(Q;) a GL,(Q;) = GL,(E,), et de considérer 'opérateur de Hecke T, € H
donné par la double classe :

De méme, si v € S’ divise un premier [ € Z inerte dans F, il existe un opérateur de Hecke
T, ayant la propriété suivante : pour toute représentation non ramifiée m, de G(Q;), la

valeur propre de T, sur la droite non ramifiée 7@ ast 1a meéme que celle de
GL, (Og, )diag(1, 1, ..,1,1)GL,(Og,)]

sur la droite non ramifice BC()y En(Or0)

Définitions : Si f € S;(G,Uy(p)), on dira que f est ancienne en p si elle engendre'?
une représentation automorphe de G(A) contenant un GL,,(Z,)-invariant non nul. Un
poids t = (my, ...,m,) € N1 x Z est dit régulier si aucun des m;, i € {1,...,n—1}, n’est
nul.

COROLLAIRE 7.2. Soient t € N""' X Z réqulier, f € S;, (G, Uy(p))® une forme propre
pour H, alors il existe une unique représentation semi-simple
ps: Gal(E/E)s — GL,(Q,),

potentiellement semi-stable aux places de E divisant p, telle que pour toute place v € S’,

T,(f) = tr(ps(F)) f
La représentation py ne dépend que du point x € D, (G,Uy(p))(C,) attaché a f par le
théoréme 6.2, on la note p(x).

Si f est ancienne en p et m, est un facteur irréductible non ramifié de la représentation
de GL,(Q,) engendrée par f, alors la restriction de py a D, est cristalline, de poids de
Hodge-Tuate

my <l4+mp+m, 1 <---<n—1)+m,+..+m
et le polynome caractéristique de son Frobenius cristallin est ['image par i), du polynéme
de Hecke de .

Preuve : Notons encore f ’élément de S;(G, Uy (p), C) associé a la forme de ’énoncé
comme au paragraphe 4.2. L’espace G(Q)\G(A) étant compact, L*(G(Q)\G(A)) est
I'adhérence de la somme directe de ses sous-représentations (automorphes) irréductibles

sous l'action de G(A). Soit A(t, U;(p)) le sous-espace vectoriel de L*(G(Q)\G(A)) somme
directe des représentations automorphes irréductibles m de G(A) telles que

Too = Si(C)*, et 71 £ 0,

La représentation A(t,U;(p)) est engendrée par S;(G, Ui (p), C), et se décompose comme
somme finie de représentations irréductibles,

A(t,Ui(p)) = iy

1201 rappelle que l'on a fixé en §4.1 un isomorphisme i, : C — @p, qui nous permet en particulier
d’associer & f un élément de S¢(G,Uy(p), C) comme en §4.2.
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Soit f = fi+ ...+ fr € Si(G,U;(p),C) écrite selon cette décomposition. Comme f est
propre pour ’algébre de Hecke non ramifiée hors de S, tous les f; le sont aussi, avec méme
caractére. On choisit une quelconque des représentations automorphes irréductibles ;
telle que f; soit non nulle, on la note 7(f). On a vu que les 7(f), avec v € S” sont non
ramifiées et que leurs parameétres de Langlands se lisent sur 'action de H sur f. L’image
par i, de ces derniers se lit donc sur le point z; € D, (G, Uy(p))(C,) correspondant & f
par le théoreme 6.2.

Par la discussion précédent 7.3, on peut considérer la représentation automorphe
7' = JL(BC(n(f))) de GL,(Ag), qui est discréte par 7.2. Elle satisfait ()" ~ (7')¢
car c’est vrai aux places finies hors de S, et par le théoréme de multiplicité 1 forte
dans le spectre discret de GL,(Ag). On sait de plus que la représentation BC(7m(f))eo
a de la cohomologie dans (7% )*, et en particulier méme caractére infinitésimal que 75
(cf. [14] chapitre I corollaire 4.2). Le théoréme principal de [76] assure qu'il existe un
diviseur d de n, ainsi qu’'une représentation automorphe cuspidale irréductible 7" de
GL,/4(AE), tels que si P est un parabolique de GL,, de Levi GL‘fL /4> alors 7’ est un sous-
quotient de I'induite parabolique normalisée de P(Ag) a GL,(Ag) de la représentation
7" ®|det [1=D/2 x ... x 7" @ | det |(®"Y/2, La composante archimédienne de cette induite
admet un caractére infinitésimal (|65] proposition 8.22), qui est donc aussi celui de tous
ses constituants. Si t est un poids régulier, I'identification de ce caractére infinitésimal
avec celui de 75 entraine que d = 1, puis que 7’ est cuspidale (le théoréme 6.1 de [40]
montre méme que 7. est tempérée). Un théoréme de Shalika (|92]| corollaire du §5)
assure alors que les composantes locales de 7’ sont génériques en toutes les places finies
de E. Soit v une place finie de F telle que D, est une algébre & division, il en existe par
hypothése sur G. Une version plus précise du théoréme 7.2, énoncée et prouvée en [51|
(cf. 1.3 et théoréme VI.1.1 n°2), montre qu’il y a deux possibilités a priori pour 7, (cf.
loc.cit.). Le théoréme 9.7 de [110] assure que seule celle de carré intégrable est générique
(non dégénérée dans sa terminologie). Ainsi, 7’ est de carré intégrable aux places finies
ramifiées pour D, et 7’ entre dans les hypothéses du théoréme 7.3.

La donnée de 7, comme place A-adique nous fournit en particulier une représentation
P
p-adique semi-simple de dimension n comme dans 1’énoncé :

py =1, (1)
Les transferts a D* puis GL,, sont compatibles avec le transfert non ramifié aux places
dans S, w(f) — py est donc compatible avec la correspondance de Langlands non ra-
mifiée par le théoréme 7.3. Ceci détermine les polynomes caractéristiques dans py des
Frobenius de S’, le théoréme de Cebotarev conclut que p; est indépendante du 7(f)
choisi initialement, puis ne dépend que du point z; € D, (G, Uy(p))(C,) associé a f.

Si f est ancienne en p on peut choisir un 7(f) ayant pour composante en p le m,
de I'énoncé, qui est non ramifié. Mais les transferts 7.1 et 7.2 étant compatibles aux
transferts locaux non ramifiés en les places non ramifiées pour D, E et , ils le sont en
la place w. Le théoréme 7.3 implique alors que la représentation p-adique py, restreinte
a chaque groupe de décomposition aux places v de E divisant p, est cristalline et que le
parameétre de Langlands de 7/, est celui de 7.
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L’assertion sur les poids de Hodge-Tate de (R;,(7'))|p,, découle du théoréme VII.1.9,
n°4, de [51], car 7, a méme caracteére infinitésimal que 7%. La représentation (ps)p,,
obtenue dans [51] (cf. §3) est réalisée dans la cohomologie étale p-adique de la fibre
générique d’une variété propre et lisse sur Z,, un de ses multiples étant découpé par
une correspondance algébrique (cf. [51] chapitre II1.2). Un théoréme de Katz-Messing
(|62] théoréme 2.2), combiné avec 7.3 et le théoréme de changement de base lisse en
cohomologie [-adique, assure que le polynome caractéristique du Frobenius de cristallin

de (py)|p,, coincide avec I'image par i, du polynome de Hecke de 7(f),. O

7.4. Applications aux familles de représentations galoisiennes. On conserve
dans ce paragraphe les notations du §7.3. Soit D, la nilréduction de 'espace rigide
associé a la donnée (G, Up(p), x, Hy.a) par le théoréme 6.2. La proposition 7.1 s’applique
en prenant :

- X =D,,

- 'H’ 'image par le morphisme a (6.2) de H, s dans ng :
proposition 4.4,

-T':= Gal(E/E)s défini en 7.3,

- 5" ainsi que les (F},),es définis loc.cit. (la réunion des classes de conjugaison des F),
est dense dans I' par le théoréme de Cebotarev),

elle est compacte par la

- pour v € §'; a, := a(Ty,), T, étant défini loc.cit.,

- Z l'ensemble des points classiques de poids régulier de D, (C,) (il est Zariski-dense
par une modification triviale de 6.8),

- les représentations p(z), z € Z, données par le corollaire 7.2.

COROLLAIRE 7.3. Il existe un unique pseudo-caractére continu, de dimension n,
. i) rig
T:Gal(E/E)s — Op’,

dont l'évaluation en tout point classique de poids régulier de D, est la trace de la repré-
sentation galoisienne associée a ce point par 7.2.

Tout pseudo-caractere continu C,-valué étant la trace d’une unique représentation
continue, semi-simple, de dimension finie ([106]), on en déduit le :

COROLLAIRE 7.4. Soitt € W(C,), f € S, (G,Uy(p)) une forme propre pour Hy a,
de pente finie, il existe une unique représentation semi-simple continue

ps: Gal(E/E)s — GL,(C))
telle que pour tout v ¢ S, T,(f) = tr(ps(F))f.

En utilisant la théorie de Sen développée dans [100], ainsi que 7.2, on montrerait

facilement que si ¢t = (t1,...,1,) € W(Q,), alors p; a pour poids de Hodge-Tate-Sen
(tn, L +tn+tp1,..,(m—1)+t,+ ... + 1)
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En particulier, ps n’est pas de Hodge-Tate en général. La théorie de Hodge p-adique de
ces représentations peut étre comprise a l'aide des travaux récents Kisin dans [64] (voir
aussi §7.5, ainsi que le chapitre III §5 et §6 de cette thése).

Enfin, si D, ;, désigne le lieu d’irréductibilité du pseudo-caractére 7', le corollaire 7.1
donne :

COROLLAIRE 7.5. Il existe une unique algebre d’Azumaya A sur D, ;. et une repré-
sentation continue Gal(E/E)s — A*, dont I’évaluation en tout point classique réqulier

z € Dy i(C,) est Uextension des scalaires a C,, de la représentation galoisienne associée
a ce pownt par 7.2.

Remarques :

— L’irréductibilité des représentations galoisiennes attachées aux représentations au-
tomorphes du théoréeme 7.3, bien que conjecturée, n’est connue en générale que si
n < 3 (Ribet, Blasius-Rogawski, cf. [71]), ou si elles sont supposées supercuspidales
a au moins une place finie (Harris-Taylor [51] théoréme C'). Dans le premier cas,
on a done, Z C D, sy # 0.

Expliquons rapidement comment utiliser le second cas. Soit v’ une place finie de
E décomposée, ne divisant pas p, telle que D*(E, ) = GL,(E,). Soit (J, ) un type
d’une supercuspidale fixée de GL,,(E,/) (cf. [18] §5), choisissons Uy(p) de fagon a
ce que Uy(p)y = J. Une modification triviale des constructions faites au §4 nous
permettrait de construire des familles de formes automorphes p-adiques de pentes
finies pour G avec type (Up(p), x ® r). Un exemple est traité en détail pour n = 3
dans le chapitre III §8.2 de cette thése, le cas général est formellement identique.
Notant que les transferts 7.1 et 7.2 sont compatibles au transfert local en la place
v' (]69] 3.4, 4.5.2, 4.6.2), il vient que si 7 est une représentation automorphe pour
G ayant le type (J,7) en v', JL(BC(7)) est supercuspidale en v. On est donc dans
le second cas discuté ci-dessus et D, i, = D,.

Enfin, par des techniques de théorie de Hodge p-adique, il est possible de dé-
montrer que sur certaines composantes irréductibles de Dy, (7%)p, est la trace
d’une représentation irréductible (cf. 111.9.1 et I11.6.1).

— D’apres le lemme 4.8.3, chaque représentation py avec f classique apparait jusqu’a
n! fois sur D, (C,). Ce phénoméne est ’analogue de 'existence des formes jumelles
dans le cas du groupe GLy. Les déformations de py construites a partir de différents
points de D, (C,) sont en général trés différentes.

7.5. Variétés de Hecke et p-motifs classiques raffinés.

7.5.1. p-motifs raffinés de Mazur. Soient E' un corps de nombres, K C C, un corps
local, et n > 1 un entier. Suivant Mazur dans [73|, on appelle p-motif classique de
rang n a coefficients dans K, la donnée d'un K-espace vectoriel W de rang n et d'une
représentation continue de Gal(E/E) sur W, qui est non-ramifiée hors d'un ensemble
fini, et dont la restriction a chaque groupe de décomposition aux places de E divisant p
est cristalline.

Soit w une place de E divisant p telle que £, = Q,, D,, un groupe de décomposition
en w, et W un tel p-motif. A W vue comme représentation de D,, = Gal(@p/ Q,), on
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peut alors associer, suivant Fontaine, un p-module filtré D(W) faiblement admissible.
Comme E,, = Q,, ¢ est K-linéaire et on notera R(W') 'ensemble des n valeurs propres
de ¢, comptées avec multiplicités. De plus, on note J(W) C Z I'ensemble des poids de
Hodge-Tate de W, et

§; = dimg (Fil'(D(W)) /Fil'™ (D(W)))
Mazur définit loc.cit. un raffinement de W comme étant la donnée R d’une partition
ordonnée de R(W), soit R = [[;_, I;, satisfaisant |I;| = d;. Si W est régulier, i.e. si
Vi e J(W), 6; = 1, se donner un raffinement équivaut a ordonner les racines de ¢. Si
(W, R) est un p-motif classique raffiné de rang n, on peut lui attacher les nombres
Fi(W) = \/p"
ou k; est le i-éme poids de Hodge-Tate de W, ces derniers étant rangés par ordre croissant,

et R = {A1,..., \n}, ainsi que son polynéme-U € @p[T | qui est le polynome dont les
racines sont les F;(WV).

L’intérét de la notion de raffinement vient de ce que les p-motifs raffinés semblent
se déformer p-adiquement "avec leur raffinement", dans le sens ou les F; (et non pas
les \;) varient analytiquement dans la déformation. Ceci est discuté en détail dans [73],
et les résultats de cet article (cf. §7.5.2) peuvent étre vus comme une confirmation des
prédictions faites loc.cit. Mazur a proposé de plus une condition de non criticité pour les
p-motifs raffinés :

Définition : (Mazur) (W, R) est dit de pente non critique si
V(A1) < ko, v(An) > kpo1 et si
Vie{2,...,n—1} v(\) €lki1, ki
Par exemple, si W est ordinaire, il a un unique raffinement de pente non critique
R = {1, ..., \n }, satisfaisant v(\;) = k;; un tel (W, R) sera dit ordinaire. Il nous sera

utile de définir, si a = (a3 < ag < --- < a,) est une suite croissante d’entiers, (W, R) un
p-motif raffiné comme ci-dessus,

Us(W) = H Fy(W)en=is1

Définition : (W, R) sera dit U%-non critique si a est strictement croissante et si
v(U(W)) < MinjZ (ai1 — i) (kn—ip1 — kni)
(W, R) sera dit U-non critique si il est U*-non critique pour au moins une suite a.

PROPOSITION 7.3. Si (W, R) est U-non critique, il est de pente non critique. La
réciproque est vraie si (W, R) est ordinaire, ou sin = 2.

Preuve : Soit (W, R) U%non critique, on supposera a; = 0 et aussi k; = 0, ce qui
est loisible. Si i € {1,...,n — 1}, on pose m; + 1 := k,,_; 41 — k,_;, En terme des F;(W),
la condition de pente non critique s’écrit Fy(W) < m,_1 + 1, F,(W) > —m; — 1 et
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Vie{2,...,n—1}, —my_i1—1 < F(W) < My—i+1. OronaU*(W) =[], Fy(W)on-it1,
et si pour j € {0,...,n — 1}, on pose v; = > "/ v(F;(W)), alors

n—1
VJ € {1, ey — ].}, Z(az‘+1 - CLZ'>’UZ' < (mj + ].)(CL]‘_H - CLj)
i=1
De ceci et du fait que Vj € {1,...,n}, v; > 0 (le polygone de Hodge est au dessous
du polygone de Newton), on déduit facilement que (W, R) est de pente non critique.
Si (W, R) est ordinaire, il est U1~ critique. Enfin, 1’équivalence quand n = 2 est
immédiate. [

Ezemple : Dans le cas n = 3, il est facile de montrer que (W, R) (avec k; = 0 comme
on peut le supposer) est U-non critique si et seulement si il est de pente non critique et
si il vérifie la condition :

v(A) (o)
AU g
b ks
Cette condition ne serait pas vérifiée par exemple pour un (W, R) de poids de Hodge-
Tate (0,1,2) tel que v(A\) = 1/2, v(Ag) = 1, et v(A3) = 3/2 (il n’y a pas d’obstruction
locale en p a ce qu'un tel W existe).

7.5.2. p-motifs raffinés attachés aux formes automorphes non ramifiées en p.

On se replace dans le cadre du paragraphe 7.3, en particulier F est un corps quadra-
tique imaginaire décomposé en p. On fixe

z € Dy(G, Up(p))(C,),

un point classique de poids régulier ancien en p, de poids t = k(z) = (my,...,m,) €
N"=1 x Z. Soit p(z) la représentation galoisienne attachée a x comme en 7.2, elle prend
ses valeurs dans un corps local E. D’aprés 7.2, on sait que sa restriction a D,, (ainsi qu’a
l'autre place divisant p par la derniére assertion de 7.3) est cristalline. Cela nous fournit
donc un p-motif classique noté W(x). On sait de plus de 7.2 que W(x) est régulier, de
poids de Hodge-Tate :

(mnumn+mn—1+17mn+mn—1+mn—2+27"' s My My +Mo + . =My + 1 — 1)
Il est commode de poser
ki=mp+mp_1+my o+ ...+mMp_ji1+1—1,

c’est le i€ poids de Hodge-Tate de W (x), rangés par ordre croissant.

Ceci nous permet d’associer & W (x) un raffinement canonique de la maniére qui suit.
D’apreés 7.2, le polynome caractéristique du Frobenius de W (z) est i,(P(T")) ot P(T') est
le polynoéme de Hecke d'une certaine représentation non ramifiée 7, de GL,(Q,). Fixons
f € Si(G,Up(p),C) telle que x est associé & f par 6.2 et §4.2, engendrant m,. D’aprés
§4.8, lemme 4.4, les opérateurs de Hecke [Tul] opérent par un caractére y sur f ayant la
propriété que le polynéome de Hecke soit
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(T - p'x(F))
i=1
De plus, par construction et la remarque concluant §4.8, ¢,(p" ' x(F})) = p"F;(z).
On pose donc
N = Fy(x)p"

D’aprés la remarque suivant la définition 4.8.3 §4.8, ceci nous fournit bien un raffinement
de W(z), que 'on note R(z). Son polynéme-U est [[/_, (T —F;(z)), F;(z) = F;(W(x)) et
pour toute suite croissante positive a, U (z) = U*(W (x)). La traduction de non criticité
est donc :

(W(x),R(x)) est U"-non critique <« x est trés classique pour Uy

D’aprés la proposition 6.9, si p > 2, les @ € D, (G, Uy(p))(C,) trés classiques et
anciens en p sont Zariski-denses. Ainsi, le couple (D, (G, Uy(p)), {F1,...,F,}) peut étre
vu comme espace rigide d’interpolation de p-motifs raffinés en p. Ceci est un point de
départ pour étudier la famille de représentations galoisiennes portée par D, (G, Uy(p)),
par exemple a la maniére des travaux récents de Kisin [64].
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1. Introduction

Soient D/Q l'algébre de quaternions définie de discriminant d, p un nombre premier
et N un entier tels que (Np,d) = (IV,p) = 1, nous établissons dans ce texte un transfert
"a la Jacquet-Langlands" bijectif entre les formes modulaires p-adiques surconvergentes
de pente finie ([61], [29]), propres, cuspidales et nouvelles en d, et les formes modulaires
p-adiques quaternioniques pour D de pente finie (|21]), en niveau modéré N et poids-
caractére quelconque (théoréme 5.3). Ce transfert est Hecke-équivariant et coincide avec
la correspondance de Jacquet-Langlands usuelle lorsqu’on le restreint aux formes modu-
laires "classiques" de part et d’autre. Mieux, il respecte les familles p-adiques, et nous
prouvons qu’il provient d’un isomorphisme rigide-analytique entre les courbes de Hecke
("the eigencurves") correspondantes (théoréme 6.2).

Notre preuve est basée sur 'existence de systémes de modules de Banach de part et
d’autre (2.1), et de leur comparaison. On démontre en fait un énoncé général (théoréme
6.1) sur la comparaison de ces systémes. Des arguments de Zariski-densité de points
"classiques" sur certaines hypersurfaces de Fredholm et sur les variétés de Hecke y jouent
un role important. On en déduit notre correspondance en utilisant la correspondance de
Jacquet-Langlands usuelle, et les assertions de "classicité en petite pente" de part et
d’autre.

Un des charmes de cette correspondance est que les objets qu’elle compare sont, dans
une large mesure, de natures assez différentes. Les formes modulaires p-adiques surconver-
gentes usuelles sont des sections de fibrés surconvergentes sur le lieu ordinaire des courbes
modulaires, alors que les formes modulaires quaternioniques p-adiques sont purs produits
de la théorie des groupes, spécialement des représentations p-adiques de GL2(Q,). Nous y
voyons plusieurs intéréts, I'un d’entre eux étant la possibilité d’introduire des méthodes
de théorie des représentations p-adiques des groupes de Lie p-adiques dans la théorie
des formes modulaires surconvergentes. Ceci est par exemple en accord avec une philos-
phie de Langlands purement p-adique (encore non formulée a notre connaissance). Un
autre intéret vient de qu’il reste une multitude de questions non résolues concernant "the
eigencurve" (voir l'introduction de [33]), I'origine plus combinatoire des formes quater-
nioniques peut permettre, sinon de les résoudre, de faciliter tout au moins les expériences
numériques. Nous discutons de certaines conséquences de notre correspondance, ainsi que
de problemes encore ouverts, dans la derniére partie du texte.

Dans le chapitre 1 de cette thése, nous avons construit des variétés de Hecke pour
tous les groupes algébriques G sur Q tels que G(R) = U,(C), G(Q,) = GL,(Q,), et
on peut se demander de maniére générale si les transferts usuels se prolongent, et com-
ment, aux formes modulaires surconvergentes pour ces groupes. En ce qui concerne les
correspondances de Jacquet-Langlands éventuelles entre de tels groupes, les résultats de
ce chapitre s’y appliquent sans modification, du moment que la correspondance classique
entre les deux groupes en question est connue pour suffisament de poids (voir le théoréme
6.1).
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Ce travail repose substantiellement sur ceux de Buzzard, Coleman, et Mazur, nous les en
remercions. La question de 'existence ou non d’un morphisme entre les deux courbes de Hecke
avait notamment été posée par Buzzard.

Notations : p est un nombre premier. C, est le complété d'une cloture algébrique
de Qp, muni de la norme telle que [p| = 1/p, v(.) est la valuation associée. Si X/C, est
un espace rigide, A(X) est 'anneau des fonctions rigides analytiques sur X ; si X est
de plus affinoide réduit, la norme sup. sur X munit A(X) d’une structure de C,-algebre

de Banach. A' désigne la droite rigide sur C,. A (resp. Ay, resp. Agfd)) est 'anneau des
adeéles (resp. adeéles finies, resp. adéles hors de {d,00}) de Q. Si d et n sont des entiers,
on note d|n si d divise n et (d,n/d) = 1. Si B est un anneau, B* désigne le groupe

multiplicatif de ses inversibles. diag(a, b) désigne la matrice ( g 0 )

2. Systémes de modules de Banach

2.1. Modules de Banach. La notion de systémes de modules de Banach ortho-
normalisables est introduite dans [33] §4.3.

On appellera systéme d’espaces de Banach la donnée d'un ensemble £ = {E,,,i,,n €
N} de C,-espaces de Banach orthonormalisables E,,, et d’applications C,-linéaires com-
pactes i, : E, — E,,1, on notera ET la limite inductive des E,, selon les 4,. Si W/ C, est
un espace rigide réduit, on appellera faisceau de modules de Banach orthonormalisables
sur W la donnée d’un faisceau B sur W tel que pour tout ouvert affinoide V-C W, B(V')
ait une structure de A(V)-module de Banach orthonormalisable, et tel que si V' C V'
sont des ouverts affinoides de W, I'application canonique B(V')@ a1 A(V) — B(V) soit
un isomorphisme de A(V)-modules de Banach. Un systéme de modules de Banach sur
W est la donnée d'un ensemble E = {E,,i,,n € N} ou E, est un faisceau de modules
de Banach orthonormalisables sur W, et i, : E,, — FE,.1 est un morphisme de faisceaux
tel que si V' est un ouvert affinoide de W, i,(V') : E, (V) — E,+1(V) soit A(V)-linéaire
compacte. On notera alors E(V,n) := E,(V), et on abrégera le tout en £ = (E(V,n)).
Enfin, on dispose d’une notion évidente de sous-systéme de modules de Banach sur W.

Ezemple : Si E = {E,,i,,n € N} est un systéme d’espaces de Banach, on peut lui
associer un systéme de modules de Banach sur YW comme suit. Soit Eyy , le faisceau de
modules de Banach orthonormalisables sur W associé a E,, au sens du §1.3.7. On rappelle
que si V est ouvert affinoide, on a Eyy,,(V) := A(V)&c, E,, que l'on notera encore E(V,n).
in nous fournit de plus par extension des scalairs une application compacte A(V')-linéaire
in(V): E(V,n) — E(V,n+1). On appellera (E(V,n)) le systéme de modules de Banach
sur W associé a E.

Fixons E = (E(V,n)) un systéme de modules de Banach sur W. Si z € W(C,), on
notera £, le systéme d’espaces de Banach déduit de E par évaluation en = : E,,, =
E(V,n)®401C, pour tout V tel que z € V(C,) (A(V) — C, étant 'évaluation en ),
lyn @ Eyn — By nq1 Uapplication compacte déduite. Dans nos applications, les i, ,, seront
toujours injectives. C’est par exemple le cas si Fyy, est le systéme de modules de Banach



94 II. UNE CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS p-ADIQUE

sur W associé a un systéme d’espaces de Banach {F,, i,, n € N} tel que les i, soient
injectives.

On appellera endomorphisme de E' la donnée, pour chaque V' C W ouvert affinoide,
et pour tout n assez grand (V' étant fixé), d’'un endomorphisme continu A(V')-linéaire
U(V,n) de E(V,n), tel que les U(V,n) commutent aux applications E(V,n) — E(V,n+
1), et aux changements de bases ouverts affinoides E(V,n) — E(V',n) lorsqu’ils sont
définis. On dira que U := (U(V,n)) est un endomorphisme de E et on identifiera deux
endomorphismes U et U’ si pour tout V' et n assez grand, U(V,n) = U'(V,n). L’ensemble
End(E) de ces endomorphismes est alors une C,-algébre de maniére naturelle. Si H est un
anneau (resp. G un moinoide), une représentation de H (resp. de G) sur E est la donnée
d’un morphisme de C,-algébre H — End(E) (resp. C,[G] — End(E)). On parlera alors
de systéeme de H-modules de Banach sur W.

On note Comp(F) l'idéal bilatére de End(E) composé des éléments ayant la propriété
suivante : pour V' C W un ouvert affinoide fixé, il existe pour tout n assez grand un endo-
morphisme A(V')-linéaire continu 7(V,n) : E(V,n+ 1) — E(V,n) tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

E(V.in) — 2~ E(V,n)
) T(Vn) )
Zn(v) Zn(v)

E(Vin+1) S E(V,n+1)

En particulier, U(V, n) est compact, et [30] A.2.3 assure que det(1 —U(V,n)gw,n) €
1 +TA(V){{T}} est indépendant de n assez grand. La formation des séries de Fred-
holm commutant aux changements de base ouverts affinoides, toutes ces séries pro-
viennent par restriction d’une unique série de Fredholm Fredg(U) sur W, Fredg(U)

€1+ TAW){{T}}.

2.2. L’espace des poids-caractéres.

On fixe p > 2 dans ce qui suit, A est ’'anneau local complet Z,[[(1+pZ,)]], W la boule
ouverte rigide de centre 1 et rayon 1, W(C,) := {z € C,, |z — 1| < 1}. L’application
A — A(W) définie par [1+4p] — Z identifie topologiquement A aux fonctions analytiques
Q,-valuées sur W(Q,,) bornées par 1 sur tout W(C,). L’application x +— x(1 + p) induit
une bijection :

Homyg, _cont (1 + pZy, C;) =~ W(C,)
On dispose d'un caractére "universel" continu déterminé par k“**(1 + p) = Z :
K'Y 1+ ply, — AW)F

On note py = {¢ € C;, Ir € N, (¥ = 1}, ppee € W(C,). Si ¢ € C; est tel que
P =1, ¢.(1+p)* € W(C,) correspond au caractére & — z¥x(x), x étant le caractére
d’ordre fini de 1+ pZ, tel que x(1+p) = ¢, caractére que l'on notera (k, x). Dans ce cas,
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on appellera conducteur de x, noté cond(x), le plus petit entier naturel r tel que x soit
trivial sur 14 p"Z,, .

On aura besoin en 3.2.2 d’introduire pour r > 1, la boule rigide W, C W :
_ 1
Wi(Cp) :={r e W(C,)), |s—1| <p » &1}

1

On a par exemple (14 p)*¢ € W, quand (¥ = 1. Tout £ dans W,(C,) est un caractére
de 1 + pZ, de restriction analytique a 1 4 p"Z,. Mieux, si V' C W, est ouvert affinoide,
la restriction de k*" & A(V) est un caractére A(V)-valué de 1+ pZ, dont la restriction
a 1+ p"Z, est analytique.

On note 7 : (Z/pZ)* — Z; le caractére de Teichmiiller. On verra en général les
caracteres de 1 + pZ, comme des caractéres de Zy, en les étendant trivialement sur les
racines de l'unité.

3. Formes modulaires p-adiques

Nous allons dans ce qui suit rappeler les acteurs essentiels de ce papier. On fixe un
nombre premier p > 5, des entiers N et d, (N,p) = (N,d) = (p,d) = 1, d sans facteur
carré.

Soit ‘H la Z-algebre commutative de polyndémes sur les lettres .S;, T;, si [ est premier
et (I, Ndp) =1, et U, si [ premier divise Ndp. On fixe ¢ = €,ey un caractére de (Z/pZ x
Z/NZ)*. On notera aussi, si n > 1, T;, I’élément de H obtenu par les formules usuelles :

S T = [Ja-tr) [ - T +185072)7!

n>1 l|Npd YNpd

3.1. Formes modulaires surconvergentes.
On fait des rappels sur certaines constructions faites dans [33] §2.1, [30] §4.3 .

Soit X;(Np,d) la courbe propre et plate sur Z, paramétrant les courbes elliptiques
généralisées avec structure de niveau de type I'1(Np) N To(d), w le faisceau inversible
habituel sur X;(Np,d). Si p > 3, on rappelle que la série d’Eisenstein normalisée de
niveau 1, E, 1, est une section globale de w?~! sur X;(Np,d)/Z, qui reléve I'invariant
de Hasse. Si 0 < v < 1 € Q, on définit X;(Np,d)(v) comme étant 'ouvert affinoide de
X1(Np,d)" sur lequel |E,_1| > p™", et Z1(Np,d)(v) la composante connexe affinoide
de oo dans X;(Np,d)(v) ([33] §2.1, §4.3). Pour tout m > 1, on s’intéressera plus géné-
ralement (|33] §2) a la courbe rigide analytique (lisse irréductible) Z;(Np™,d)(v), avec
0 <wv < 1, qui est la composante connexe affinoide de oo dans X;(Np™,d)(v).

My (p™,d,v) := H*(Z,(Np™, d)(v),w")

est le Cp-espace de Banach des formes modulaires v-surconvergentes de poids k, de niveau
'y (Np™) N To(d), il est muni d’une action naturelle de H ([33] §3.2, [30] B5). On fixe

ici, et pour tout le texte, une suite réelle décroissante (v,)nen, telle que Vn € N, v, =

p "y € [pnﬂz(?p ) pn(}f =y [NQ. La construction de nos systémes de modules de Banach
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dépend de vy d’'une maniére qui nous importera peu, pour alléger les notations nous
omettrons cette dépendance dans ce qui suit. On pourrait fixer vy = zﬁ'

Si k= (k,x) € W(C,) est de conducteur m, on dispose d'une série d’Eisenstein E,,
qui est une forme modulaire de poids k sur X;(Np™, d)(v) de caractére trivial hors de
p,XxT Fenp Si0<wv< ﬁ, Z1(Np,d)(v) s’identifie canoniquement au quotient de
Zy(Np™,d)(v) par 'action des diamants de (1 + pZ,)/(1 + p™Z,), permettant de voir
My(p, d,v) comme le sous-espace de My(p™, d,v) de caractére trivial sous (1+pZ,)/(1+
p™Z,). La multiplication par E, est un isomorphisme de C,-Banach de My(p™, d,v) sur
M (p™, d,v) multipliant le caractére en p par x7*. Le g-développement & 'infini de
E, est la spécialisation en x d'un g-développement "abstrait" E(q) € 1+ gAl[q]] appelé
famille d’Eisenstein restreinte ([33], §2.2).

On pose F := (F(V,n)), le systéme de modules de Banach sur W associé au systéme
d’espaces de Banach {A(Z1(Np,d)(v,)), res,,n € N}, les applications

res, : A(Z1(Np,d)(v,)) — A(Z1(Np,d)(vn41))

étant les restrictions compactes naturelles. Par définition, si V' C W est ouvert affinoide,
F(V,n) = A(V x Z1(Np,d)(v,)). F est de maniére naturelle une représentation de H,
U, € Comp(F) ([33] 3.2, [30] B5). Si k = (k, x) € W(C,) est de conducteur m, n > m—1,
F.. ., s'identifie, comme représentation de H, au sous-espace de My (p™, d, v,) de caractére
x7 % sous (Z/p™Z)*.

En chaque pointe ¢ dans Z;(Np, d)(0), la théorie des courbes de Tate (voir [61] A1.2)
nous fournit un g.-développement : F(V,n) — A(V)[[g.]]. De plus, (Z/NpZ)* agit par
automorphismes naturels sur X;(Np,d) en préservant Z;(Np, d)(v) et donc ’ensemble
de ses pointes. Notons A(Z;(Np™,d)(v,))%¢ le sous-espace de A(Z;(Np™,d)(v,)) com-
posé des fonctions de g.-développement nul pour tout ¢ dans Z;(Np, d)(0), et sur lequel
(Z/NpZ)* agit par le caractére ¢ fixé plus haut. On s’intéresse au systéme de modules
de Banach F%¢ associé au systéme d’espaces de Banach

{A(Z1(Np, d)(“n))o’ea T€Sp | A(Zy (Np,d)(vn))0ss TV € N}

C’est un sous-systéme de modules de Banach de F', préservé par H. Son évaluation
EX en k = (k,x) € W(C,) de conducteur m tel que n > m — 1 s’identifie au sous-

espace de My, (p™,d,v,) composé des formes de caractére e7 ¥y s’annulant aux pointes
de Z;(Np™,d)(0) (noter que E, est non nulle en chacune de ces pointes).

On définit dans ce qui suit le sous-module de Banach de F%¢ composé des familles
de formes surconvergentes "nouvelles en d" (voir aussi [30] B5). Soit [ premier divisant
d, ld' = d, on dispose de morphismes canoniques finis et plats

™ Xi(Np™, d) — Xy (Np™, d')

oubliant le sous-groupe d’ordre [. Ces morphismes induisent des morphismes rigides ana-
lytiques m @ Z(Np™,d)(v) — Z1(Np™,d’)(v), finis et plats de degré [ + 1 (étale hors
des pointes). L’isomorphisme canonique 7/ (w) ~ w permet d’en considérer la trace,
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m,w — w, d’olt en particulier sur les sections sur Z; (Np™,d')(v) :
tr(m)g : My (p™,d,v) — My(p™,d v)
On étend tr(m)o : A(Z1(Np,d)(v)) — A(Z1(Np,d")(v)), linéairement en un A(V)-

morphisme

Tr; : A(V x Zy(Np,d)(v)) — A(V x Z;(Np,d)(v))

Tr; définit ainsi un endomorphisme du module de Banach F%¢, il est bien défini pour
tous les couples (V,n).

LEMME 3.1. Soit k = (k,x) € W(C,), m = cond(k), n > m — 1, le diagramme
sutwant est commutatif :

F/i,n ﬂ) Mk(pm7 d7 Un)

Tnl ltr(ﬂ'l)k

Ff@” X—EK> Mk’(pm> dl? Un)

Preuve : 1l faut montrer que si f € My(p™, d,v), tr(m)i(E.f) = Eqtr(m)o(f), ce qui
découle immédiatement de ce que E, est de niveau premier a [. [

On vérifie aisément que Tr; commute aux correspondances de Hecke hors de [, aux
opérateurs diamants, et que Tr; = (I + 1)Tr; (cf. [30] B5.1). Notons W; I'involution
d’Atkin sur X;(Np™,d)/Z, définie modulairement par (E, H, ) — (E/H, E[l|/H, 7 ),
H étant un sous-groupe d’ordre | de E, w lisogénie E — E/H, et o une structure de
niveau de type I'y (Np™) NTy(d'). Elle préserve les Z;(Np™, d)(v) et induit par extension
des scalaires une involution encore notée W sur les A(Z;(Np,d)(v) x V).

Définition : Soit x € W(C,), f € F¢ est dite nouvelle en d si pour tout [ divisant
d, Tr,(f) = To(Wi(f)) = 0.

On notera F%¢? le systéme de modules de Banach sur W associé au systéme d’espaces
de Banach {A(Z,(Np,d)(v,))>*% res,,n € N}, ou

A(Z(Np,d)(v,))"* := A(Z1(Np,d)(v,))* N (ﬂ Ker(Tr;) N Ker(Tr; - W)))
)d

LEMME 3.2. F%5? est un sous-systéme de modules de Banach de F°° stable par
laction de 'H.

Preuve : Ca n’est pas complétement évident en ce qui concerne les U; avec l|d. 11
suffit de vérifier que pour x = (k,x) € W(C,), m = cond(k), n > m — 1, U, pré-
serve Fo4 dans F%. Sur M, (p™, d,vy,), on dispose d'un endomorphisme W, défini par
Wix(f)(E,H,a,w) = f(E/H,E[l]/H, 7., (")*(w)), avec les notations évidentes. On
vérifie que sur le sous-espace de caractére ex7 %, on a I/Vlzk =c(l)k(l) et

tr(m)u(f) = f + 1) 6O U(Wir(f), tr(m)e(Wix(f)) = f +1- Ui(f)
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De plus, si g € F*¢ et ¢; désigne la fonction inversible sur X;(Np, d)(v,) de g-dévelop-

Eﬁ(ql) ’
Ex(q)

pement , alors un calcul montre que

E-'Wik(9E,) = eWi(g)

En particulier, la multiplication par E,. envoie F,S”f;d isomorphiquement sur I'intersection
des Ker(tr(m),) N Ker(tr(m), - Wix) dans le sous-espace de My(p™,d,v,) de caractére
exT". Les relations ci-dessus montrent que ce sous-espace est stable par W, puis par
U;, qui coincide avec —l_IVVl,k sur ce dernier. (1

Sik = (k,x) € W(C,), n > cond(x)—1, F,g:j:;’d est C, ®z H-isomorphe au sous-espace
de Banach de My (p™, d, v,,) constitué des formes s’annulant aux pointes de Z;(Np™, d)(0),
de caractére ex7*, et annulées par les tr(m)g et tr(m); - Wiy Ces formes seront ap-
pelées nouvelles en d. Sur le sous-espace de My (p™,d,v,) composé des restrictions a
Z1(Np™,d)(v,) des formes convergentes sur tout X;(Np™,d), cette condition d’étre nou-
velle en d est précisément la condition usuelle.

Remarques : 1) Soit k = (k,x) € W(C,) de conducteur m, r € N, f € F,gf’d propre
pour tout H, on note x : H — C, le caractére défini par T,,(f) := x(T.)f. f a un ¢-
développement sur la pointe oo de la forme . a,q" tel que a,, = x(7},)a;. Le principe
du g-développement (i.e I'irréductibilité de Z;(Np™, d)(0)) montre alors que a; # 0, et
donc que I'on peut supposer a; = 1. Ceci définit donc une bijection entre caractéres
de H dans F25? et les éléments de ce dernier qui sont propres et de g-développement
normalisé¢ & 1 ("multiplicité 1 faible").

ii) Les C,-espaces de Banach A(Z;(Np, d)(v)), ainsi que tous leurs sous-espaces consi-
dérés dans ce paragraphe, sont orthonormalisables. En effet, d’aprés [93] 1.1, tout espace
de Banach provenant par extension des scalairs d’un espace de Banach sur un corps
local est orthonormalisable. De plus, par [93| 1.2, les inclusions A(Z;(Np,d)(v,)) D
A(Zy(Np,d)(v,))% D A(Z1(Np,d)(v,))*=? sont scindées dans la catégorie des C,-espaces
de Banach.

3.2. Formes modulaires quaternioniques p-adiques.
Dans ce qui suit, nous nous référerons a [21].

3.2.1. Séries principales p-adiques de ’[wahori. Introduisons tout d’abord quelques
notations de théorie des groupes :

L désigne le Borel inférieur de GL2(Q))
N les unipotents supérieurs de GLy(Z,)
I(m) le sous-groupe de GLy(Z,) composé des éléments triangulaires supérieurs modulo p™
I :=I1(0) I'Iwahori, w := diag(1,p)
M(m) est le sous-monoide de GLy(Q,) N M2(Z,) engendré par I(m) et u, M :=M(1)
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La décomposition d’Iwahori s’écrit I = (L N 1) x N. On identifie N & Z, via

1 ¢
( 01 ) —
La grosse cellule de Bruhat L\LI C L\GL2(Q,) = P'(Q,) est stable par multiplication

a droite par M. On note T la coordonnée sur Z,, I’action de M par translation a droite
sur les fonctions sur L\ LI = Z, s’écrit alors

a b b+dT’
T =
c d a—+cT
Soit n € N, on note C, la C,-algebre de Banach des fonctions sur Z, de restriction
analytique aux a 4 p"Z,, C, est stable par 'action de M et Cy s’identifie a ’algebre de
Tate C,<T >. Les restrictions naturelles ¢, : C,, — C,41 sont compactes injectives , ce
qui fait de C = {C,,i,,n € N} un systéme d’espaces de Banach tel que u € Comp(C).

On note Cyy le systéme de modules de Banach sur W associé a C. Il sera commode de
poser C_,, :=Cy et C(V,—n) :=C(V,0) sin € N, V C W ouvert affinoide.

Soit j : I — C§ le 1-cocycle défini par

](( Z Z )) =7 Ya)(a+cT) € 14+pZ,<T>C C;

Il se prolonge & M en le prenant trivial sur u. Si kK € W(C,), v € M, on définit un cocycle
k(j) : M — U,en G, par

(R NE) = K([G)W), t €Zy

Siy e M(m) et kK € W.(C,p), 6(j)(v) € Cr_,,. On notera p,, la représentation de M sur
Pespace | J,,cn Cn tordue par x(j), i.e po(v) := K(j)(7y)v.v. Cette torsion n’affecte pas u
et si kK € W,(C,), M(m) préserve C,, dés que n > r —m. Plus généralement, si V.C W
est un ouvert affinoide, on dispose d’un 1-cocycle K" (j) : M — |, oy C(V, n)*, tel que
K(5) = Kk(j) si &k € W(C,) et k" (5)(y) € Cr_,, si v € M(m) et V. .C W,. On
dispose donc d’une représentation p*"** de M sur |J, .y C(V,n), en tordant par £*"**(j)
la représentation naturelle obtenue par extension compléte des scalairs & A(V') de celle

sur C,. Si V. C W,, M(m) préserve C(V,n) dés que n > r —m.

Ainsi, le systéme de modules de Banach Cyy sur W est muni d’une représentation
P M — End(Cyy). Si V. C W,, M(m) préserve C(V,n) dés que n > r —m, et on a
u € Comp(Cyy). On appelle Cyy la famille analytique des séries principales p-adiques de
I.

Remarques : i) CT = Unen Cn est espace des fonctions localement analytiques sur
Z,, muni de sa topologie localement convexe c’est un espace de type compact au sens de
[90] §1 '. La représentation p, de I sur C' est la série principale localement analytique
de I de caractére x (|90] §5, noter que leur B est I'Iwahori opposé a I).

IStrictement, il faudrait plutot prendre des fonctions K-valuées avec K sphériquement complet.
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ii) Les assertions de ce paragraphe sont détaillées dans [21] §4, §7, noter qu’il a des
actions & droites, non & gauche. A cette modification pres, on a dans ses notations :
Ay pn = Cip et My, D M(m); d’autre part si £ € W,(C,)\W,_1(C,), "m is good for
(k,p~™)" équivaut & n > r —m.

3.2.2. Formes modulaires. Soit D(Q) une algébre de quaternions sur Q, on fixe D(Z)
un ordre maximal de D(Q), et on note D le schéma en anneaux sur Z associé, D* son

groupe des inversibles. On suppose que D est définie. Soit d = disc(D) le produit des
premiers ramifiés, on fixe un isomorphisme au dessus de Z[1/d],

v : D/Z[1/d] ~ M,y /Z[1/d]
Si M est un entier premier a d, on notera Uy (M) (resp. Uyg(M)) le sous-groupe ouvert
compact de D*(Ay) ~ D*(A;d)) x[[j4 D*(Qu), décomposé selon ce produit, valant le com-

pact maximal D*(Z;) en les premiers [ divisant d, égal a o= 1(T'1(M)) (resp. o~ H(Ty(M)))
sur l'autre facteur, avec :

() = {9 € GL(EId), = (o ) mod b},

x X

To(M) = {g € GLs(Z), g = ( 0 . ) mod M}

On verra les caractéres de (Z/MZ)* comme des caractéres de Uy(M) par 'étoile
supérieure gauche. Si M > 5, D*(Q) x Uy (M) agit librement sur D*(Ay), et P'ensemble

D*(@Q\D*(Af)/Ur(M)
est fini de cardinal noté hy(M). On choisit M = Np comme en 3.

On note F'P le systéme de modules de Banach sur W tel que si V' C W est ouvert affi-
noide, n € N, FP(V,n) est le A(V')-module de Banach des fonctions f : D*(Q)\D*(A;) —
C(V,n) satisfaisant

flau) = j(u, ") 2" (u, ) f(w), V(z,u) € D*(Af) x Ur(Np)

p
et i, est 'application déduite de la restriction canonique C(V,n) — C(V,n+1). L’ortho-
normalisabilité vient de ce que FP(V,n) s’identifie a C(V,n)"(P) car Np > 5 (voir aussi
21] §7, §4).

On a une représentation naturelle sur F'¥ de Uy(Np)/U,(Np) ~ (Z/NpZ)*, définie
par (< v > .f)(x) = j(7) 720" (y) f(z7). On notera F'P* le sous-systéme de modules
de Banach de FP sur lequel (Z/NpZ)* agit par e~!. On dispose d'une représentation
naturelle H — End(F7*) telle que U, € Comp(FP). Les doubles classes considérées ici
pour les opérateurs de Hecke sont (avec les abus évidents) les diag(1,1), pour T; et U si
I 1d, diag(l,1) pour S si I { Npd, comme en 5.1 pour U, avec [|d. Si k € W(C,), FP¢
s'identifie & I'espace des fonctions D*(Q)\D*(Af) — C, telles que

flau) = e (w)j(w, ") ?pulu, ') f(2), ¥ (2,u) € D*(Ag) x Us(Np)

(FP)T) vu avec sa structure de H-module, est l’espace des formes modulaires p-
adiques quaternioniques de poids-caractére k, de niveau modéré N, de caractere €.
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Soient n, m, r des entiers tels que n > r—1>0,n>m—12> 0, et kK € W,(Cp),
considérons l'espace annexe F,2¢[m] des fonctions f : D*(Q)\D*(As) — Cy,, satisfaisant

flau) = ™M w)j(u, ") P p(uy ) (), V(w,u) € D*(AF) x Up(Np™)

C’est un ‘H-module, en prenant cette fois-ci des doubles classes par rapport a Uy(Np™)
(ce qui ne change que U,, encore défini par la double classe de diag(1,p)). D’apreés [21]
(85 lemme 3,iv), F ,f o me1lm] et F2€ sont isomorphes comme H ®z Cy,-modules. Si de
plus k = (k, x) est de conducteur m, et k > 2, F, ,f o '[m] contient comme sous-H ®z C,-
module 'espace des fonctions & valeurs polynomiales en T' de degré < k — 2, ce dernier
est isomorphe comme H ®; C,-module & 'espace des fonctions f : D*(Q)\D*(Ay) —

Sym*?(C2) telles que
flau) = e(w) ™ x(up) 7 7 (up)u, ' f(2), V (v,u) € D*(Ag) x Ug(Np™)
Ce 'H ®z C, module est SP(Np™, exT=* C,) dans la notation du §5.2.

4. Préliminaires de théorie spectrale

4.1. Semi-simplification en dimension infinie. Soit K un corps valué complet
non archimédien (non discret), V un K-espace de Banach orthonormalisable, U un en-
domorphisme compact de V. La série caractéristique P(7T) = det(1 — TU) de U se
décompose sous la forme

P(T) =[] P(T)™
i>0
ot les P;(T') sont des irréductibles de 1 + T K[T] deux & deux distincts tels que |P;(T") —
1| — 0 pour la norme |.| sur K[T] du sup des coefficients. Par [93], on sait que V
est somme directe topologique de Ker(U) et des espaces de dimension finie V(P;) :=
Ker(P;(u)™), Q*(T) désignant le polynéme réciproque de Q(7'), sur lesquels U a pour
polynéme caractéristique P(7)™. Soit H une K-algebre, p: H — Endg (V) une repré-
sentation telle que p(H) contienne U et lui commute, alors p(H) stabilise les V' (FP;), que
I’on peut semi-simplifier.

Définition : On notera A (V') 'ensemble des représentations irréductibles de H ap-
paraissant dans la réunion des semi-simplifications des V' (P;), comptées avec multiplicité
(qui sont nécessairement finies).

Notons que Ay(V) dépend de U, mais que Xy(V') = Xy (V) si U € p(H) est un autre
endomorphisme compact de V' commutant & p(H) et a U tel que Ker(U’) = Ker(U).
Si X est un ensemble de représentations d’une algébre, on notera |X| I'ensemble des
classes d’isomorphie de représentations apparaissant dans X (autrement dit, on oublie
les multiplicités).

PROPOSITION 4.1. Soient (p1, V1) et (p2, V2), des représentations d’une K -algébre H
dans les endomorphismes continus de Vi et Vy, telles que V; (i = 1,2) est muni d’un
endomorphisme compact U; commutant a p;(H).
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On suppose de plus que pour tout h € H, det(1 — Tpy(h)Uy) = det(1 — Tpa(h)Us) €
K{{T}}. Alors Xy, (V1) = Xy, (V2).

Preuve : Soit aw € R, 1 € {1,2}, V.* le plus grand sous-espace de dimension finie de V;
stable par U; sur lequel le polygone de Newton du polynéme caractéristique de U; est de
pente a. Soit h € H, p;(h) stabilise les V%, et ses valeurs propres sur ces derniers sont
toutes bornées par ||p;(h)|| < oo, ||.|| désignant la norme d’opérateur sur V;. Soit © € K*
tel que |z| < 1, on peut trouver par conséquent un N € N tel que p;(1+ z™Vh) ait toutes
ses valeurs propres de norme 1 sur les V,® (i = 1,2). On pose ' = 1+ 2¥h € H. En

co-trigonalisant U; et p;(h') sur V;%, on en déduit :

det(1 — TU;p;(h'))* = det(1 — TUpi(h')jve)

SiQ € 1+TK{{T}}, Q™ désigne le polynéme € 1+ T K|[T] divisant ) tel que le polygone
de Newton de QQ/Q® n’a pas la pente a. Ainsi, det(1 —Tpy(h")Uy) = det(1 — Tpa(h')Us)

donne
det(l - Tpl(h,)UHVlo‘) = det(l - sz(h/)UQ‘Vél)

pi(h)U; étant injectif sur V,%, notons que cela implique que dim(V}*) = dim(V3Y), et que
p1(R)Urye et pa(h')Usjye ont méme polynome caractéristique. Ceci reste vrai pour les
méme raisons en remplacant A’ par ' + A pour (une infinité de) A € K assez petit. Si A
et B sont deux endomorphismes qui commutent d’'un K-espace vectoriel de dimension
finie r, avec A inversible, la donnée de

det(X.1 — A(B+Y.1)) = ﬁ(X —aY —b) € K[X,Y]

i=1

permet de retrouver det(X.1— B) = []_,(X — (b;/a;)) (ici K est une cloture algébrique
de K). On en déduit det(T — p1(h')jve) = det(T — pa(Rh')jye), puis la méme chose en
remplacant h' par h. Ainsi, V/* et V¥ sont deux représentations de H ayant méme
polynomes caractéristiques, on sait alors que leurs semi-simplifications sont isomorphes,
ce qui conclut. [J

Terminons cette partie par une légére amélioration de 4.1. Soient £, i = 1,2, deux
systémes d’espaces de Banach, munis de représentations p; : H — End(E*) et d’endo-
morphismes compacts U; € Comp(E?), U; € p;(H) commutant & p;(H). E*! est muni
d’une opération de p;(H) et U;. Si a € R est fixé et E4*(U;) désigne le sous-espace
de E! sur lequel U; est de pente a, i, induit pour tout n assez grand une bijection
EL(U;) — EL%,(Ui) qui commute a Uj. Cet espace définit donc un sous-espace de di-
mension finie £%(U;) de E*T qui hérite d’une représentation de H. Ceci permet de définir
a nouveau Xy, (FE') comme étant 1’ensemble des représentations (comptées avec multi-

plicités) de H apparaissant dans les semi-simplifications des E“*(U;), o variant dans
R.

COROLLAIRE 4.1. Sous ces hypothéses, supposons que pour tout h € H, det(1 —
Tpi(h)Uy) = det(1 — Tpa(h)Us) € K{{T}}. Alors Xy, (EY) = Xy, (E?).
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Preuve : Fixons a € R, E**(U;) est de dimension finie, H agit donc sur EV*(U;) &
E**(Us) a travers un quotient de dimension finie. Considérons une sous-K-algébre H,
de H de type fini sur K engendrant toute 'image de H dans ce quotient ; pour n assez
grand, Hy et U; agissent alors par endomorphismes sur E', i = 1,2. On applique la

proposition 4.1 avec V; = E | il vient Xy, (EV*(U;)) = Xy, (E**(Us)), ce qui conclut. OJ

4.2. Un critére de densité. On fixe M un systéme de modules de Banach comme
en §2.1, dim(W) > 0, muni d’'une action d'une C,-algébre H, et d'un endomorphisme
compact U lui commutant, on notera (M, H,U) une telle donnée. On rappelle que si
T/C, est un espace rigide, un sous-ensemble X C T'(C,) est dit Zariski-dense si pour
tout fermé analytique F' de T" tel que X C F(C,), alors F'(C,) = T(C,). Soit X ¢ W(C,)
un sous-ensemble Zariski-dense, tel que pour tout x € X et tout voisinage ouvert affinoide
irréductible V' de z dans W, V(C,)NX est Zariski-dense dans V. On dira alors que X est
trés Zariski-dense dans V. C'est par exemple le cas des points de la forme ((1+ p)*,
avec (P" =1 et k,m € N, dans la boule ouverte de centre 1 de rayon 1 de C,,.

On se fixe de plus une "structure classique sur X", on entendra par la la donnée pour
tout € X d'un sous-espace vectoriel de dimension finie M¢ de M stable par I'action
de H. Soit a € R, on notera M=% (resp. M%) le sous-espace de dimension finie de M}
sur lequel U est de pente au plus « (resp. exactement «). On fera de plus I'hypothése de
"controle" :

(Cl) SiaeR,U CW ouvert affinoide, alors pour tout z € X N U(C,) sauf peut-étre
un nombre fini d’entre eux, M=% C M¢

PROPOSITION 4.2. Soient (My, H,U) et (My, H,U) deuz systémes de modules de
Banach sur W relativement factoriel. On se donne X C W(C,,) un ensemble trés Zariski-
dense, et une structure trés classique sur X pour My et Msy, chacune de ces structures
satisfaisant (Cl). Soit h € H, supposons

Alors Fredyy, (hU)=Fredy, (hU).

Prewve : Soit Z; C W x A! 'hypersurface de Fredholm de P; :=Fredy;, (hU), p; la
premiére projection Z; — W. On dira que z € Z;(C,) est classique si z = (z,\) avec
x € X et si A\7! est valeur propre de hU sur Mflz On montrera plus bas que les points
classiques sont Zariski-denses dans Z;(C,), admettons le pour l'instant. Par hypothése,
Py s’annule sur les points classiques de Z»(C,), donc sur Z,(C,) par Zariski-densité. Par
symétrie, il vient Z}* = Z5d et on déduit de [36] 4.3.2 que P, et P, ont méme facteurs
irréductibles, il reste a prouver que ces derniers ont méme multiplicités.

Soit IT un de ces facteurs irréductibles, de multiplicité n; dans P;, Z(Il); C Z; la
composante irréductible associée. Soit W; I'ouvert de Z(II); dont le complémentaire est
I'ensemble points de Z(I1); qui sont dans au moins deux composantes irréductibles de Z;.
Admettons pour I'instant que 'on puisse trouver z € X et z = (z,\) € W1(C,) = W5(C,)
tels que A soit une racine de det(1 — ThU|y ) mais pas de Py(z,T)/ det(1 — ThU e ).
Par le choix de W;, A est une racine de P;(z,T) qui est en fait une racine de II(z, T') mais
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pas des autres facteurs irréductibles. La multiplicité de A comme racine de P;(x,T') est
donc de la forme n;n ou n est la multiplicité de A comme racine de II(x,T"). Mais, par le
choix de z, nn; est aussi la multiplicité de A comme racine de det(1 — T'hU}ye ), qui ne
dépend pas de 7. Ainsi, nyn = nyn, puis n; = no. ‘

Il reste & trouver un tel z et a prouver que les points classiques sont Zariski-denses
dans Z;(C,). Par hypothése sur W et [36] 4.3.2, les composantes irréductibles de Z;
sont des hypersurfaces de Fredholm. Ces derniéres étant d’image Zariski-ouverte dans
W, elles contiennent toutes des points d’image (par p;) dans X. Soit z; un de ces points,
appartenant a une composante irréductible T; de Z;, et soit ; € C(Z;) contenant z;. C(Z;)
désigne le recouvrement canonique de 'hypersurface de Fredholm Z; (voir la discussion
au début de 6.1). €; étant fini et plat sur son image V; C W (que I'on peut supposer
irréductible), chacune de ses composantes irréductibles se surjecte sur V;. hU et U sont
des endomorphismes de M;(V;,n) pour un n assez grand que l'on fixe, et P;(T)y, =
det(1 — ThU v, m)) € 1+ A(Vi))T{{T}}. Par choix de Q; € C(Z;) et un théoréme de
Coleman ([33] §7.1, [30] A.4.3), on peut trouver un sous-A(V;)-module N; de M;(V;,n)
localement libre de rang fini, stable par U et hU, tel que €2; soit le fermé des zéros de
det(l1 — ThU|n,) dans V; x A'. hU est un endomorphisme inversible de N, ainsi donc
que U, et ils sont automatiquement continus ([15]| 3.7.3 proposition 2). En particulier,
les valeurs propres de U™! sur les N, ., x € V;(C,), sont bornées par une constante ne
dépendant que des V;. Ceci et (C1) impliquent que pour tout z € X N V;(C,) sauf peut-
étre un nombre fini d’entre eux, €;(C,) N p; '({z}) est composé de points classiques.
X NV;(C,) étant Zariski-dense dans V;(C,), et €; — V; étant fini et plat, on en déduit
que les points classiques sont Zariski-denses dans chaque composante irréductible de €2;,
et en particulier dans Z;(C,) et T;(C,) (|36] 2.2.3). Plus exactement, on en déduit que
Pensemble des points z = (x, A) tels que MY ="' ¢ M, est Zariski-dense dans T;(C,).
Mzhg =2"" désigne ici le sous-espace de M; . qui est 'espace caractéristique pour la valeur
propre A\~! de 'endomorphisme compact hU.

On appliquant cela a T; := Z(I1);. ; N W, est un ouvert de §2; et contient donc des
points du type précédent. Si (z, A) en est un, A est une racine de det(1 — ThU, MeL ) mais

pas de Pi(z,T)/det(1 — ThUye ), c’est juste ce qui nous manquait pour conclure. [J
5. La correspondance de Jacquet Langlands "p-adique"

5.1. Rappels sur la correspondance classique. Si M € N, on pose :
Ki(M) ={g€GLyZ), g= ( ’5 “{ ) mod M},

Ko(M) = {g € GLy(Z), g = < - ) mod M}

On pourra voir, par l'étoile inférieure droite, les caractéres complexes de (Z/MZ)*
comme des caractéres de Ko(M). On fixe € un tel caractére, ainsi qu’'un entier k£ > 2.

Le C-espace vectoriel Si(M,e) des formes modulaires paraboliques de poids k, de
niveau M, de caractére € : (Z/MZ)* — C s’identifie a I'espace des fonctions complexes
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sur GLy(Q)\GLy(A)/ K, (M), de caractére central |.|>"*¢™! de caractére e ! sous Ko(M),
satisfaisant les conditions usuelles de croissance aux pointes et holomorphie, en associant
a f (voir par exemple [55] §3.1 pour des détails)

9= (9o, 95) € GLI (R) x Ko(M) | det(g)|* ™ fig.. ()= (g)

Cette identification préserve I'action des opérateurs de Hecke usuels (non renormalisés
du coté adélique). Soit [ premier, 'opérateur de Hecke T} si (I, M) = 1, U, sinon, est donné
par la double classe Uy(M)diag(l, 1)Up(M); si (I, M) = 1, S; = 1*72¢(l) est 'action de
diag(l,1) (ici, on voit diag(a, b) € GLy(A) partout trivial sauf en [ ou il vaut effectivement
diag(a, b)).

On notera Sy, (M, )4~ le sous-espace de Sy (M, ) composé¢ des formes d-nouvelles
au sens usuel.

On fixe un entier d sans facteur carré, ayant un nombre impair de diviseurs premiers,
tel que d | M et que € soit trivial sur (Z/dZ)*. On reconsidére D(Q) 'algébre de quater-
nions de discriminant d introduite en 3.2.2. K;(M) (resp. Ko(M)) est le compact ouvert
de D*(Ay) décomposé place par place, qui vaut D(Z,)* aux places p|d, p~'(K;(M))
(resp. ¢ 1 (Ky(M))) hors de d (cf. 3.2.2), noter que Ky(M) # Uy (M).

On note S;:’D(M ,€) le C-espace vectoriel des fonctions complexes sur
D*(Q\D*(A)/ K1 (M),

de caractere e~ ! sous Ko(M), de caractére central | det(g) ! engendrant sous D*(R)
un multiple du dual de la représentation Sym* 2(C?). Si k = 2 et € = 1, on note S la
droite des fonctions constantes sur D*(A) dans Sy” (M, 1), elle est stable par D*(A).

|2_k€_

THEOREME 5.1. (Arthur, Jacquet, Langlands) Si k > 2 ou e # 1, les C-espaces
vectoriels S;P (M, €) et Sp(M, )" sont isomorphes en tant que modules sous I’algebre
de Hecke de GLg(A}d)). Sik=2,e=1, c’est encore vrai en remplacant S;’D(M, 1) par
SyP(M,1)/8.

L’action des opérateurs de Hecke dans cette correspondance se précise de plus en l|d,
en faisant correspondre a Uj, I'opérateur de Hecke de SZ’D(M ,€) donné par la double
classe Ko(M)mKy(M), ot m € D*(Ay) est partout trivial sauf en [ ou il vaut une
(quelconque) uniformisante de D(Z;). On notera encore U, cet opérateur de Hecke pour
D*.

Il se trouve que nous n’allons pas considérer exactement ’espace S ;’D(M ,€), mais un
autre légérement différent (ce qui explique la notation * provisoire), qui lui est isomorphe
comme module sous 1'algébre de Hecke. Soit

Wy = ( ]\04 (1]) € GL2(Q)

? fikg(2) == f(9(2))i(9,2)"F det(9)*/2, g € GLa(R)T, en particulier, si g € Z(R), firy = f
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on le voit comme un élément de D*(A) trivial aux places divisant d et a l'infini, diago-
nalement wy; dans D*(A;d)) = GLQ(A;d)). wyr normalise Ko(M) et agit par diag(a,b) —
diag(b, a) sur le tore diagonal de GLQ(A;d)).

L’application f — wyy.f induit un isomorphisme C-linéaire de S;™” (M, ¢) sur 'espace
des fonctions complexes sur D*(Q)\ D*(A)/U; (M) de caractere e ! sous Uy(M), de carac-
tére central | det(g)|> #e~!, engendrant sous D*(R) un multiple du dual de Sym"~2(C?).

On note SP (M, €) ce C-espace vectoriel muni de I’action de I’algébre de Hecke obtenue
par transport. Explicitement, si [ est premier ne divisant pas d, 'opérateur de Hecke Tj si
(I, M) =1, U, sinon, est donné par la double classe Uy(M)diag(1,)Ug(M);si (I, M) =1,
Sy = 1¥2¢(l) est 'action de diag(l, ), U; est inchangé si [|d.

Comme en 3, ‘H désigne la Z-algébre de polyndémes sur les lettres T;, S; si [ premier ne
divise pas M, U; si [|M. Par ce que 'on vient de dire plus haut, SP (M, €) et Sy (M, )¢
sont deux H-modules isomorphes, avec la méme exception pour k£ = 2 que dans 5.1.

5.2. Structures p-adiques des espaces de formes classiques.

Nous allons introduire une Q,-structure sur les espaces SP(M,e) et Sp(M,e). On
fixe pour cela p premier, ¢ : C, — C un isomorphisme de corps, K C C, un sous-corps
complet, et M = Npd avec N, p et d comme en §3.

La courbe modulaire X; () a une structure naturelle sur Q,, préservée par les cor-
respondances de Hecke. Soit Si(M, e, K) le sous K-espace vectoriel de H(X,(M)/K,w")
composé des formes paraboliques de caractére €. Notons que par "GAGA rigide analy-
tique", ce H-module est canoniquement isomorphe a son analogue sur X;(M)" /K. La

formation du H-module Si(M, e, K) commute & l'extension des scalaires sur K et la
donné de ¢ identifie S,(M, e, C,) et Sp(M,e).

SP(M,e, K) le K-espace vectoriel des fonctions f : D*(Q)\D*(Af) — Sym" ?(K?)
satisfaisant
flau) = e(u)"tu, f(z), Y(w,u) € D*(Ay) x Up(M)
c’est un ‘H-module de maniére naturelle. La formation du H-module SP (M, e, K) com-
mute a 'extension des scalaires sur K et la donnée de ¢ identifie SP (M, e, C,) et SP (M, ¢),
on rappelle comment dans ce qui suit.

A une fonction f € SP(M,¢e) est associé par définition un morphisme ¢ équivariant
sous D*(R) de Sym"~?(C?)* vers I'espace des fonctions complexes sur

D*(@)\D*(A)/U(M)
Si x € D*(A), o)
v pp(v)(x

définit par dualité un unique élément Fy(z) € Sym" ?(C?). On considére alors 'applica-
tion qui a f associe 'élément de SP (M, e, C,) défini par

Ty xglfl(Ff(l X Ty))

¢’est I'isomorphisme cherché comme on le vérifie immédiatement.
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Si Si(M,e,Q,)4 " désigne le sous-espace de Si(M,e,Q,) composé des formes nou-
velles en d de S(M,¢e,Q,), il vient

PROPOSITION 5.1. Si k > 2 ou e # 1, les H @z Q,-modules Si(M,e,Q,)4 " et
SP(M,e,Q,) sont isomorphes. So(M,1,Q,) est H-isomorphe au quotient de S (M, 1,Q,)
par la droite des fonctions constantes.

5.3. La correspondance p-adique a poids-caractére fixé. On reprend les no-
tations du § 3, et on s’intéresse aux systémes de modules de Banach sur W,
M = F%d et M? = P
Comme on l'a vu, ils sont munis d’'une action de l'algébre H := H, et U; := p;(U,) €

Comp(M?") commute & p;(H). On pose X = {C(1 +p)*, k > 2,¢ € pye} C W(C,), il
est trés Zariski-dense dans W. On munit M*' et M? de structures classiques sur X en

el I
posant pour Mg(ch)k, k>3, ¢ =1,
— le sous-espace de F&’ffp)kn, avec n quelconque tel que n > m — 1, des restric-

tions a X;(Np™,d)(v,) des sections de w* convergentes sur tout X;(Np™,d)/C,,
s’annulant a toutes les pointes de X;(Np™,d)/C,, si i = 1.

— le sous-espace SP(Np™, ext*,C,) de Fg{t()iip)k,n’ n > m — 1 quelconque, défini a la
fin du paragraphe 3.2.2.

Ce sont bien des structures classiques, satisfaisant (C1) en (1+p)*¢ dés que o < k—1
par les assertions connues de classicité en pente petite devant le poids ([29] §8, [31]
1.1,]21] §4). 1 faut noter qu'une forme modulaire de poids k sur X;(Np™,d) qui est
propre pour U, de pente strictement inférieure a k—1, et qui s’annule en toutes les
pointes de Z;(Np™, d)(0), est en fait parabolique. On est alors dans les hypothéses de la
proposition 4.2 par le théoréme 5.1. On en déduit le

THEOREME 5.2. Soit h € H, alors Fredpo...a(hU,) = Fredpp.-(hU,)

Remarques :
— Il est aisé de voir que le membre de droite de cette égalité est en fait dans 1 +
TA{{T'}}, ainsi donc que le premier.

— On aurait pu se restreindre, dans notre choix de l'ensemble X, a celui de {(1 +
p)*, k > 3} pour obtenir le méme résultat 5.2. Via le théoréme 6.2 (qui n’utilise
que le résultat de 5.2), on peut alors déduire de la propriété (C1) pour les formes
quaternionique, et de [29], une nouvelle preuve du théoréme principal de [31].

Soit K € W(C,), on dispose de deux systémes d’espaces de Banach F%% et FD<
munis de représentations de H. Le corollaire 4.1 implique le

THEOREME 5.3. Xy, (F%?) = Xy (FP¥)

Autrement dit, 'espace des formes modulaires paraboliques surconvergentes de pente
finie, de poids-caractére x, de niveau modéré Nd, nouvelles en d, de caractére ¢ et ’espace
des formes modulaires quaternioniques p-adiques de pente finie, poids-caractére x, de
niveau modéré N, de caractére €, ont méme semi-simplification comme H-module.
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6. La correspondance en familles p-adiques

6.1. Une propriété d’unicité pour les variétés spectrales attachées aux
systémes de modules de Banach. Soit W/C, un espace rigide réduit, soit M la
donnée d’un systéme de modules de Banach orthonormalisables sur YV, muni d’une re-
présentation d'une C,-algébre commutative p : H — End(M), et d'un U € H tel que
p(U) € Comp(M). A une telle donnée (M, U, H), on peut attacher la série de Fredholm
Fredy (U) € 1+ TAW){{T}}, et I'hypersurface de Fredholm associée Z C W x Al
définie par Fred,;(U)=0, munie de ses deux projections (pri,pro) : Z — W x Al. On
sait alors que Z a un recouvrement admissible canonique C := C(Fredys(U)), composé
des ouverts affinoides 2 C Z finis et plats sur leur image pri(2), et ouverts fermés dans
prit(pri(Q)) ([30] A5.8, ce qui suffit pour nos applications, [22] §4 pour le cas général).
On sait de plus construire par recollement & 'aide de C, un espace rigide D (|33] §7 2,
ainsi que 1.6.3 ), la "variété spectrale attachée a (M,U, H)", muni d’un morphisme fini
m: D — Z. On dispose de plus d'un morphisme d’anneaux a : H — A(D), ainsi que
d’un diagramme commutatif :

D

1
K ZT>A

I rig
w

H, U € H et VW étant fixés, on note & la catégorie dont les objets sont les couples
(7,a) formés d’un morphisme d’espaces rigides 7 : D — Z au dessus de W, ainsi que
d’un morphisme d’anneaux a : H — A(D) tel que a(U)~! = pry - m. Les morphismes
Hom((my, a1), (ma, az)) sont ceux (¢p,pz) : m — m au dessus de W tels que Vh €
H,as(h) - pp = ai1(h). Si X = (m,a) est un objet de &£, on notera D(X) (resp. Z(X))
I'espace rigide D source (resp. Z but) de 7, a(X) := a, 7(X) := . Si (M, U, H) est comme
plus haut, on notera £(M) 'objet de £ associé & M par la construction précédente. On
notera de plus £(M)™4, la réduction de £(M), 'objet (774, a™d) de &, défini par

qred  pred &8 p Pz gred L Y5 A(D) <% A(D)/Nilrad(A(D))
PROPOSITION 6.1. Soient (M',U, H) et (M?,U, H) comme plus haut, on suppose
Vh € H, Fredy; (hU) = Fredyz(hU)
Alors E(M)™d et E(M?)™ sont canoniquement isomorphes.

Preuve : Par hypothése, Z(E(M?')) = Z(E(M?)), on la note Z, elle est munie de sa
premiére projection pry : Z — W, on pose de plus D; = D;(E(M?)), E(M?) = (7, a;).
Soit C le recouvrement canonique de Z — W, Q € C, V := pri(Q) est un ouvert

311 s’agit de la construction "D" de la courbe de Hecke dans [33], uniquement basée sur de la théorie
spectrale, nous ne nous occupons pas dans ce texte de la "C"
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affinoide de W, et par hypothése Q — pri' (V) est un ouvert fermé fini sur V. Pour n
assez grand, M'(V,n) contient alors un sous-A(V')-module localement libre de rang fini,
"indépendant de n", dont on note M*(Q) 'image dans M;(V)T. M*(Q) hérite d’une action
de H, p;(U) ayant pour polynéme caractéristique le polynome associé a la donnée de €2
(cf. par exemple 1.6.5). Soit Hy := H ®c, A(V'), par construction D;(£2) est I'affinoide
d’algebre 'image de Hy dans End aq)(M*(9)).

Soit h € H, montrons que si P;;(X) := det(hypiq) — X.1), alors Py, (X) = Py p(X).
V. C W étant réduit, il suffit de le faire aprés évaluation en tout x € V(C,). Soit
x € V(C,), alors le corollaire 4.1 s’applique & (H, U) agissant sur les systémes de modules
de Banach M!, on en conclut que les méme caractéres de H apparaissent dans les semi-
simplifications de ces deux espaces (avec multiplicités). M* (), est par définition le sous-
espace de [,y M, sur lequel p;(U) a ses valeurs propres d’inverse dans pry "z nQ,
et ces derniéres ne dependent pas de 1, la série caractéristique de U n’en dépendant pas.
Il vient donc Py, (X)(z) = Pon(X)(z), puis P p(X) = Pyp(X). Si plus généralement
h € Hy, on a encore P ,(X) = Py ,(X) car par 'argument précédent on a cette égalité
aprés évaluation en tout z € V(C,).

Soit I; I'idéal de Hy noyau du morphisme Hy — Endaq)(M*(Q)), prouvons que
VI =V1,. Soit f € I, alors P, ;,(X) = X% d étant le rang de M*(Q) (égal au rang de
M?(2)), on en déduit que P, ,(X) = X puis que I{ C I,. Il vient /T, C /I3, puis par
symétrie /I, = /I, ce que I'on voulait. On en déduit l'existence d’un isomorphisme
d’anneau Hy-linéaire : ¢*(Q) : A(Do(Q)™) — A(D;(2)™4). Un tel morphisme Hy-
linéaire est nécessairement unique s’il existe, il est au dessus de A(2).

Soit alors () : D1(2)*d — Dy(2)™4 I'isomorphisme induit au dessus de 2. Véri-
fions que si Q' C Q € C, pq envoie Dy ()™ dans Dy(2)™d. Soit V = pri(Q) C W,
V' = pri(), alors Qs := QN pri (V') € C et D;i(Qy) est Pouvert D;(Q)™ xy V' de

D; ()4, p(Q) induit un Hy-isomorphisme Dy (Qyr) = Di(Q)™ xy V! — Dy(Q)™d =

(Q’)red ce qui conclut le cas ' = Q. 1l reste donc le cas V = V'. On a D;(Q)™d =

D;(Y)yd ] Di(Q\QY)ed. g étant A(Q) et Hy-linéaire sur les fonctions, elle envoie
Dy (SY)*d isomorphiquement sur Do (€)™ au dessus de Hy et A(€)). On conclut par
unicité d’'un tel morphisme que les pq se recollent en un isomorphisme D} — DE4 au
dessus de Z par [15] 9.3.3/1. O

Remarque : 11 est bien sur faux en général que sous les hypothéses de la proposition
6.1, M et M? soient des H-modules isomorphes; 6.1 est la généralisation naturelle de
4.1.

Nous pouvons énoncer un résultat général combinant 4.2, 6.1 et 4.1. Fixons W réduit
de dimension > 0 et relativement factoriel, (M', H,U) et (M? H,U) des systémes de
H-modules de Banach sur YW munis de structures classiques sur un sous-ensemble trés
Zariski-dense X C W(C,) comme en 4.2, satisfaisant (Cl) :

THEOREME 6.1. Supposons pour tout h € H, x € X,

det(1 — ThU,y ) = det(1 — ThUy 2.a) € C,[T]
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alors,
~ Fredyp (hU) = Fredyp2(hU) € 1 + TAW){{T'}},
— E(M?Y) est canoniquement isomorphe a E(M?),
~ Pour tout x € W(C,), Xuy(M,) = Xy (M).

Nous allons énoncer, pour terminer ce paragraphe, un critére sur (M, U, H) assurant
que D(E(M)) est réduit. Ce passage peut étre omis en premiére lecture, et apparait ici
par manque de référence satisfaisante. On fera les hypothéses suivantes sur W : W est

relativement factoriel ([36] §4), de dimension > 0, et pour tout z € W(C,), 5; est
intégre. On suppose de plus que l'on dispose de X C W(C,) un ensemble trés Zariski
dense, et une structure classique sur X au sens de §4.2, satisfaisant (C1). On fait de plus
I’hypothése de type "multiplicité 1" suivante :

"Soit o € R, pour presque tout € X, H agit de maniére semi-simple sur M N M=*"
PROPOSITION 6.2. Sous ces hypothéses, D(E(M)) est réduit.

Rappels : Si A est une algebre affinoide, # € Specmax(A), on notera A, (resp. A7) le
localisé Zariski (resp. rigide) en z ([15] 7.3.2). Ils sont tous deux locaux noethériens, ont

des complétés canoniquement isomorphes, et A,, A" et ;1; sont simultanément réduits
(|15] 7.3.2/8). Notons que si A — A’ est un morphisme plat entre anneaux noethériens,
alors si A’ n’a pas d’idéaux premiers associés immergés, il en va de méme pour A. Ceci

vaut en particulier pour A, — A" — A7 = A,. Par exemple, si tous les A9 sont sans
composantes associées immergées, alors A est sans composante associée immergée. Enfin,
pour qu'un anneau noethérien A sans composante associée immergée soit réduit, il suffit
que pour un ensemble {z1, ..., z,} C Specmax(A) tel que chaque composante irréductible
de Spec(A) contienne un des z;, chacun des A,, soit réduit. En effet, sous ces hypothéses
I'application canonique A — @!_;A,, est injective. En particulier, si un tel anneau A
a son spectre irréductible, soit il est réduit, soit aucun des A,, x € Specmax(A) n’est
réduit.

Preuve : On reprend les notations du début du §6.1, un point z € D(C,) sera dit
classique si k(z) € X, et si le caractére de H obtenu par évaluation en z sur D(C,)
est dans la semi-simplification du H-module M ,‘j(z). Les points classiques sont alors trés
Zariski denses car W est relativement factoriel de dimension > 0, et par (Cl).

Soit 2 € C tel que D(£2) contienne un point classique, il en contient alors un ensemble
Zariski-dense. Soit M(2) le A(V')-module projectif de type fini associé a €2 comme dans
la preuve de 6.1. Soit v € A(D(V)) C Endaq)(M(€2)) nilpotent, par hypotheése de
multiplicité 1, les évaluations de u sont nulles en presque tout = de X NV(C,), et u est
donc nul; D(V) est donc réduit s’il contient un point classique.

Soit 2 € C quelconque, montrons que les complétés des anneaux locaux aux points
fermés de D(€2) n’ont pas de composantes associées immergées. C’est en fait une propriété
générale des sous-A-algébres B de End4(P) ot A est intégre noethérien tel que les

A, m € Max(A), soient intégres, et P projectif de type fini sur A. En effet, si m €
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Max(A) est fixe, A" := A/;, la platitude de A — A’ entraine que B,, ;== B ®4 A’ est
canoniquement isomorphe a son image dans End 4 (P ®4 A") >~ M, (A’), ou r :=rg,(P).
A’ étant hensélien, B,, est un produit d’algebres locales B’ finies sur A’, sans A’-torsion,
car incluse dans M,.(A"). En particulier si Q est un idéal premier associé¢ de B!, Q N A’
est un idéal premier de A" de méme hauteur que @ annulant un élément de B! , donc
QN A =0 et cette hauteur commune est nulle, ce que 'on voulait.

Les D(Q) recouvrant D de maniére admissible, tous les Op?, = € D, sont sans
composantes immergées associées, on conclut par le lemme suivant. [J

LEMME 6.1. Soit X/C, un espace rigide dont les anneauz locaux n’ont pas de compo-
santes associées immergées, et ayant un ensemble Zariski dense de x tels que O;f’x soit
réduit, alors X est réduit.

Preuve : Soit X° 'ensemble des x de X qui sont dans une seule composante irréduc-
tible de X, X est un ouvert admissible de X. Soit Red(X) := {x € X, O;f’x est réduit },
c’est (sans condition sur X) un ouvert admissible de X, on définit de méme Red(X?).
Red(X) est Zariski-dense dans X, comme il est ouvert il y est aussi trés Zariski-dense.
On en déduit que Red(X?) est Zariski-dense dans X°. Les rappels ci-dessus assurent que
Red(X?) est un ouvert fermé admissible de X°, on a donc X° = Red(X"). Si V est un
ouvert affinoide de X, V N X© est Zariski-dense dans V, et les rappels montrent que
V C Red(X). O.

6.2. L’isomorphisme rigide analytique JL,. Soient W, N, p,d comme en §3,
DO,E,d — D(5<F0,a,d>>red’ DD,E — D(E(FD,5>>red
On note Z C W x A® I'hypersurface de Fredholm associée a Fredpo..a(U,), qui est
encore Fredpp..(U,) par le théoréme 5.2; et 'on pose
a = a(E(F**%)),
ap = a(E(FP*))
On dispose aussi de morphismes naturels D% — W et D¢ — W que 'on notera par

le méme nom k.

THEOREME 6.2. Il existe un unique isomorphisme rigide analytique JL, : DP* —
D% qu-dessus de W, coincidant avec la correspondance de Jacquet-Langlands sur les
points classiques différents du point non tempéré. Il satisfait Vh € H, a(h).JL, = ap(h).

Avant de prouver ce théoréme, rappelons quun point z de D*<4(C,) (resp. D?<(C,))
est dit classique si :

i) k(x) = (1+p)*¢, ot k > 2 est un entier, ¢ € pp,

ii) le caractére H — C,, obtenu par I’évaluation en = apparait dans la semi-simplifi-

cation du H-module F' (()fiziilc (resp. F (?fzﬁl’ﬂ o)

On notera z le point de DP"!(C,)) correspondant au caractére de H sur la droite des

fonctions constantes dans F(ll)jrlgé, on ’appellera le point non tempéré.



112 II. UNE CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS p-ADIQUE

Preuve : L’assertion d’unicité de 6.2 découle de la Zariski-densité des points clas-
siques de DP#. Le théoréme 5.2 combiné & la proposition 6.1 assure Iexistence d’un
isomorphisme canonique ¢ : £(FP€)red — g(FOsd)red  On deéfinit alors

JL, : DP< — D%

comme étant 'isomorphisme induit par ¢. Par construction, il est au dessus de W et
satisfait @ = JL,.ap.

Prouvons que JL, induit la correspondance de Jacquet-Langlands sur les points clas-
siques tempérés (i.e. différents du point non tempéré). Rappelons (cf. par exemple 1.6.3
et 1.6.2) que si w € W(C,), 'application qui a un point x € D**4(C,) (resp. DP<(C,))
tel que x(x) = w associe le caractére C,-valué de ‘H d’évaluation en z induit une bi-
jection entre k7'(w) et | Xy, (FO54)| (resp. | Xy, (FL9)], voir §4.1 pour la notation |.|).
En particulier, si z € DP<(C,) est un point classique tempéré, la relation a = JL,.ap
assure que JL,(z) correspond au méme caractére de H que x. Or la correspondance de
Jacquet-Langlands usuelle nous assure l'existence d’une forme classique de poids k()
ayant ce caractére sous H ; par unicité (i.e par la bijection rappelée ci-dessus) le point
de D%4(C,) correspondant est nécessairement JL,(x), ce qui prouve le théoréme. [J

Remarques : i) Par des techniques usuelles, on peut montrer que I’adhérence H de la
A-algébre engendrée par I'image de H dans A(DP#) est compacte. De ceci et de l'exis-
tence des représentations galoisiennes attachées aux formes modulaires classiques résulte
facilement (voir par exemple 1.7.1) l'existence d’un unique pseudo-caractére continu de
dimension 2

T Gal(@/@)]vpd — HC A(Do’a’d)
tel que si [ est premier avec (I, Npd) = 1, T'(Frob;) = a(T}).

ii) JL,(x¢) correspond a la forme modulaire parabolique surconvergente de poids 2,
nouvelle en d, de g-développement ¢ + > ., a,q" avec @y =1+ 1 si (I,pd) =1, 1 si l|d,
et p si I = p. Elle n’est pas classique au sens strict précédent, mais elle est quand méme
convergente sur tout X;(Np, d), bien que non cuspidale. Elle est "critique", car de pente
1 et de poids 2. On rediscute de cette forme en A.5.2.

En prenant X := {(14p)*, k > 2 € W(C,)}, les structures classiques sur X ci-dessus,
N =1, I'hypothése de multiplicité 1 pour H agissant sur M (Cll o N M (Slj‘_p)k sont vérifiées
dés que % > « et 6.2 donne la

PROPOSITION 6.3. Si N =1, D(E(F%=4)) et D(E(FP*)) sont réduits.

7. Quelques conséquences, remarques et questions

7.1. Opérateurs théta. Soit kK = (k,x) de conducteur m, k > 2, il existe un
opérateur d’entrelacements surjectif
CT

d
T k—1 k—1 *
(1+p)~2k (C(l-&—p)*?n*) ® det , (dT) (f)v K= (2 —k, X)
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en tant que représentations de M (cf. |21] §6, voir aussi [90] 5.5). Son noyau est l'es-
pace des fonctions localement polynomiales de degré < k — 2. Il induit un opérateur
Ok . FI*lm] — ELy[m] avec les notations de 3.2.2, tel que Vn € N, T,(0'7%(f)) =
n'=*O1=*(f). Le noyau de ©'7* est le H-module SP(Np™,ext*,C,).

Du c6té des courbes modulaires, on peut définir via ’application de Kodaira-Spencer
(|29] §4, [31]) un opérateur My_(Np™, d)" — M (Np™,d)" noté ©F~1 qui agit sur les g-
développements par ({7)*", et satisfait donc Vn € N, T,,(0"(f)) = n* '@ (T, (f)).
Les formes modulaires classiques propres, de pente finie, de poids k et de niveau Np™d
ne sont pas dans I'image de §'~*.

Si € DP*(C,) est non classique mais de poids &, il existe une forme f, € F2<[m]
propre, non classique, ayant pour systéme de valeurs propres celui associé a x. ©17%(f,) €
F 35 [m] est propre et non nul, et correspond donc & un point que I'on notera ©1=*(z) €

DP#(C,). On définit de méme ©%~(z) pour tout z € D*<4(C,) de poids x*, 6.2 implique
la :

PROPOSITION 7.1. Soit z € DP<(C,) non classique de poids k(z) = (k, x), alors

08 (JL, (0 F(2))) =

7.2. Questions.

(Q1) Nous n’avons pas montré que les systémes de modules de Banach F%&4 et [P
sont isomorphes. Est-il vrai, par exemple, que si k € W(C,), les sous-espaces de (F/P<)T et
de (F%%)T composés des vecteurs de pente finie sont des H-modules isomorphes ? Cette
version "non semi-simplifiée" de notre correspondance serait par exemple intéressante
pour des questions de multiplicité 1 mieux comprises du co6té GLs (essentiellement par
la présence du g-développement).

(Q2) Existe-t’il une réalisation géométrique de la correspondance donnée? Cette
question semble prématurée pour l'instant puisqu’on ne dispose pas & notre connais-
sance d’isomorphismes de comparaisons "naturels" (par exemple faisant intervenir des
périodes p-adiques appropriées) entre les espaces de formes modulaires p-adique surcon-
vergentes et les espaces de Banach p-adiques de cohomologie Betti introduits par Stevens
dans [103].

(Q3) Plusieurs autres espaces de "formes modulaires p-adiques" naturels peuvent étre
définis autant au niveau quaternionique que pour GL,. Par exemple, on peut remplacer
les séries principales de I dans notre définition des formes quaternioniques p-adiques par
des restrictions des séries cuspidales de GL3(Q,), qui apparaissent aussi en familles sur
W et contiennent les représentations de dimension finie usuelles aux poids-caractéres
arithmétiques : & quoi correspondent-elles du coté GLg ?

Nous espérons revenir aussi sur 1’étude d’une autre famille d’espaces de Banach
(construite du coté elliptique cette fois-ci), obtenue en considérant les sections de w”
sur la réunion finie des disques supersinguliers de X;(N)/C, (N premier & p disons). Ces
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espaces sont aussi liés a des espaces de formes modulaires quaternioniques pour D rami-
fiée en p et 'infini cette fois-ci (cf. une lettre de Serre a Tate [97| pour une correspondance

modulo p).



CHAPITRE III

Formes non tempérées pour U(3) et conjectures de Bloch-Kato
(avec J.Bellaiche)

115



116 III. FORMES NON TEMPEREES POUR U(3) ET CONJECTURES DE BLOCH-KATO

1. Introduction

1.1. Enoncé du théoréme principal. Soit F/F une extension CM, (p,V) une
représentation de Gal(E/E) sur une extension finie L de Q,, continue, irréductible, et
géométrique (cf. [44, page 650]). On note 7 1’élément non trivial de Gal(E/F) et p* la
représentation sur V* donnée par g — p(7g7)~!. On suppose que la représentation p
vérifie!

(18) pt=p(=1),
o p(—1) est un twist a la Tate de p.

Il est conjecturé que la fonction L de p, notée L(p, s), admet un prolongement méro-
morphe & tout le plan complexe, holomorphe en zéro si p n’est pas le caractére cycloto-
mique, ce que nous supposerons. Sous I’hypothése (18), la fonction A(p, s) déduite de L
admet une équation fonctionnelle de la forme

A(p7 _S) = E(ﬁv S)A(p> 3)7 avec E(ﬂa O) = :I:la

En particulier, ’examen des facteurs I" a I'infini montre que €(p,0) = —1 si et seulement
si la fonction L(p, s) s’annule en 0 & 'ordre impair. B
A la suite de Janssen, Bloch-Kato, Fontaine-Perrin-Riou, notons H;(Gal(E/E), p)

le sous groupe de H'(Gal(E/E), p) paramétrant les extensions U de la représentation
triviale 1 par p
0—-V-—-U—=1—-0

qui ont bonne réduction en toute place, ce qui signifie que les suites
0V U 5150

sont exactes pour toute place w de E ne divisant pas p, I, désignant un sous-groupe
d’inertie en w, et que les suites

0— Dcris,w(v) - Dcm’s,w(U) —1—-0

sont exactes pour toute place w divisant p. La conjecture de Bloch et Kato (cf. |44,
3.4.5]) implique que

CONJECTURE 1.1. Si €(p,0) = —1, alors dim H}(Gal(E/E), p) > 1.

Cet article propose une nouvelle méthode pour aborder cette conjecture, basée sur
des congruences entre formes automorphes non tempérées et tempérées. Son but est d’en
démontrer le cas particulier suivant :

THEOREME 1.1. Supposons que E est un corps quadratique imaginaire. Soit X un
caractére de Hecke algébrique sur E, qui vérifie

xt=x"

!Notons par exemple que si pr est une représentation de Gal(F/F) veérifiant Py =~ pr(—1), sa
restriction p & Gal(E/E) vérifie 18. C’est la cas par exemple d’un twist convenable des représentations
attachées aux formes modulaires.
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et dont le type a l'infini est de la forme

o Zazl—a7

avec a 2_2.
Xp: Gal(E/E
on a

Soit p un nombre premier décomposé dans E et non ramifié pour x, et

) — L* une réalisation p-adique de x sur un corps L. Alors, sie(x,0) = —1,
dim H}(Gal(E/E), x,) > 1.

Autrement dit, il existe une extension non triviale ayant bonne réduction partout de la

forme

(19) 0—=x,—mU—-1—0.

Notons que ce théoréme peut se démontrer facilement a partir de la conjecture d’Iwa-
sawa pour les corps quadratiques imaginaires, prouvée par Rubin (|87]). Cependant,
notre méthode est différente (Rubin utilise des systémes d’Euler et non des formes auto-
morphes), susceptible de généralisations ultérieures (voir plus bas) et donne une informa-
tion supplémentaire : elle prouve que les réductions modulo m™, (m idéal mazimal de O,
n entier arbitraire) de l'extension (19) dont le théoréme affirme ezistence apparaissent
comme sous-quotient de la cohomologie étale de variétés algébriques sur E. Cet énoncé
est prédit par la conjecture de Fontaine-Mazur et ne découle pas de la preuve de Rubin.

1.2. La méthode.

1.2.1. Le théoréme 1.1 est une généralisation du théoréeme principal de la thése d'un
des auteurs (cf. [3] théoréme VIII.1.7.2), ou il est prouvé, sous les mémes hypothéses,
'existence d'une extension non triviale ayant bonne réduction partout sur O /m de la
forme 0 — x, — U — 1 — 0, et ce pour un ensemble de densité non nulle de p. La
méthode utilisée ici est similaire a celle de cette thése, a une variante prés (I’emploi
de familles p-adiques combinées avec un résultat de Kisin, au lieu d’augmentation du
niveau) dont I'idée est due & Urban et Skinner. Ils ont en effet récemment annoncé (cf.
[102]) un analogue du théoréme 1.1 pour des formes modulaires ordinaires de niveau 1,
par une méthode semblable. Il nous a semblé bon de reprendre cette idée dans notre cas,
notamment parce qu’elle nous permet de se passer d’hypothéses sur p, que les familles
p-adiques pour U(n) sont construites dans le chapitre 1 de cette thése, et qu’elle est plus
simplement généralisable (voir 1.3).

1.2.2.  Expliquons le principe de la méthode employée. La premiére idée est d’utiliser
les formules de multiplicités, données par des conjectures d’Arthur, des représentations
automorphes dans le spectre discret. Pour certaines représentations non tempérées, ces
formules font apparaitre le signe de certains facteurs e. Plus précisément, dans le cas
du groupe unitaire U(3) compact a l'infini attaché au corps quadratique imaginaire F,
ces formules sont démontrées par Rogawski et affirment que pour y un caractére de
Hecke comme dans 1’énoncé du théoréme, il existe dans le spectre discret de E une
représentation (), minimalement ramifiée?, dont la représentation galoisienne associée
p: Gal(E/E) — GL3(L) est de la forme p = x, ® 1 @ x,(—1) si, et seulement si,
E(X> 0) = -1

2Voir la proposition 4.1 pour plus de détails.
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1.2.3. Plagons-nous sous cette hypothése. On dispose donc de () et de sa représen-
tation galoisienne associée p. L’étape suivante est d’obtenir une déformation générique-
ment irréductible p’ de p, i.e. une représentation p' de Gal(E/E) sur un anneau de
valuation discréte R de corps résiduel L avec (p' ®g L)% = p, et p' ®g Frac(R) irréduc-
tible; il faut également controler la ramification de p’ ainsi que son comportement aux
places divisant p. Le méthode® utilisée pour construire p consiste a placer I1() dans une
famille p-adique de formes automorphes?.

Pour controéler la ramification de p’ aux places w de E ne divisant pas p, en particulier
aux places ou x est ramifié, on est obligé d'imposer aux formes de la famille p-adique
construite de contenir certains types de Bushnell et Kutzko. Pour traduire 'existence
de ces types en termes de la ramification de p’, on bute sur la difficulté suivante : il ne
semble pas connu ® que la construction de la représentation galoisienne p attachée & une
forme automorphe pour U(3) est compatible, en chaque place, avec la correspondance
de Langlands locale. Nous montrons comment contourner cette difficulté. Pour controler
le comportement de p’ aux places w divisant p, on utilise une forme convenable d’un
résultat récent de Kisin.

1.2.4. La dernier étape consiste a appliquer une vieille idée de Ribet (cf. [79]) :
Iexistence d’une déformation de p comme ci-dessus implique 'existence d’extensions
non triviales entre les facteurs de p. Dans le cas de Ribet, p n’avait que deux facteurs
et Ribet montrait qu’on pouvait obtenir les extensions d’un facteur par 'autre dans les
deux sens possibles. Mais c’est un fait incontournable (cf. [5] ) que quand p a plus
de deux facteurs irréductibles, on ne peut assurer l'existence de toutes les extensions
entre ces facteurs. On obtient seulement une disjonction d’assertions d’existence. Autre-
ment dit, pour montrer 'existence de ’extension cherchée, on est ramené a montrer la
non-existence de certaines autres extensions, non-existence qui a une signification arith-
métique globale, étant aussi un cas des conjectures de Bloch-Kato. Dans [3| ainsi que
dans la méthode décrite dans [102] (voir loc. cit. dernier paragraphe), la preuve de ces
cas de non-existence repose sur des résultats récents et difficiles de Rubin ([87]) et de
Kato (p-adic Hodge theory and values of Zeta functions of modular forms, prépublica-
tion) respectivement. Dans cet article, le seul cas de non-existence que nous avons a
vérifier est celui d’une extension ayant bonne réduction partout du caractére trivial par
le caractére cyclotomique, qui est une application élémentaire de la théorie de Kummer.

1.3. Généralisations. Tout d’abord, ’hypothése sur p dans le théoréeme 1.1 est
inessentielle, et devrait étre supprimée lorsque les familles p-adiques seront disponibles

3Mentionnons ici que Putilisation systématique des formes automorphes sur les groupes compacts a
I'infini dans les questions de congruences semble due a R.Taylor

4Cest 1a la principale différence avec [3] ot I'on ne construisait qu'une déformation de p ~ Xp ®
1 xp(1) & aide d’un théoréme d’augmentation du niveau. Notons cependant que 'on pourrait aussi
prouver le théoréme 1.1 & l'aide de cette méthode, en construisant des déformations de p qui sont
congrues & p modulo m”, a 'aide de théorémes d’augmentation du niveau modulo m™. On obtiendrait
ainsi des extensions modulo m™, puis on passerait & la limite sur n. Cette méthode fera I'objet d’un
travail ultérieure, dans un cadre un peu différent.

50n ne peut appliquer a nos formes le résultat principal de [51] car elles n’en vérifient pas ’hypothése,
& savoir d’étre de carré intégrable en au moins une place finie.
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aux places non décomposées et en niveau sauvage (travail en cours d’un des auteurs avec
K.Buzzard).

La méthode que nous avons esquissée ci-dessus se préte a des généralisations aux
groupes unitaires U(n) compact & l'infini associé & un corps quadratique imaginaire FE.
Cependant, on ne dispose pas pour I'instant pour ces groupes, si n > 4, de la construction
d’une représentation galoisienne attachée a chaque forme automorphe et vérifiant les pro-
priétés attendues en presque toute place, pas plus que 'on ne dispose des cas nécessaires
des formules de multiplicités d’Arthur (cependant des progrés ont été fait récemment
dans le cas n = 4). Nous avons néanmoins pris garde a énoncer et & démontrer la plupart
des lemmes que nous utilisons sous une forme générale, en vue de leur utilisation pour
le cas de U(n). Nous comptons revenir sur ce cas dans un avenir proche.

Enfin, il semble par contre plus délicat de généraliser cette méthode au cas ot F est un
corps C'M quelconque, et non quadratique imaginaire (voir & ce propos la remarque 9.1).

1.4. Plan de Darticle. Indiquons briévement le contenu des différentes parties de
cet article. Dans la partie 2, nous fixons les conventions (concernant essentiellement les
normalisations de la théorie du corps de classes et de la correspondance de Langlands
locales) et les principales notations que nous utiliserons. La partie 3 décrit la construction
par Blasius et Rogawski du systéme de représentations [-adiques attaché aux formes
automorphes pour U(3). Nous démontrons quelques résultats concernant la compatibilité
de cette construction avec la correspondance de Langlands locale. La partie 4 construit
et décrit la représentation non tempérée 7(x) discutée plus haut.

Les parties 5, 6 et 7 sont rédigées dans une plus grande généralité. La partie 5 fait,
pour GL(n), la théorie des différents choix possibles d’une forme propre ancienne de
niveau Iwahorique en p, attachée a une forme non ramifiée en p. La partie 6 traite
des raffinements des représentations p-adiques cristallines, contrepartie galoisienne de
la théorie précédente, et des familles de telles représentations raffinées. On y énonce
en particulier, sous une forme adaptée a notre usage, un résultat récent de Kisin. La
partie 7 contient les résultats nécessaires sur les pseudo-caractéres et les représentations
galoisiennes, ainsi que la généralisation adéquate du lemme de Ribet.

Dans la partie 8 nous revenons aux groupes unitaires a trois variables, et construisons
des familles p-adiques passant par 7(x). Enfin, la partie 9 montre le théoréme principal.

Les auteurs® sont heureux de remercier Laurent Berger, Laurent Clozel, Pierre Colmez,
Michael Harris, Guy Henniart et Eric Urban pour de nombreuses et utiles conversations durant
la réalisation de cet article.

2. Notations et conventions

2.1. Corps et groupes de Galois. Dans tout cet article, on note £ C C une corps
quadratique imaginaire, £ la cloture algébrique de £ dans C, Ag I'anneau des adéles
de E, Wg et Gal(E/E) les groupes de Weil et de Galois de E sur E. Pour v place de

E on notera D, un sous-groupe de décomposition de Gal(E/E) en v, I, le sous-groupe

6Durant la rédaction de cet article I'un des auteurs (Joél Bellaiche) a bénéficié de laide du Bell
fund et du Ellentuck Fund
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d’inertie de D, et Frob, € D, un Frobenius géométrique. On note 7 € Gal(E/Q) la
conjugaison complexe, 72 = 1.

2.2. Anti-auto-duale. Soit p une représentation de Wy ou de Gal(E/E) dans
GL,(A), out A est un anneau commutatif. On notera p* la représentation définie par

prg) ="p(rgr)"

2.3. Représentations algébriques. Soit w = (ky > -+ > k,) € Z™, on note
Vi la représentation algébrique de GL, /Q de plus haut poids w relativement au Borel
supérieur de GL,,. C’est 'unique représentation algébrique irréductible de GL, /Q telle
que le tore diagonal de GL, agissent sur la droite stable par le Borel supérieur par
diag(wy, - -+, 2,) — [, 2}, On note

7 = {(ky, ooy k) €27 Ky > oo > Ky}
207 =k, o kn) €Lk < ko < .. < kp}
Siw = (ky,...,k,) € Z", on pose
—w = (—kp, ..., k1) €Z" et o(w)=Min}"'(k; — kiy1) € Z
Siw € Z™, —w € Z™" et 6(w) € N. Le dual de V,, est alors V_,,. Si F' est un corps de

caractéristique 0, on notera V,,(F') la représentation de GL,,/F' extension des scalaires a
F deV,.

2.4. Correspondance de Langlands locale. Nous précisons dans ce paragraphe
les conventions choisies pour fixer I'isomorphisme de réciprocité de la théorie du corps
de classes ainsi que la correspondance de Langlands locale pour GL,,. Soit F' un corps de
nombres, on normalise 'isomorphisme d’Artin de la théorie du corps de classes globale

recp : A/ F*(F ®g R)%* — Gal(F/F)*

en demandant qu’il envoie toute uniformisante locale 7w, en une place finie v sur le
Frobenius géométrique de D, /I,, avec 'abus de langage évident. Pour toute place v de
F', on dispose alors par restriction de recg, d'un isomorphisme du corps de classes local

recr, : Ff — Wi
compatible & I'isomorphisme global.

Supposons maintenant que F' est un corps local non archimédien. On choisit la norma-
lisation a la Langlands pour la correspondance de Langlands locale pour GL,,(F'), notée
L (voir par exemple [50] p.2). Ainsi, pour 7 une représentation irréductible lisse de
GL,(F'), L(m) est une représentation complexe ®-semisimple de dimension n du groupe
de Weil-Deligne WDpg (cf. [104, 4.1]). Pour n = 1, 7 est un caractére de GL;(F) = F*
et L(m) est le caractére de Wr qui s’en déduit via I'isomorphisme recp, ci-dessus. Par
exemple, L envoie le quotient de Langlands de l'induite parabolique attachée a deux
représentations lisses irréductible 7, et 7o sur la somme directe L(my) @& L(ms).

Soit { un nombre premier, on fixe ¢; : C — @, un isomorphisme de corps. Pour 7
une représentation lisse irréductible de GL, (F), F' un corps local non archimédien, on
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peut voir L(7), par transport de structure via ¢; comme une représentation sur Q en
fait définie sur une extension finie de Q;, et on peut donc lui associer une représentation
notée L;(m) du groupe de Weil ordinaire Wy sur Q;, comme en [104, 4.2.1].

2.5. Caractéres de Hecke. Soit x : E*\A} — C* un caractére de Hecke de E,
pour toute place v de E on note x, la restriction de x a E et x sa restriction aux idéles
finies A} . On identifie F ®g R a C via l'inclusion £ C C. On suppose dans ce qui suit
que  est algébrique, i.e Yoo(2) = 292" avec a,b € Z, et on fixe encore [ et (; comme
dans la section précédente en supposant de plus [ = viv9 totalement décomposé dans F,
vy étant la place définie par E € C 25 Q;. A (x, ) on peut alors associer un caractére
continu ﬁ\A} g — @7 défini par la formule :

b
x = u(xs(e)))ey, o,
Par composition avec recg, on en déduit un caractére l-adique de Gal(E/E) que nous
noterons x; (& ne pas confondre avec une composante locale de y, mais c’est sans ambi-
guité).
2.6. Poids de Hodge. Dans ce paragraphe, p est un nombre premier fixé, ji,» dé-

signe le Gal(Q,/Q,)-module des racines p"-iémes de I'unité de Q,. On note w le caractére
cyclotomique Gal(Q,/Q,) — Endz, (lim ji,n) = Z3. On note Q,(1) le Q,-espace vecto-

riel de dimension 1 muni d’une action de Gal(@p/ Q,) par le caractére cyclotomique.
Notre convention est que cette représentation est de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate
—1 (cf. [98]). Si n € Z, on note Q,(n) := Q,(1)®", et si V est un Q,-espace vectoriel
représentation de Gal(Q,/Q,), V(n) :== V ®q, Qu(n).

Si F' est un corps local et V un F-espace vectoriel de dimension finie qui est une
représentation continue de Gal(Q,/Q,), nous noterons De,;5(V) 1= (V ®q, Berss) #( @/ Q)
(cf. [42] §2.3, 3.1). Il hérite de B.s d'un endomorphisme K-linéaire ¢, le Frobenius
cristallin, et lorsque nous parlerons des valeurs propres de ce dernier, ce sera toujours vu
comme K-endomorphisme. On rappelle que V' est dite cristalline sur dimg D..;s(V) =
dimg (V') (cf. [43] 5.4). On parlera parfois, par abus, du Frobenius cristallin de V' pour
celui de D..;5(V).

2.7. Géométrie rigide. Si X/F est un affinoide sur un corps local F', on notera
A(X) la F-algebre affinoide de X. Si X est réduit, la norme sup. sur X fait de A(X) une
F-algebre de Banach commutative. On notera A(X)° les éléments de A(X) de norme
< 1. A" désigne I'espace affine rigide analytique de dimension n sur Q,,.

3. Rappel sur la classification de Rogawski

3.1. Les groupes unitaires considérés. Soit f la forme hermitienne sur E? de

matrice
—1
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Comme Rogawski (|82] p. 66,67), on note U(2,1) le groupe unitaire sur Z défini par
cette forme, il est quasi-déployé. On fixe U(3) une forme intérieure de U(2,1) compacte
a 'infini, inchangée aux places finies (|27, lemme 2.1]).

3.2. Classification de Rogawski.

3.2.1.  Suivant Rogawski, et comme prédit par les conjectures d’Arthur, les représen-
tations automorphes discrétes des groupes U(2, 1) et U(3) sont regroupées en A-paquets
de 5 types (|82, 2.9]). Chaque A-paquet IT posséde un changement de base mp qui est
une représentation automorphe de GL(3)/E ([82, 2.§]).

3.2.2. Etant donné un nombre premier [ et un isomorphisme de corps ¢; : C — Qy,
on peut associer, grace aux travaux de Rogawski, & un A-paquet IT de U(3) (resp. de
U(2,1) s'il est cohomologique & I'infini) une représentation [-adique continue, semi-simple,
découpée dans la cohomologie [-adique des surfaces de Picard :

pi(I) : Gal(E/E) — GL3(Q),
caractérisée par la propriété suivante, pour toute place finie w de F :
(20) Si w ne divise pas Idisc(E) et si (7g),, est non ramifice, p;(I1)p, ~ Li((7E)w)

Autrement dit p; est non ramifiée en w, et le polynoéme caractéristique d’un Frobenius
géométrique Frob,, est égal a celui de la matrice de Hecke de (7g),. En conséquence,
o1 =~ pi. Lorsque IT est sous-entendu, on notera p; pour p;(I1). Bien que le choix de ¢
n’est pas apparent dans la notation py, il sera toujours sous-entendu.

3.2.3. Nous nommons et décrivons ci-dessous les 5 types de A-paquets, ainsi que les
propriétés des représentations galoisiennes associées quand elles existent. Quand le A-
paramétre a et le L-paramétre ¢ du changement de base mg du paquet considéré ont un
sens non conjectural (i.e. se factorise par le quotient Wg x SLy(C) du groupe conjectural
Lg x SLy(C)), nous les donnons.

L’existence de p; satisfaisant 20 résulte, dans les cas non triviaux, du théoréme 1.9.1
de [8] (voir aussi [82] §4.4), mais le lecteur prendra garde que la définition de p; que nous
prenons (motivée par la vérification de 20 §3.2.2) ne coincide pas avec la représentation
appelée p; loc. cit., que nous noterons py ., ci-dessous (qui d’ailleurs n’est pas toujours
de dimension 3).

— Cas stable tempéré; I'existence de p; résulte de [8, théoréme 1.9.1 (a)]. Notre p,
est prro9(1) avec les notations de loc. cit. La représentation p; est irréductible” et
satisfait p; ~ pi-.

— Cas endoscopique tempéré de type (2, 1); existence de p; résulte de |8, théoréme
1.9.1 (b)] (on définit p; comme py,00(1) @ x; ' @ x1(1) avec les notations de loc. cit.).
On a p >~ 7; @ Xy, avec 7; irréductible de dimension 2, 7, ~ 77-, x; = X7
— Cas endoscopique tempéré de type (1, 1,1); le A-paramétre a est trivial sur facteur
SLy(C), et 'on a
ALy = ¢ =1 O Y2 B 3,

"Nous ne nous servirons pas de ce fait. Voir la remarque suivant la proposition 9.1
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i Wi — C* vérifiant 1; = ¥;-. Les A-paquets de ce type sont cohomologiques
quand les caractéres de Hecke 1); sont algébriques, on définit p; par (¢1); ® (12); &

(¥3)1-

— Cas endoscopique non tempéré ; le A-paramétre a vérifie

x(w)
Yw € Wg, a(w) = Y(w)

oll x et 1 sont des caractéres de Hecke de F vérifiant y = x*, ¥ = ¥+, et
o 3 a 0 f

Us© (5 )= 010

v 0 0

Nous noterons le A-paquets correspondant I1(y, ). Le L-paramétre ¢ vérifie donc

x(w)w['7?
Yw € Wg, ¢(w) = Y(w)

X(w)|w| =4/

1/2 et 4 sont algébriques, auquel cas ¢ est cohomologique &

et I'on pose, si x| |
Pinfini

p=0l " ewe (x|
Nous analyserons les A-paquets de ce type de maniére beaucoup plus détaillée dans
la section suivante.

— Cas stable non tempéré ; le A-parameétre a vérifie
x(w)
Vw € Wg, a(w) = x(w) ,
X(w)
oll y est un caractére de Hecke de E vérifiant y = x* et ajsL,(c) est la représentation
irréductible de dimension 3. On a donc pour L-paramétre

X(w)
p(w) = x(w)
x(w)l.|
oll Y ~ x*. Les A-paquets correspondants sont des singletons, composés des repré-
sentations automorphes de dimension 1.

N

3.3. Propriétés de p;. On conjecture naturellement que la construction I — p; est
compatible avec la correspondance de Langlands locale. Plus précisément, on s’attend a
ce que I’énoncé suivant soit vérifié :

(COMP) Si Il est un A-paquet, de changement de base wg, alors pour tout l, et pour
toute place finie v de E ne divisant pas [, la Frobenius-semi-simplifié de la représentation
galoisienne (p;)|p, est isomorphe & Li((7g)y).
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Il est vrai pour les places finies v ne divisant pas disc(E) et ou le A-paquet local
I1, est non ramifié (c’est la propriété (20), §3.2.2). De plus, les travaux de Harris-Taylor
[51, théoréme C| montrent qu’il est vrai & pour tout v si mg est de carré intégrable a au
moins une place finie®. Malheureusement cette hypothése ne sera jamais vérifiée dans les
cas que nous aurons a traiter.

Nous allons démontrer dans ce qui suit les cas particuliers de (COMP) dont nous
aurons besoin. La propriété suivante est une extension de la propriété (20) aux places
divisant disc(E). Il sera utile de nous placer dans un contexte un peu plus général : soit F'
un corps totalement réel, U(3)/F le groupe unitaire a trois variables associé a I'extension
EF/F, compact a toutes les places a I'infini. Pour IT un A-paquet de U(3)/F, les travaux
de Rogawski définissent encore, tout comme dans le cas F = Q, un changement de
base mgr & GL(3)/EF, et des représentations galoisiennes p; de Gal(Q/EF), vérifiant
I'analogue de (20) §3.2.2.

PROPOSITION 3.1. Si Il est un A-paquet de U(3) g, de changement de base wgp, alors
pour tout 1, et pour toute place finie v de EF ne divisant pas | ou mgr est non ramifiée,
p1| Dy est non ramifiée.

Preuve : Soit v une place finie de EF ne divisant pas [ et telle que (mgp), est non
ramifiée, on veut montrer que p; est non ramifiée en v. On note w la place de F que
divise v. Montrons d’abord le résultat si w ne divise pas le discriminant relatif de EF/F.

Soit G’ une forme intérieure de U(3)r quasi-déployée a toutes les places finies de
F et a une seule place infinie. Par [82, théoréme 2.6.1], le A-paquet IT se transfére en
un A-paquet II' cohomologique du groupe G’%. Le groupe G’ satisfait les hypothéses de
[82] §4, et d’aprés loc.cit. §4.4, pi(—1) est construite dans la cohomologie a coefficients
de la variété de Shimura associée a G%. Comme (EF),/F,, est non ramifiée, ainsi que
I, = II,, le choix d’'un membre non ramifié en w du A-paquet II" assure que p;(—1)
est construite dans la cohomologie a coefficients d’une surface de Picard de niveau fini
hyperspécial en w. Or cette variété de Shimura a bonne réduction en v : cela résulte d'un
simple calcul de déformation du probléme de modules dont cette variété de Shimura est
I'espace de module, comme celui fait en |3, proposition 11.2.1.5]. Cela conclut.

Nous n’allons traiter en détail le cas restant que quand II est stable, les cas endosco-
piques se ramenant & des cas stables’ pour le groupe U(2) x U(1) par la classification
de Rogawski du §3.2. On suppose donc II stable. D’aprés [85, théoréme 13.3.3(b)], soit
mrr est cuspidale, soit II est le A-paquet d’une représentation de dimension 1. Dans ce
dernier cas, la proposition découle de la théorie du corps de classes, on supposera donc
que mgp est cuspidale dans ce qui suit.

8Plus exactement, qu’il est vrai & semi-simplification de Popérateur de monodromie prés.

9Strictement, il aurait fallut aussi traiter en paralléle, dans le second paragraphe de la preuve de
la proposition, le cas du groupe U(2) x U(1), mais qui n’est que plus facile. De maniére générale, nous
ne traiterons en détails dans cette section que le cas stable tempéré, car c’est le seul dont nous ayons
réellement besoin dans les applications au §9. Par exemple, utilisant la proposition 9.1, il est aisé de
vérifier que les p,, z € Z, de la proposition 8.3 ii) sont attachées & des représentations automorphes de
U(3) qui sont stables tempérées.
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Supposons que v divise le discriminant de EF/F, en particulier v divise un premier
p € Z ramifié dans E, p # [. Soit F’ un corps quadratique réel ramifié en p et tel que
EF'/F" est décomposé en 'unique place de F” au-dessus de p. Il est aisé de voir quun
tel corps existe toujours. Par exemple si p # 2, E = Q(1/pD) avec —D € N sans facteur
carré, alors il existe D’ € N premier & p et sans facteur carré tel que DD’ est un carré
modulo p, F' = Q(v/pD’) convient. Alors EF ne contient pas F’, F'F’ est totalement
réel et ramifié au dessus de w, en une place que l'on note w’, et EFF'/FF’ est alors
décomposé au dessus de w'.

Notons mgpp le changement de base d’Arthur-Clozel ([1], théoréme 111.4.2) de 7wgp
a EFF'. La représentation mrpp est cuspidale par le théoréeme 4.2 (a) loc.cit., car
EFF'/EF est quadratique et n = 3. De plus, mgpp est anti-autoduale car c’est déja le
cas de mgp, et par multiplicité 1 forte dans le spectre cuspidal de GL(3)gpp. D’apreés
Rogawski [85, théoréme 13.3.(a)|, mprp descend en un A-paquet stable I1pp du groupe
unitaire & trois variables quasi-déployé U(2,1)pp sur F'F', et méme a U(3)pp par la
propriété de relévement fort a 'infini du changement de base d’Arthur-Clozel ([1] théo-
réme I11.5.1) et [81] théoréme 2.6.1. Mais s’il on suit les constructions précédentes, un
groupe de décomposition en v de Gal(Q/EF) s’identifie 4 un groupe de décomposition
en w' de Gal(Q/EFF"), et mgpp est toujours non ramifiée en w’. On applique alors le
premier paragraphe & FF’ et Ilpp, ce qui conclut. [J

PROPOSITION 3.2. Soit I un A-paquet de U(3), | un nombre premier, v une place
finie de E ne divisant pas 1, telle que L((Tg),) = 91D oD @3, ot les ¢; sont des caractéres
continus By — C*. Soit I' := rec,(Ker((¢1 © ¢p2 © ¢3) |0z, )), alors pi(I') = 1.

Preuve : Nous n’allons traiter en détail que le cas ot I est stable, les cas endoscopiques
se traitant de maniére analogue en se ramenant a des cas stables pour le groupe U(2) x
U(1) par la classification de Rogawski du §3.2. D’aprés [85, théoréme 13.3.3(b)], soit
mr est cuspidale, soit II est le A-paquet d’une représentation de dimension 1. Dans ce
dernier cas, la proposition découle de la théorie du corps de classes, on supposera donc
que g est cuspidale dans ce qui suit.

Nous allons appliquer le changement de base d’Arthur-Clozel & wg. On rappelle,
d’aprés [1, théoréme I11.4.2 (a)], que si &'/ k est une extension cyclique de degré premier et
7 est une représentation automorphe cuspidale de GL(n)/k, alors m admet un changement
de base faible & GL(n)/k’, qui est cuspidale si 7 n’est pas isomorphe a 7 ® y, x étant un
caractére non trivial de Aj/k* attaché a k’'/k. Notons que dans notre cas (n = 3), cette
derniére condition est donc automatiquement satisfaite si [k : k| # 3, ou encore si k'/k
est ramifié en une place ou m ne 'est pas.

Soit p € Z premier au dessous de v, considérons l’extension abélienne finie de FE,
définie par

M= EYGCEU (Ker(¢1®¢20¢3))

Supposons que 'on sache trouver un corps de nombres F'/Q ayant les propriétés
suivantes :

i. F est totalement réel,
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ii. Il existe une tour d’extensions Q = Fy C F} C ... C F, = F, telle que F; 1/ F; soit
cyclique d’ordre premier et telle que le changement de base de mgpr, & EF;.4, noté
TEF,,,, S0it cuspidal.

iii FF admet une place w divisant v telle que (E'F'),,/E, soit isomorphe & M/E,.

En particulier, on dispose d’'un changement de base cuspidale mgpr de g & EF, qui
est en fait fort, i.e. compatible au changement de base local en toutes les places, d’aprés
[1, théoréme II1.5.1]. Appliquant ceci a l'extension (E'F),/E,, 'hypothése iii. assure
que (Tpp), est non ramifiée. La représentation mp étant anti-autoduale, le théoréme de
multiplicité 1 forte dans le spectre cuspidal de GL(3) gr entraine qu’il en va de méme pour
mrr. D’aprés [85, théoréeme 13.3.3 (a)|, mgr descend donc en un A-paquet (stable) du
groupe U(2, 1), puis & U(3)  par la propriété de relévement fort a 'infini du changement
de base d’Arthur-Clozel. La proposition 3.1 appliquée a ce paquet conclut.

Il reste a trouver un corps de nombres F' comme plus haut. Fixons F;/Q un corps
quadratique réel ayant une place v’ divisant p tel que (F1), ~ E,. L’extension EF;/E
étant quadratique, une remarque faite plus haut assure que mgp, est cuspidal. Considé-
rons une tour G; = (Fy)y = E, C Gy C ... C G, = M avec des G;;1/G; cycliques
d’ordre premier noté g;. Nous allons construire les F; satisfaisant ii. récursivement tels
que F;,; admette une place w;yq divisant w;, (F}),, ~ Gy, et w; = v'. Supposons un tel
F; construit. Fixons une place finie v de E'F; telle que (7gg, ), est non ramifiée, que u ne
divise pas disc(E), et telle que (F;), admette une extension ramifiée (par exemple modé-
rément) de degré ¢;. Appliquons Artin-Tate |2, théoréme 5, page 103] & F; et 'ensemble
fini de places S composé de w;, u et des places infinies. On en déduit 'existence d’une
extension abélienne k/F;, finie de degré ¢; ou 2g¢;, totalement réelle, ayant une place w’
(resp. u') divisant w; (resp. u) telle que kyy /(F})w, =~ Giv1/G; (vesp. ky /(F;). est ramifiée
de degré ¢;). Si ¢; est impair, il est clair que 'on peut supposer que [k : F;] = ¢;. Dans
ce cas, Fiy1 := k et w1 := w' conviennent car EF;,;/EF; est ramifié¢ en une place ou
mer, ne l'est pas. Si ¢; = 2, alors prend pour F;,;/F; une sous-extension quadratique
de k/F; telle que (Fit1)w = Giy1, Wiy1 = w'|p,,. Comme EF;,,/EF; est quadratique,
F; 1 satisfait aussi ii. [J

PROPOSITION 3.3. Soit [ un nombre premier décomposé dans E, 1; comme plus haut,
IT un A-paquet pour U(3) de changement de base mg, v une place de E divisant [ telle
que (Tg), est non ramifiée, alors :

(1) (p(I1))p, est cristalline en v.

(2) Le polynéme caractéristique du Frobenius cristallin de (p;(I1))p, est l'image par
v de celui de L((mg),)(Frob,), Frob, étant un Frobenius géométrique de Wg,,

(3) Si le L-parameétre de Il a sa restriction a We = C* de la forme (2/2)" @
(2/2)2 @ (2/2)® avec (a1, a9,a3) € Z3, a; > ay > ag, alors les poids de Hodge-
Tate de (py(11))p, sont les —a; si v est la place de E induite par E C C - Q,
les a; stnon.

Preuve : La proposition est immédiate si le L-parameétre de II est somme de trois
caractéres, il ne reste donc qu’a traiter les cas ou II est stable tempéré ou endoscopique
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tempéré de type (2,1) (cf. §3.2). Nous nous placerons par exemple dans le premier cas,
le second se traitant de maniére identique.

Soit F' un corps quadratique réel. Un argument déja donné dans la preuve de la
proposition 3.1 montre que le changement de base d’Arthur-Clozel de 7 & EF' est une
représentation automorphe cuspidale qui descend en un A-paquet stable I1r de U(3)p.
D’aprés [82, théoréme 2.6.1|, ce paquet se transfére en un A-paquet I} cohomologique
stable du groupe G’/ F suivant : G'/F est une forme intérieure du groupe quasi-déployé
sur U(2,1)/F, non quasi-déployé uniquement a 1'une des deux places infinies. Notons
que les variétés de Shimura attachées a G'/F 0, les surfaces de Picard, ont des modéles
canoniques qui sont des variétés quasi-projectives lisses sur EF (cf. [47] §6), et méme
projectives car G'/F est anisotrope. On fixe un élément 7 € II’, ainsi qu'un ouvert
compact net U C G'(Agy) tel que 7V # {0}. D’apres [82] §4.3, §4.4 ("Case 2" dans le
cas stable tempéré), la représentation

py = pu(m)(—1) |Gal(EF/EF)>

apparait dans la cohomologie l-adique en degré 2 d'un Q-faisceau lisse, noté F loc.cit!!,
sur la surface de Picard de niveau fini U, que 'on note Xy /EF. Afin de construire un
motif de Grothendieck dont p; est une réalisation l-adique, il nous faut tout d’abord
nous débarrasser du coefficient F. Comme il est coutume, nous réalisons ce motif dans
la cohomologie [-adique a coefficient constant d’une variété de Kuga sur Xy . Soit A —
Xy le schéma abélien universel sur Xy, on note A™ le produit fibré m-fois de A au
dessus de Xy ; A™ est en particulier propre et lisse sur EF. Le Q,[Gal(EF/EF)}-module
H%(Xy x EF, F) est alors un facteur direct découpé par une correspondance algébrique
idempotente de

HE™ (A" < EF,Q)(tr),

pour des entiers mx et tz bien choisis. Ceci est expliqué en détail dans [51, chap. II1.2
p.98]. Notons pour finir que d’aprés [82]84.3 (fin du paragraphe), la multiplicité 1 dans
le spectre discret de G’ assure méme que 'on peut découper exactement p; par des
correspondances de Hecke, plutot que simplement un de ses multiples.

On supposera par la suite que | = uu' est décomposé dans F, et on note v X u le
plongement FF — Q; déduit de v et u. Ces données nous permettent en particulier de
fixer un isomorphisme G'(F,) — GL(3)(Q;), d’identifier II; avec (II%),, et D, au groupe
de décomposition en v x u de Gal(EF/EF). Par hypothése de 1’énoncé, (I1}), est non
ramifié et on peut donc choisir un compact ouvert net U égal & GL3(Z;) en u, ainsi
que m € II% tel que 7V # {0}. Dans ce cas, Ay — Xy a un modéle propre et lisse
sur Ogpy,,., (cf. par exemple [67] §5), ainsi donc que A™#. L’assertion 1 découle de ce
que la cohomologie [-adique a coefficient dans Q; d’un schéma propre et lisse sur Z; est
cristalline (cf. [43] théoréme 6.1.4, [41]).

10Plus précisément, celles attachées au groupe de similitudes unitaires contenant G /F ([47]86), cf.
[82] §2.5 pour le lien entre A-paquets de G’ et du groupe de similitudes.

HT] ne dépend que de I, sa construction est par exemple expliquée en détail dans [51] chapitre
I11.2
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La propriété 2 découle de maniére standard de la construction motivique de p; ex-
plicitée ci-dessus et d'un théoréeme de Katz-Messing ([62, théoréme 2.2]), combinés a
(20) §3.2.2 et [101, corollaire 2.2]. Prouvons la propriété 3. La construction motivique
ci-dessus et le théoréme de comparaison DeRham-étale de Faltings (cf. [41]' [43, §6.1])
appliqué a H%"™7 (A™F x EF,Q,)(t5), entrainent que les poids de Hodge-Tate de (P1) 1D
sont les poids de Hodge de la réalisation de De Rham de p; associée au plongement
complexe ¢; ' (v x u). L’identification de ces derniers en terme des a; est une conséquence
de [51] proposition II1.2.1 (6), la preuve étant détaillée loc.cit. dans les pages 99 a 104.
Précisons que les arguments du §II1.2 loc.cit. sont aussi valables pour notre groupe uni-
taire G'/F (qui ne différe des leurs qu’en des places finies), a I'unique "modification"
prés suivante. La référence a Kottwitz en bas de la page 103 (au sujet de la formule de
Matsushima) peut étre remplacée par un appel a Rogawski [82] §4.3 page 89. O

4. Représentation non tempérée attachée a un caractére de Hecke

4.1. Hypothéses sur le caractére de Hecke. Soit y, un caractére de Hecke de
E vérifiant

Xo(22) =1, Vz € AL, et Xooo(2x) = z';o/|zoo\fé/2, k est un entier impair positif

Par la premiére hypothése, sa fonction L compléte L(xo, $) a pour équation fonction-
nelle ([104] 3.6.8 et 3.6.1)

L(X0> 1— S) = E(XOa S)L(X0> 3)7 E(XOa 1/2) ==+l

On utilisera de plus le caractére algébrique x := xo|.|'/2, dont on note Y, la composante

locale en une place v de E. On a xy* = x|.|7!, et si oo désigne £ C C, xoo(z2) =
Zk+1D/20-k)/2 "~ On notera cond(yo) le conducteur de yo, qui est aussi celui de x, et
disc(E) le discriminant de E.

Dans les sous-parties qui suivent, nous décrivons, suivant Rogawski, les composantes
locales du A-paquet endoscopique non tempéré I1(x, 1).

4.2. Composantes locales en p décomposé.

4.2.1. Soit p = vvy un nombre premier décomposé dans E, la donnée des v; nous
fournit un isomorphisme U(3)(Q,) — GL3(E,,) = GL3(Q,). Il faut noter que ces deux
isomorphismes différent d’un automorphisme extérieur de GL3(Q,). Fixons celui avec v,
par exemple.

4.2.2. Soit P = MN le parabolique standard de U(3)(Q,) = GL3(Q,) de type
(2,1), considérons le caractére complexe lisse A\, de M = GL2(Q,) x GL;(Q,) défini par
Ao(2,Y) = Xou, (det(z)). L'induite parabolique normalisée de A, est irréductible ([83]
p.196), on la note (o).

12 Ainsi qu'il est discuté dans [43] §6.1, il y a un point obscur dans la preuve de Cy. Nous n’utilisons
ici les résultats de loc.cit. que dans le cas de la cohomologie I-adique & coefficient constant d’un schéma
propre et lisse sur Z;, pour lequel 'objection ne s’applique pas.
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4.2.3. Si x est non ramifié en p (décomposé), 7, (xo) est non ramifiée, et a donc
un vecteur fixe par n’importe quel compact maximal. On en choisit un, noté K,, égal a
U(3)(Z,) pour p assez grand ([107, 3.9.1]).

4.3. Composantes locales en p inerte ou ramifié.

4.3.1. Suivant Rogawski (|83] p. 396), définissons pour p un nombre premier inerte
ou ramifié dans F', une représentation lisse irréductible 77 (xo) de U(2,1)(Q,) = U(3)(Q,)
de la maniére suivante :

On voit xo, comme caractére du tore diagonal de U(3)(Q,) par :

!
B = Xop(a)
q-1
L’induite parabolique normalisée de xg, a deux facteurs de Jordan-Holder, dont I'un est

non tempéré, qu’on note 7, (xo) (ou bien 7"(xo,)), 'autre de carré intégrable 77 (xo) (ou
bien 7°(x0,))- (|85] p. 173, [63] p. 126)

4.3.2. Si p est inerte et x non ramifi¢ en p, 7 (xo) est non ramifiée et a donc un
vecteur fixe par n’importe quel compact maximal hyperspécial. La encore, on en choisit
un K, que 'on prend égal & U(3)(Z,) quand on le peut (pour presque tout p, cf. [107,
3.9.1]).

4.3.3. Si p est ramifié, le groupe U(3)(Q,) est un groupe unitaire ramifié. Il a deux
classes de conjugaison de sous-groupes compacts maximaux, mais aucune d’entre elles
n’est hyperspéciale. D’aprés [26, prop. 2.4.7], 'une de ces deux classes, dont on fixe un
représentant [, est telle que pour tout caractére non ramifié 7 du tore diagonale (i.e.
trivial sur le compact maximal de ce tore), la représentation 7} (1) définie en 4.3.1 admet
un vecteur non nul fixé par K,, mais n’admet pas de vecteur non nul fixé par I'autre
classe de conjugaison'®. Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 4.1. Soit m une représentation automorphe irréductible de U(3) telle que

W,pr # 0. Alors le changement de base mg de w est non ramifié en la place de E au-
dessus de p.

Preuve : Comme 7, a un vecteur invariant non nul par K, elle a un vecteur in-
variant non nul par un sous-groupe d’Iwahori. D’aprés |25, prop 2.6, c’est donc une
sous-représentation d’une induite parabolique normalisée I(n), pour un certain caractére
non ramifié n du tore diagonal de U(3)(Q,) (é.e. trivial sur le compact maximal de ce
tore). Rappelons, suivant [63, page 126| et [26, th. 2,4.6 et prop. 2.4.7|, la structure de
ces induites /(n). Quand elles ne sont pas irréductibles, les représentations /(n) sont de
longueur 2, et ont comme facteurs de Jordan-Holder soit la représentation triviale et la
Steinberg, soit deux représentations que I’on note (comme dans |63, [85]) 7™(n) et 7*(n).
De plus, d’aprés |26, prop. 2.4.7], 7"(n) a un vecteur invariant non nul par K, et 7%(n)
n’en a pas. Enfin, la représentation de Steinberg n’a pas de vecteur non nul invariant par
un compact maximal.

130n peut voir, & l'aide de [68, prop 3.6.2] que K, est trés spécial, mais nous n’aurons pas besoin
de ce fait.
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Soit v la place de E au-dessus de p. Le changement de base mg de I'unique A-paquet
global IT auquel 7 appartient est (par définition, cf. [85, page 201], juste avant le théoréme
13.3.3) tel que (mg), est le changement de base local (défini [85, page 200]) du A-paquet
local 1I,, composante en p de II. Le paragraphe précédent assure que m, est soit la
triviale, soit une induite irréductible d’'un caractére non ramifié, soit de la forme 7"(n).
Le changement de base (7g), de II, est donc non ramifié par définition sauf peut-étre
si II, est le A-paquet II, = {n"(n), 7*(n)}, avec m, = 7™ (n). Mais dans ce cas, (7g), est
non ramifi¢ par [85, prop. 13.2.2(d)]. O

REMARQUE 4.1. Le méme lemme serait fauz si K, était remplacé par un sous-groupe
compact mazximal de 'autre classe de conjugaison. En effet, on pourrait avoir alors m, =
w*(n), et la représentation w°(n) appartient o deux A-paquets locauz (cf. [85, page 199]) :
le A-paquet {m*(n),7™(n)} dont le changement de base est bien non ramifié, et un autre
A-paquet, dont le changement de base est ramifié.

4.4. Composantes locales a I'infini. Tout L-paramétre "relevant" de U(3)(R) a
sa restriction & W = C* de la forme :

2 (2/2)" @ (2/2) © (2/2)®, a1 > ay > a3 € 73

Si ki > ko > k3 € Z3, On note my (ki ko, k3) la représentation de U(3)(R) sur
Viy ko ks (C) (2), déduite de l'inclusion U(3)(R) € U(3)(C) ~ GL3(C) donnée par E C
C. Son L-paramétre a pour changement de base & C* le morphisme plus haut avec
(al,ag,ag) = (k’l -+ 1, ]{?2, k’g — 1) ([82] §31)

4.5. Existence de 7(xo).

PROPOSITION 4.1. Supposons que k > 1, et que e(xo, 1/2) = —1, alors il existe une
unique représentation automorphe w(xo) de U(3) dont le changement de base a E a pour
L-paramétre le morphisme Wy — GL3(C) défini par

XOH—l/Q
1

XO"|1/2

et telle que

— Pour toute place v, m(x0)» = T (X0),

n 71-(XO)OO - Wl,m(%a %7 1)

Preuve : D’aprés [83], page 397, le A-paquet II(y, 1) existe pour U(3), car k > 1.
D’aprés [83], page 395 et 396, les A-paquets locaux correspondants sont les singletons
{7, (x0)} quand p est décomposé (cf. 4.2.2) et des paires {7 (x0), 7, (x0)} quand p est
inerte ou ramifié (ot 7 a été définie en 4.3.1). Enfin, d’aprés [83] page 397, le A-paquet
local & l'infini est un singleton {7 (x0)s} avec m(X0)oo := Wl,oo(%, %, 1).

Considérons la représentation de U(3)(A) :

m(x0) = ( ® T, (X0)) @ T(X0)oo-

p premier
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D’aprés [83], théoréme 1.2, la multiplicité de 7 dans le spectre automorphe de U(3) est
(1+¢e(x0, 1/2)(=1)")/2, out N, défini dans [85] page 243, est le nombre de places a I'infini
de Q ou U(3) est compact ; on a donc N = 1, et la multiplicité de 7(x) est donc 1. O

4.6. Types.

PROPOSITION 4.2. Pour p un nombre premier divisant disc(xo), il existe un groupe
K;=K;(p) de UB3)(Q,), et une représentation irréductible J = J(p) de K, tels que
~ Homp,(J, 7y (x0) ® (xp ' o det)) # 0.
— Pour toute représentation lisse irréductible = de U(3)(Q,) vérifiant Homy ,(J, ) #
0, pour toute place v de E au-dessus de p, notant wg, le changement de base de T
a E,, il existe trois caractéres lisses non ramifiés ¢, ¢o, ¢3 : B, — C*, tels que

L(7g.y) = ¢1 B ¢2 & d3xg -

En particulier, si | # p, I' := ker(xi)1,, et si m est la composante en p d’une
représentation automorphe irréductible =’ de U(3), alors p(7')(I") = 1.

Preuve : Supposons d’abord que p = vyv9 est décomposé dans FE. On note G =
GL3(Q,) = U(3)(Q,) (I'isomorphisme dépendant de la place v, comme en 4.2.1), P le
parabolique standard de type (2, 1), M = GL2(Q,) x GL;(Q,) son Levi (comme en 4.2.2),
N son radical unipotent, xo = X0, et m la p-valuation du conducteur de xo.

Notons K ; le sous-groupe de G des matrices dont la réduction modulo p™ est de la
forme

Y

O % ¥

*
*
Y

Q2 O % %

et notons J le caractére complexe lisse e groupe qui a une matrice comme ci-dessus

associe xo(y) ™'

Par définition (cf. 4.2.2 pour la définition de A,), 7, (x0)®xq Yodet est la représentation
de G sur 'espace

e

@)

Vi={f: G—C, flisse, Vb€ P,Yge G, f(bg)=N(b)5>(b)x;" (det(b))f(g)}
donnée par (g.f)(z) = f(zg). Définissons f : G — C par
F(bk) = Mp(b)3E*(b)x ' (det(b))xo(k) Vb€ P, k€ Ky,
flg) = 0 VgeG\PK,

On vérifie aisément que f est bien définie, et qu’elle définit un élément non nul de
Homy, (J, 75 (x0) ® (xp o det)).
Inversement, soit 7 une représentation lisse irréductible de GG, et supposons que

Hompg, (J,7) # 0.

Notons By C K 'ensemble des matrices de K; qui sont triangulaires supérieures
modulo p. On a alors B;NM = B x GL1(Q,) ou B est le sous-groupe d’'Iwahori standard
(constitué des matrices triangulaires supérieures modulo p) de GL2(Q,). La restriction
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de J & By N M étant simplement le caractére y,' sur le second facteur GLi(Q,), le
couple (B; N M, Jig,nm) est un sy-type de By, ot sy € B(M) (le spectre de Bernstein
de M, cf. [17, page 772]) est la classe d’équivalence inertielle de (T, xy'), T désigne le
tore maximal standard de GL3(Q,) et x,' le caractére de T envoyant diag(z,y, 2) sur
Xo'(2).

I résulte immédiatement de la définition de recouvrement (cover) (|18, 8.1]) que
(By, JB,) est un G-recouvrement de (B;NM, J|g,nn). Le corollaire [18, 8.4 (ou bien [19,
page 55|) assure alors que (By,Jjg,) est un s-type pour G, ot s € B(G) est la classe
d’équivalence inertielle de (T, x; ). Comme 7 contient (K, J), elle contient aussi (B, J),
est son support cuspidale est donc de la forme (41, ¢o, Xg '@3), ot les ¢; sont des caractéres
lisses non ramifiés de Q. Autrement dit, d’apres les propriétés de la correspondance
de Langlands locale, L(m) a pour semi-simplification ¢, @ ¢2 @ xq L$s. Nous voulons
maintenant montrer que L(7) est semi-simple. Comme X, 1ps est ramifié, mais pas ¢,
et ¢o, on peut en tous cas écrire L(m) = r @ X51¢3> ou 7°* = x1 D X2, et nous voulons
montrer que r est semi-simple.

D’aprés ce qui précéde et les propriétés de L, il existe une représentation lisse irré-
ductible (p, W) de GLy(Q,) de support cuspidal (¢1, ¢2) telle que

7~ Indp(p® (d3xo 1)), L(p) =7

ol p® (P3xy ') désigne la représentation du parabolique standard sur W qui & (z,y) €
GL»(Q,) x GL1(Q,) = M associe ¢3(y)xo(y) 'p(x) € End(W). L’espace de cette induite
est 'ensemble des fonctions f : G — W, lisses, vérifiant Vm = (z,y) € GLy(Q,) X
GL,(Q,) = M,Vu € N,Vg € G,

(21) fmug) = 5,2 (m)xg  (¥)ds(y)p(x) f(9)-

Comme Homy , (J, ) # 0, il existe une fonction non nulle f: G — W dans l'espace de
Indp(p ® (P3x ")) qui vérifie

(22) (k.f)(9) = f(gk) = f(9) Tk (k) = f(g)xo(k) "
Choisissons v = f(g) € W non nul. Combinant les équations 21 et 22, il vient
Vo € GLy(Zy), p(z)v = v.

La représentation p est donc non ramifiée si bien que r = L(p) est semi-simple, et
finalement L(7) = ¢1 © ¢2 D d3xp -

Le “en particulier” découle alors de la proposition 3.2

Le cas ot p est inerte ou ramifié dans F est plus simple, grace aux travaux de L.Blasco
([7]) = 7 (x0) appartient a la série principale, et son type défini en |7, partie 7, page 181]
fait I'affaire. [J

5. I-invariants et algébre d’Atkin-Lehner
5.1. Notations.
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5.1.1. Dans toute cette section, p est un nombre premier fixé. T désigne le tore
diagonale de G := GL,(Q,), B son Borel supérieur, K := GL,(Z,), W ~ &,, C K,
I C K le sous-groupe d’Iwahori composé des éléments triangulaires supérieurs modulo
p, A le sous-groupe de T des éléments & coefficients dans p%, A* le sous-monoide de A
des éléments de la forme diag(p®,--- ,p™) avec a3 < --- < a, € Z. Si X est un groupe
topologique localement compact, dx désigne le caractére module de X.

5.1.2.  Si U est un sous-groupe compact ouvert de GG, 'algébre de Hecke de G rela-
tivement a U, C*(U\G/U), est 'algébre de convolution des fonctions complexes lisses
a support compact sur G invariantes & droite et a gauche par U. Si g € G, on note
[UgU] € C*(U\G/U) la fonction caractéristique de de UgU C @G, on prend la conven-
tion que [U]? = [U]. C*(I\G/I) est l'algébre de Hecke-Iwahori, on note A(p)** son
sous-anneau engendré par Z et les fonctions caractéristiques [Tul], u € AT, Il est connu
(par exemple [84] §1) que A(p) est commutative, et que pour chaque u,u’ € A", [[ul]
est inversible dans C*°(I\G/I), [[ul][Iu'l] = [Tuu'l] et Tulu'] = Iuu'l. On pose

u; = diag(1,...,1,p,...,p) € AT, ol p apparait i fois, 0 <i<n

5.2. [-invariants des représentations non ramifiées.

5.2.1. Soit ¢ = (¢1,..., %) : (Q)" — C* un caractére lisse et non ramifié, X (¢) la
représentation complexe lisse irréductible non ramifiée de G de L-paramétre valant sur
le Frobenius géométrique :

¥1(p)
¢n(p>

Voyant ¢ comme un caractére complexe lisse de B trivial sur les unipotents supé-
rieurs, on pose

Indp (1) == {f : G — C, lisses, f(bg) = 0,/ (b)y(b) f(g) Vb € B}

vue comme représentation lisse de G par translation a droite les fonctions. On sait alors
que X () est 'unique sous-quotient irréductible non ramifié de Indg(1)). Le caractére de
'algebre de Hecke non-ramifiée de G sur la droite des K-invariants de X (¢) (ou encore
de Indp(), ce qui est la méme chose) est bien connu : si ¢,; est la valeur propre de

Popérateur de Hecke T),; := [Ku;K]| det(u;)|™Y/2 comme plus haut, on a
[[A—wi)1) =) (-1 2,1
=0 1=0

Mest cette algébre que nous appelons algébre d’Atkin-Lehner, reprenant la terminologie de
X.Lazarus (these, Orsay, 2000). Ses générateurs [[ul], u € AT, sont la généralisation naturelle a GL,,
de l'opérateur U, d’Atkin-Lehner dans la théorie classique des formes modulaires.
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5.2.2.  Nous allons commencer par décrire la représentation de A(p) sur les I-invari-
ants de Indp(7)). On verra les caractéres de T' par restriction comme des caractéres de
AT, puis de A(p). Pour tout caractére 6 : T'— C*, o € W, on dispose d’'un caractére 67

défini par 9"(1&) = 9(0‘1150) ] ainsi (2[)1, ceey ’gbn)g = (?/Jg(l), ceey ’gbg(n)).
LEMME 5.1. (c¢f. 1.4.4) La semi-simplification de Indg()! comme A(p)-module est

@UGW(SIB/2¢U
Remarques : Le calcul ci-dessus et la formule pour le polynome de Hecke de X
montrent que si o € W, 17(U;) (noter la disparition du (5}9/ %) est un produit de i valeurs

propres “distinctes" du Frobenius géométrique dans la représentation de Wy, attachée a
X par la correspondance de Langlands locale non ramifiée.

En particulier, supposons Indg(¢)) irréductible, dans ce cas Indg(v) = X (¢). La dé-
composition de Bruhat-Iwahori montre que dime (X (¢)!) = n! et 'action de A(p) sur les
I-invariants de X est calculée par le lemme. Ceci se produit en particulier quand 1) est
essentiellement tempérée (i.e |1;(p)| indépendant de ¢, [110] 4.2) mais pas pour la repré-
sentation 7} (o) introduite en §4.2.2 (p décomposé dans E et ne divisant pas cond(xo)).
Pour traiter ce cas la, nous aurons besoin du résultat général suivant, impliquant par
ailleurs le lemme précédent.

5.2.3. Soit P = MN C G un parabolique de Levi M, 1) : M — C* un caractére non
ramifié, Indp(7)) I'induite parabolique lisse normalisée :

Indp(¢) = {f : G — C,lisses, f(pg) = 57> (p)¢:(p) f(g) ¥p € B}

Soit Wp C W le sous-groupe de Coxeter correspondant & P C G, pour chaque 0 € W
on choisit I'unique élément dans Wp.o de longueur minimale ([59] prop. 1.10 ¢)), et on
note W (P) I'ensemble des représentants de Wp\W obtenu. On pose z := dp/dp = dpnn-

LEMME 5.2. La semi-simplification de Indp()! comme A(p)-module est
Socw ()0 (2/2)7

Remarques : Le lemme montre que I'unique sous-quotient non ramifié de Indp(1)) est
isomorphe & X (1.2'/2). Si Indp (1)) est irréductible (voir [110] 3.2,4.2), il coincide donc
avec X (1p.2'/?) dans ce cas.

Preuve : On pose X' = Indp(1))!, c’est un module sous I'algébre de Hecke-Iwahori
de G, en particulier sous A(p). La décomposition de Bruhat-Iwahori G = ]_[er( p Pol
montre que dime(X') = |W|/|Wp|. On considére la C-base de X’ suivante : si 0 € W(P),
e, est I'élément de X' nul hors de Po I et tel que e,(0) = 1. e,(c’) = 0 ou 1 selon que
o' € Wp.ocounon . Sico € W, on commence par calculer [[o'I](e;). La décomposition de
Bruhat-Iwahori, ainsi que la multiplication des cellules, montre que (Io’'I)N (o 'PI) =0
a4 moins que ¢ € Wpo'~". En particulier, [[0'I](e1) = age, 1 it ay € C* (car [[071] est
inversible dans l'algébre de Hecke-Iwahori).

La décomposition de Bruhat-Iwahori montre que si u € A™, (Iul)No ™' PI est vide &
moins que o € Wp, ce qui implique que e; est propre sous 'action de A(p), de caractére
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[Tul] — (6Y2)(u)|(Iul N PI)/I|. Quand u; = u, on peut calculer |(Iul N PI)/I| =
(I"NPI)/(I"N )|, I"* := u~ Tu, on vérifie qu’il vaut z'/2(u).

Par les relations de Bernstein ([84] §1, §5), on en déduit que si l'on ordonne la
base des e,, 0 € W(P), par ordre croissant avec la longueur de o, l'action de A(p)
est triangulaire supérieure. Toujours par les relations de Bernstein, on trouve alors les
caractéres de 1’énoncé (voir par exemple 1.4.8.3 pour des détails supplémentaires, noter
que ce que nous avons appelé u; dans ce paragraphe y est noté u, 1;). OJ

5.2.4. L’exemple qui nous intéresse est le cas de la représentation non ramifiée
X (¢) := my(xo) définie en 4.2.2, 7](xo) est I'induite du parabolique standard P de type
(2,1) du caracteére yo(det(.)) x 1. On trouve W(P) = {1,(3,2),(3,2,1)}. Si 0 € W(P),
le triplet (7 (uq), ¥ (ug/uq), 7 (us/us)) associé a o est alors explicitement donné par :

g — 17 (LXqJ)_l(p)?le(p))
g = (3,2), (ij;_l (p)a 17X1)1 (p))
o =1(3,2,1), (X0, (P), X1 (P), 1)

6. Déformations des représentations cristallines raffinées

6.1. Raffinement d’une représentation cristalline.

6.1.1.  Soit F un corps local, V un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
représentation continue de Gal(@p /Q,). Nous supposerons que V' est cristalline, que ses
poids de Hodge-Tate k; < ... < k, sont tous distincts et que les valeurs propres du
Frobenius de D.;s(V) sont dans F' (cf. 2.6 pour les conventions). Imitant Mazur ([73]),
on appellera raffinement de V' la donnée d'un ordre R := (¢4, ..., pn) € F" sur les valeurs
propres du Frobenius de D..;s(V). On notera (V,R) la représentation V' munie de son
raffinement R.

6.1.2. La donnée d'un raffinement R de V nous permet de définir des F;(R) :=
w;/pFi € F* et des Uj(R) := [[;—, Fj, 1 < i < n. La donnée de tous les F;(R), ou
encore celle des U;(R), est bien sur équivalente a celle de R. Notons que F;(R) est
encore une valeur propre du Frobenius de D..;s(V(k;)), et U;(R) en est une de celui
de AY(D¢is(V)) =2 Deris(AY(V)). On rappelle que la formation de D.,.;s commute aux
opérations tensorielles sur les représentations cristallines ([43] 1.5.2, 5.1.2).

6.1.3.  Remarques : i) Si le polynéme caractéristique du Frobenius de D..;s(V) a
n = dimp (V) racines distinctes, alors V' admet exactement n! raffinements. C’est la cas
par exemple si V' est ordinaire (cf. [78]). Dans ce cas, on dispose de plus d’un raffinement
canonique donné par |¢;| = p~*, appelé raffinement "ordinaire" (il ne nous sera pas utile
dans la suite).

ii) Un des intéréts essentiels de la notion de raffinement dans ce texte vient de ce
que la théorie des familles p-adiques de formes automorphes produit des déformations
de représentations cristallines raffinées de Gal(@p /Q,). 11 faut bien noter que de telles
déformations d’une méme représentation V' mais partant de raffinements distincts sont en
général trés différentes (par exemple 1'une peut étre génériquement irréductible, 'autre
non).
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6.2. Raffinements et algébre d’Atkin-Lehner.

6.2.1. Par commodité d’exposition, nous nous restreignons a U(3) plutdt qu’a un
groupe unitaire quelconque, c’est de toutes facons suffisant pour les objectifs de ce texte.
Soit p un nombre premier décomposé dans F, 1 : C — @p un isomorphisme de corps, v; la
place de E au dessus de p donnée par £ ¢ C = @p, v I'autre place, p = vyv9. La donnée
de v; nous permet de plus d’identifier U(3)(Q,) & GL3(Q,) comme en 4.2.2. Fixons II
une représentation automorphe irréductible de U(3) telle que II,, est non ramifiée et
Il = m(k1 > ko > k3). Comme dans 5.2.1, I, = X () pour un certain caractére non
ramifié ¢ : T — C*.

6.2.2. On a vu dans 3.2.2 que la donnée de ¢ permet d’associer a II une représen-
tation semi-simple continue p, : Gal(E/E) — GL3(F) = GLp(V), V étant un espace
vectoriel de dimension 3 sur un certain corps local F'. On rappelle que D, est un groupe
de décomposition dans Gal(E/FE) associé & la place v; de E, et on note V; la repré-
sentation continue de Gal(@p/ Qp) sur V obtenue par restriction de V' a D,,. Puisque
p;‘ ~ pp, on sait que Vp ~ Vit De plus, par la proposition 3.3 §3.2, V; est cristalline
de poids de Hodge-Tate —k; — 1 < —ky < —k3 + 1, et son Frobenius cristallin a méme
polynéme caractéristique (modulo ¢) que I'image du Frobenius géométrique de Wgr dans

le L-paramétre de X (), i.e [[°_,(X — t(¢i(p))). Nous allons donner une interprétation
automorphe de certains raffinements de V; en terme de II,.

6.2.3. La semi-simplification de A(p) agissant sur Hi a été calculée en 5.2.2, c’est
une somme de caractéres de A(p) de la forme 5]13/ 2w", pour certains ¢ € W. On dira que
o est accessible pour II si 5]13/ 2w" apparait, cela ne dépend que de II,, et il est équivalent

de demander qu’il existe un vecteur v € II sur lequel A(p) agisse par (5,13/ 2¢". Pour tout
o € W, le lemme 5.1 §5.2.2 montre que l'on construit un raffinement R(o) de V; en
posant

R(U) = (1/10(3) (p)7 wU(Q) (p)v 7%(1)(]9))

Un raffinement de V; sera dit accessible s'il est de la forme R (o) avec o accessible
pour II. Si II, est irréductible, on a vu en 5.1 que tous les raffinements de V) sont
alors accessibles. Cela se produit en particulier quand II, est tempérée. Par contre, si
IT = m(xo), les raffinements accessibles sont ceux donnés dans 5.2.4. Dans ce cas précis,
on remarque par exemple que V; est ordinaire mais que le raffinement ordinaire n’est pas
accessible.

6.2.4. Soit s = (k1 > ky > k3) € Z3, notons v, le caractére A — p? sur le vecteur de
plus haut poids de V(Q) = V_4(Q). D’aprés 6.2.2 et 2.3,s1 1 <i < 3, ((5;/21/5)(%/%_1)
est une puissance de p d’exposant le i poids de Hodge-Tate (rangés par ordre crois-
sant) de V;. On pose

vs(u;)

1

€ A(p)[1/p]
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Avec ces notations, R(o) est encore le raffinement de V; défini par ses U;(R(0)) avec
la formule U;(R(0)) := (6} 47 )(U?).

6.3. Variation de représentations cristallines raffinées, d’aprés M.Kisin.

6.3.1. Soit FF C C, un corps local, X un F-affinoide réduit d’anneau A(X), la
norme réduite de A(X) en fait une algebre de Banach. Soit M := A(X)", G un groupe
topologique, p : G — GL(M) une représentation continue. Si /' C £ C C, est un
sous-corps complet, z € X (E), on note M, := M ®a(x) £, A(X) — E étant 'évaluation
en z, et p, : G — GL,(F) = GLg(M,).

6.3.2. Soit X un F-affinoide réduit d’anneau A(X), on se donne

—a) k= (K1, ..., kp) : X — A", un F-morphisme analytique,
—b) Z C X(F) un sous-ensemble Zariski-dense tel que x(Z) C Z™,
—¢) M :=A(X)", et p: Gal(Q,/Q,) — GLa(x)(M) une représentation continue,
—d) Fy,..., F, des éléments inversibles de A(X),
On suppose de plus que :
i) Pour tout réel C' > 0, {z € Z,ki11(2) > C + kri(2) Vi € {1,...,n — 1}} est Zariski-
dense dans X (F),

ii) Pour tout x € X (F'), k(z) € F™ est ’ensemble des poids de Hodge-Tate-Sen de M.,
rangés par ordre strictement croissant si x € Z, i.e. k1(x) < ko(x) < ... < ky(z) Vo € Z,

iii) Pour tout z € Z, M, est cristalline,

iv) Si z € Z, (p@Fy(2),..., p"*) F,(2)) est un raffinement de M.,
v) Pour tout ¢, il existe A\; € F* tel que |F;/\; — 1| < 1,

vi) Deux éléments de x(Z) différent d’un élément de (p — 1)Z".

Faisons quelques remarques sur ces hypothéses. L’existence de  satisfaisant ii) n’est
pas directement conséquence des travaux de Sen ([98], [99]), a cause de 'hypothése
"rangés par ordre croissant sur Z". Nous ne savons pas dans quelle mesure 'existence
de F; satisfaisant iv) est automatique (condition sur x7?), cf. [64] a ce sujet. Nous ne
savons pas non plus si vi) est automatique. Dans la pratique (cf. §8), ces hypothéses
seront satisfaites et k sera un morphisme fini sur son image, dominant restreint a chaque
composante irréductible de X. La condition v) est de nature technique, et intervient dans
les travaux de Kisin (elle implique en ses termes que X est " Fj-small").

6.3.3.  On se place sous les hypothéses a), b), c), ii), iii) et iv) de 6.3.2. On notera

A(X)(k;) le A(X)-module A(X) sur lequel on fait agir continiment Gal(Q,/Q,) par le
composé du caractére cyclotomique par le caractere suivant de Zj :

z = (z/7(x))"7(x)" € A(X)”

ol n; = Kk;(z) est un entier bien défini modulo (p — 1)Z indépendamment de z € Z par
Ihypothese vi), et 7 : Z; — p,-1(Q,) la réduction modulo p composée par le caractere
de Teichmiiller. Si 2 € Z, A(X)(k;), est I'élévation a la puissance r;(z) du caractere
cyclotomique, en particulier c’est un caractere cristallin de Gal(Q,/Q,).



138 III. FORMES NON TEMPEREES POUR U(3) ET CONJECTURES DE BLOCH-KATO

Si N est un A(X)-module de libre type fini muni d’'une représentation continue
de Gal(Q,/Q,), on notera N(k;) := N ®4.x) A(X)(k;) vue comme représentation de
Gal(Q,/Q,). On a donc défini les M (k;), leurs évaluations en z € Z sont cristallines de
poids (k1(2) — Ki(2), ..., kn(2) — Ki(2)) € Z™ .

6.3.4. On se place dans les hypothéses de 6.3.2 :

PROPOSITION 6.1. Soit x € X(F), k(x) = (ki, ..., k) alors

Deyis(NV) (k1 + ... + ki))“ozFl(z)"'Fi(x) est non nul.
Si de plus les k; sont entiers, alors

Dcris(Ai(vx))pznézlpkj Fy () est non nul

La fin de cette section est consacrée a la preuve de la proposition 6.1.

6.3.5. Laseconde assertion découle de la premiére. On se raméne dans ce paragraphe
au cas i = 1 et k; = 0. Soit 7 € {1,...,n} fixé, on pose N := A/(M)(ky)---(k;). Si J =
(my < ... < my) est une partie a 7 éléments de {1,...,n}, on pose ry 1= Y\ (Km; — K;)
et Fy := [[;_; Fin;- On ordonne de plus les r := (") telles parties J = (mq < ... < m;)
par l'ordre lexicographique. Rappelons que, comme dit plus haut (6.1.2), la formation
de D.;s(V) commute aux opérations tensorielles sur la catégorie des représentations
cristallines. Ainsi, si x € Z, on en déduit que N, est cristalline, que ses poids de Hodge-
Tate sont les k,, et que les racines de son Frobenius cristallin sont les F;,(x). Cela montre
que les conditions a), b), ¢), d), iii), iv), v) et vi) de 6.3.2 sont satisfaites pour la donnée
de N, des Ky, et des F)j, respectivement a la place de M, des k; et des F;. L’hypothese
ii) entraine que ry,(z) > 0sii > 1et z € Z. Enfin, ’hypothése 1) entraine que pour tout
réel C' >0, {z € Z,Vi > 1, k,,(z) > C} est Zariski-dense dans X (F).

Il suffit donc de prouver la proposition pour M, i = 1, et k1 = 0, sous les hypothéses
suivantes :

i") Pour tout réel C' > 0, {z € Z, Vi > 1, k;(z) > C} est Zariski-dense dans X,

ii’) Pour tout z € X (F'), k(x) € F™ est 'ensemble des poids de Hodge-Tate-Sen de
M., et satisfont ;(z) > 0 pour tout i > 0 et x € Z,

iii’) Pour tout z € Z, M, est cristalline et Dg.;s(M,)¥=F1(®) =0,
v') Il existe A € F*, |F1/A—1] < 1.

6.3.6. Nous allons déduire cela de deux résultats démontrés par Kisin ([64]), a la
maniére de la preuve de son théoréme 6.3 loc. cit.. On fixe une Q,-algébre affinoide R,
ainsi qu'un R-module M libre de rang fini et équipé d’une représentation continue R-
linéaire de Gal(Q,/Q,). Soit P, € R[T] le polynéme de Sen de M (cf. loc. cit. §2.2), on
suppose que P, = TQ(T) € R[T] et pour tout entier k£ on pose P(k) = H;:é Q(—7).
Soit Y € R un élément inversible, on suppose qu’il existe un corps local F'/Q, et A € F’
avec la propriété que YA™! — 1 est topologiquement nilpotent dans R@QPF " (dans la
terminologie de loc. cit., R est "Y -small").
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LEMME 6.1. (Kisin |64, Cor. 5.15|) Soit {R,}.cr un ensemble de R-algébres affi-
noides. Supposons que pour tout entier k > 0, il existe un sous-ensemble I, C I satisfai-
sant auxr propriétés suivantes :

(1) Pour tout x € I, toute application R,-linéaire Gal(@p/(@p)—équivariante

M*@r Ry — (B;R/th;R)®QpRI’

se factorise a travers (B, @QPRI)”:Y. (Ici Y désigne par abus limage de Y dans R,

cris

et M* le R-dual de M.)
(2) Pour tout x € Iy, limage de P(k) dans R, est inversible.
(8) Pour tout k, lapplication R — []

Alors si E C C, est un sous-corps fermé, f : R — E un Q,-morphisme d’algébre
continu, il existe une application E-lincaire non nulle et Gal(Q,/Q,)-équivariante :

ver, Ra est injective.

cris

M* ®R E N (B+ @QpE)%O:f(Y)‘

Le second résultat dont nous aurons besoin est le suivant. Soient R' une Q,-algébre de
Banach noethérienne, et M’ un R’-module libre de rang fini muni d’une représentation
continue R’-linéaire de Gal(Q,/Q,). On fait encore I'hypothése que le polynéme de Sen
Py(T') de M’ est de la forme TQ(T) € R'[T], et on définit P(k) comme plus haut.

LEMME 6.2. (|64, Cor. 2.6.(1)]) Soit k > 0 un entier, alors

i S / Qi ) 1
((Bin/t'Bir)®, M) l(@p/@p)[%]

est un R’[%]-module projectif de rang 1.

6.3.7. Terminons la preuve de 6.1. On pose R := A(X), vue comme Q,-algébre,
M = M, et Y := F;. Vérifions que nous sommes dans les hypothéses du paragraphe
précédent 1'énoncé du lemme 6.1. Soit P, € A(X)[T] le polynoéme de Sen de M. Avec
notre convention que le poids de Hodge-Tate de Q,(1) est —1, I'évaluation en z € Z
de P, a pour racines les opposés des poids de Hodge-Tate de p,, i.e. les —r;(z) par
I'hypothése ii’). Comme Z est Zariski-dense dans X qui est réduit, il vient que

f{ﬁ(jd) = ]__:[(jd + Kﬁ) S f&()()
i=1
De plus, k1 = 0 par hypotheése, de sorte que P,(T) = TQ(T) € A(X)[T], ce que I'on
voulait. Enfin, 'hypothése v’) nous assure que X est "Fj-small". Cela conclut.

Onpose [ :=Z,etsiz el =27 C X(F), on pose R, := F, vue comme R-algébre
par le morphisme d’évaluation en x. Si k& > 0 est un entier, on définit I, comme étant
'ensemble des points = de Z tels que k;(z) > k si i > 1, et tels que v(Fyi(z)) < k.
Vérifions que nous sommes bien dans les hypothéses du lemme 6.1. L’assertion (3) vient
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de ce que I}, est Zariski-dense dans X par I’hypothése i’) appliquée a C' = k, et de ce que
X est réduit. Soit x € I, par I'hypothése ii’) 'image P(k)(z) de P(k) dans R, = F est
k—1 n
(23) [T ri2) -
j=0 i=2
c’est un entier strictement positif si © € I;. Cela prouve (2). Pour vérifier (1), fixons
x € I. Rappelons que M, a pour plus petit poids de Hodge-Tate 0, car k1 = 0 et
par I'hypothése ii’). D’aprés I'hypothése iii’), Depis(M,)?="1) est non nul. Ecrivant que
M, est égal & son bidual F-linéaire, cela signifie encore qu’il existe une application
Gal(Q,/Q,)-équivariante non nulle

y : M* — (Fil°(Bis) ®g, F)?=1@
x Qp

Il se trouve que l'on peut remplacer Fil®(B..) par B, dans la formule ci-dessus.

En effet, pour tout entier n > 0, comme Fi(x) € F* par 6.3.2 d), ¢"(Im(¢,)) =
Fi(z)"Im(¢,) = Im(¢,) C Fil’(Bu.s) ®q, F, et donc Im(wx) = p(Im(¢,)) est inclus

dans
ﬂ (,0 Fll cms) ®Qp ﬂ SO Fllo CTZS))) ®Qp F

n>0 n>0

Mais ©((,50 ¢ "(Fil’(Beis))) € B, daprés [42] 5.3.7 (i), cela conclut.
Vérifions maintenant que 1, ne se factorise pas par Fil* (Beris) ®q, F'. Par faible-

admissibilité de D..;s(M,) (|43] proposition 5.4.2.(i) ), le sous-p-module filtré
Fil* (D yis (M) =11 @)

a son polygone de Newton au dessus de son polygone de Hodge. Mais le premier n’a
qu’'une pente v(Fj(x)) < k par 'hypothése x € I, et le second n’a que des pentes > k
par construction. Ainsi, Fil*(Be.) ®q, F' = {0} et ne contient donc pas 1,, ce que 'on
voulait.

Considérons enfin le F-espace vectoriel des applications :

(24) M, — (B;R/th;R) ®Qp, F.

T

Il est non nul car nous avons montré que la réduction modulo th;R N Beis de 1,
en fait partie. Le lemme 6.2 s’applique a R’ := R, = F, M' .= M @r R, = M,, et
montre que ’espace des applications ci-dessus est un F-espace vectoriel de dimension 1,
car si x € Iy, (23) assure que P(k)(x) € F*. Ainsi, toute application du type (24) est
F-proportionnelle a 1),, et se factorise donc par (B;w ®q, F)?=11@. Cela montre que
(1) est vérifiee!®

Soit © € X(F), l'évaluation en = détermine un Q,-morphisme d’algébre continu
R — F. Si M} := Hompg(M,, F), le F-espace vectoriel

DC?”Z'S(MI)SD:Fl(I) = Hom@p[Gal(@p/Qp)](M;7 Bcris ®Qp F)¢:F1(z)

I5Noter que si W et U sont des Qp-espaces de Banach, avec U de dimension finie, 'application
canonique W ®q, U — W@)QPU est un isomorphisme.
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est donc non nul par le lemme 6.1. [J

6.3.8. Remarques : En général, il est bien str faux que sous les hypothéses de la
proposition 6.1, D.;s(V (k;))?="*®) est non nul si i > 1. La considération d’une famille
p-adique de formes modulaires passant par une forme modulaire parabolique propre de
niveau ['g(p) qui est p-nouvelle en donne un contre-exemple. De plus, ce que 1'on a fait
pour les A’ vaut de méme aussi naturellement pour n’importe quel foncteur de Schur de
GL(n). Si n = 3, 'isomorphisme canonique V* @ det(V) ~ A%(V) permet de reformuler
la proposition pour i = 2 en terme de V*. Elle montre alors que De.s(V (ky))¥=11®) et
DCM-S(V*(—kg))W:}‘[’?’(%)_1 sont non nuls.

7. Extensions et pseudo-représentations

7.1. Existences de réseaux stables.

7.1.1. Soit K un corps de caractéristique 0, V' = K" G un groupe, p: G — GL(V)
une représentation semi-simple. Soit (p = &7, p;, V = &, W;) la décomposition isoty-
pique de (p, V') : pour chaque i, (W;, p;) est somme directe de n; copies d’une représen-
tation irréductible (V;, p}), et p; 2 pl; si i # j.

On dira que V satisfait la condition (ABS) si les p} sont absolument irréductibles.

On suppose dés maintenant et dans tout §7.1 que V satisfait (ABS). On fixe de plus
A un sous-anneau intégre noethérien de K tel que K = Frac(A) et tr(p(G)) C A.

7.1.2. Si B est un sous-anneau de K, on appelle B-réseau de V un sous-B-module

libre A tel que K.A = V. Si V est une représentation de GG, on dit qu'un B-réseau est
stable s’il est stable sous 'action de G.

LEMME 7.1. i) L’image de A|G| dans Endyk (V') est de type fini sur A.
ii) Si A est normal, tr(pi(G)) C A.
iii) Si A est principal, V; admet un A-réseau stable.

iv) Plus généralement, si P € Spec(A) tel que Ap est de valuation discréte, il existe
g € A\P tel que V; admet un A,-réseau stable.

v) Supposons de plus que A est soit une algébre affinoide, soit local complet, G un
groupe topologique, si T : G — A est continue, alors les g — tr(pi(g)) sont continus. De
plus, tout A-réseau stable est une représentation continue de G.

Preuve : Par la théorie des modules semi-simples, I'image de K[G] dans End(V) est
somme directe de ses images dans les End(W;). De plus, I'image de K[G| dans End(W;)
est 'action diagonale de End(V;) dans End(W;). En particulier, on dispose d’'un e; € K[G]
tel que p(e;) est le projecteur G-équivariant sur W;. Aussi,

f € K*, Vg € G, tr(pi(g)) = tr(pleig)) € fA
On déduit la méme assertion pour p;, en remplagant f par f/n;.

Soit i fixé, d = dim(V;), on fixe une base de V; nous permettant de I'identifier & K.
La représentation p; étant absolument irréductible, un théoréme de Wedderburn assure
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I'existence de g, ...,922 € G, tels que les pl(gr) engendrent End(V;) comme K-espace
vectoriel. Ainsi,

M = ((tr(pi(grgr)))1<ri<az) € GLg2 (K)

Soit f' € K* tel que M~! et les pl(gx) soient a coefficients dans f’A, alors pour tout
g€ Gonap(g) e ff'/n;My(A). Autrement dit,

(25) A c pi(G).AY C ff [n; A

En particulier, A[pl(G)] s'injecte dans Hom 4 (A%, (ff’/n;)A?). Comme A est noethérien,
cela prouve i). De plus, si A est principal, (25) montre que A[p}(G)].A? est un réseau
stable, cela montre iii). On en déduit ii) car un anneau normal noethérien est intersection,
dans son corps de fractions, de ses localisés en ses idéaux premiers de hauteur 1, qui sont
de valuation discréte (|72] théorémes 11.4 et 11.5).

Montrons l'assertion iv). Par iii), V; admet un Ap-réseau stable, disons A;. Fixons
ey, ...,e, une Ap-base de A;, ainsi que des éléments gy, ....,gs de G tels que les p(g;)
engendrent comme A-module I'image de A[G] dans Endg(V'), ce qui est loisible par i).
Chaque p(g;)(ex) étant une Ap-combinaison linéaire finie des e;, on peut trouver un
dénominateur commun g € A\P tel que le Ag-réseau ), Age; soit stable par G, cela
conclut.

La premiére assertion de v) découle de n;tr(p;(g)) = tr(p(e;g)), prouvons la seconde.
Si A est un réseau stable de V, il suffit de vérifier que 1 : G — End4(A) est continue,
car alors g — ¥(g)™! = ¥(g7!) le sera aussi. On rappelle que si A est affinoide (|15]
3.7.3) ou local complet, tout A-module de type fini a une topologie canonique de A-
module complet, et que toute application A-linéaire entre deux tels modules est continue
et fermée. Par i), on peut trouver gy, ...,gs € G engendrant M := A[p(G)], on munit M
de la topologie discutée ci-dessus. Il suffit de montrer que * : G — M est continue. Par
semi-simplicité de V' comme G-représentation, Uapplication ¢** : G — A% g — (tr(g;9)),
induit une injection A-linéaire M — A®, nécessairement continue et fermée. La continuité
de ¥** conclut. [

7.2. Représentations attachées aux pseudo-caractéres.
7.2.1. Soit G un groupe, A un anneau commutatif, on rappelle qu'une fonction
T : G — A est un pseudo-caractére sur G, de dimension n € N, a coefficients dans A si

Vg,h € G, T(gh) =T(hg)

T

Vg = (g1, 0ni1) €G™L Y (o) ][ flalg) =0

o=c1...cr€Gn i1 i=1
n est le plus petit entier ayant la propriété ci-dessus

Ici 0 = ¢1...c, est la décomposition en cycles de o, et si ¢ = (ji,...,Js) est un cycle

c(g) = IT;=, 9., cf. [106] §1, [86] §2.

La trace d’une représentation p : G — GL,,(A) est en particulier un pseudo-caractére
sur G, a coefficients dans A (cf. loc. cit.); il est de dimension n si A est intégre de
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caractéristique 0 (cf. [86] 2.4). On discute de l'assertion réciproque dans les paragraphes
qui suivent.

7.2.2. Si A = F est un corps, il est connu que quitte a faire une extension sépa-
rable finie de F', T est la trace d’une représentation semi-simple G — GL,,(F'), unique
a isomorphisme prés, satisfaisant la propriété (ABS) de 7.1.1 (voir [106] §1 théoréme
1, [86] 4.2 dans cette généralité). On dira que T' est absolument irréductible si cette
représentation 1'est.

Soient F' un corps, B C F un sous-anneau, p : G — GL, (F') une représentation de G,
on suppose de plus que tr(p(G)) C B, la discussion ci-dessus implique immédiatement
le :

COROLLAIRE 7.1. Sous ces hypothéses, si m est un idéal maximal de B de corps
résiduel k de caractéristique 0, alors la réduction modulo m de tr(p) est la trace d’une
représentation semi-simple

po G — GL, (k)

P8 est unique a isomorphisme prés, définie sur une extension finie de k.

Notons qu'il est clair que si p(G) C GL,(B), cela a un sens de réduire p modulo m,
et qu'alors pf est la semi-simplification de cette réduction. Dans le cas ot B = A(X)
est une algébre affinoide, x € X, m l'idéal maximal de B défini par x, on notera aussi
Py’ pour pr.

7.2.3. Supposons A quelconque, mais que pour tout m € Specmax(A), la réduction
modulo m de T, T, : G — A/m est absolument irréductible. Quitte & remplacer A par
une extension étale finie, il est encore vrai que 7" est la trace d'une unique représentation
G — GL,(A) (|86] 5.1).

Supposons finalement que A est intégre, que 7' : G — Frac(A) déduit de T soit
absolument irréductible, mais que les T}, ne sont pas tous absolument irréductibles. On
ne peut plus alors attacher canoniquement de représentation a 7' mais, au moins sous
certaines hypothéses développées plus bas, un ensemble de représentations non toutes
isomorphes en général. Pour nos applications, le cas intéressant sera celui ot A est une
algébre affinoide intégre de dimension 1.

LEMME 7.2. Soient F' un corps local, X un F-affinoide intégre de dimension 1, et
T:G — A(X) un pseudo-caractére de dimension n, il existe :

i) Un F-affinoide Y régulier intégre, de dimension 1, fini et surjectif sur X,

i) Une représentation semi-simple pr vy : G — GL(K(Y)) de trace T, satisfaisant
(ABS).

Preuve : En considérant la composée T : G — A(X) — K(X), §7.2.2 assure que T’
est la trace d’une représentation semi-simple G — GL,, (L) satisfaisant (ABS) (cf. 7.1.1),
pour une extension finie L/K (X). Soit A’ la normalisation de A dans L, c¢’est un anneau
de Dedekind car A est intégre noethérien de dimension 1. D’aprés [15] 6.1.2, proposition
4, A’ est une F-algebre affinoide finie sur A, on l'écrit A(Y), en particulier L = K(Y').
Ceci prouve i) et ii). OJ
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7.2.4. Soit Y un F-affinoide intégre de dimension 1, y € Y/ (F') un point régulier, G
un groupe et 7' : G — A(Y) un pseudo-caractére qui est la trace d’une représentation
semi-simple G — GL, (K (Y)) satisfaisant (ABS). D’aprés 7.1 iv), K(Y)™ a un A(Y),
réseau stable Ag, pour g € A(Y') ne s’annulant pas en y.

On note O I'anneau local rigide de A(Y') en y, c’est un anneau de valuation discréte
(voir [15] 7.3.2 proposition 8), on pose L := Frac(O). Le O-module OAq est un O-réseau
de L" := K(Y)®xy)L" stable par G. On supposera que I'anneau local algébrique en y est
principal d’idéal maximal engendré par z € A(Y'), on peut toujours faire cette hypothése
quitte a rétrécir Y. Disons que deux O-réseaux stables A; et Ay sont homothétiques si
il existe r € Z tel que z2"A; = As. On note S I'ensemble des classes d’équivalence de

O-réseaux stables pour la relation d’homothétie, et [A] la classe dans S du O-réseau
stable A.

Soient €y et €y deux ouverts affinoides connexes de Y contenant y, A; un A(€;)-
réseau stable de L™ pour ¢ = 1,2. On dira que A; et Ay sont équivalents s’il existe
Q3 C Ny un ouvert affinoide connexe de Y contenant y, et un entier r € 7Z, vérifiant

ZTA(Qg)Al = A(Qg)AQ C L"

On note S’ I'ensemble des classes pour cette relation d’équivalence, et [A;] € S’ la classe
du A(£2;)-réseau stable A;.

LEMME 7.3. —- S et S" sont non vides.
— L’application naturelle 8" — S, [A] — [OA], est une bijection.
- Sis = [A] € 9, les représentations de G sur les F-espaces vectoriels N/zA et

(OA)/z(OA) sont isomorphes.

Cette derniére classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de A tel que s = [A],
on 'appelle la représentation résiduelle de s.

Preuve : L’ensemble S est non vide car contient [OAg]. De méme, si 2 est un ouvert
affinoide connexe de Y contenant y et tel g ne s’annule pas sur Y (ce qui existe car
g(y) # 0), alors la classe de A(Q2)Aq est un A(2)-réseau stable, ce qui prouve la premiére
assertion.

L’application de I’énoncé est clairement bien définie. Montrons l'injectivité. Avec
les notations du paragraphe ci-dessus, supposons que OA; = 2POA,, p € N. On peut
supposer p = 0. Si €}, ..., e, une A({;)-base de A;, on note M € GL,(O) la matrice des
e! dans la base des e2. On peut trouver Q3 C ; N Qy un ouvert affinoide connexe de Y
contenant y tel que M € GL, (A(€3)). Alors A(23)A; = A(Q3)As.

Pour la surjectivité, considérons A un O-réseau stable par G quelconque dans L™.
On sait que I'image C' de A(Y)[G] dans End gy (K (Y)") C EndzL" est de type fini sur
A(Y) par le lemme 7.1 i). C' est de plus trivialement un sous-A(Y)-module de Endp(A).
On choisit my,...,m, une famille A(Y")-génératrice de C, ainsi que ey,...,e,, une O-base du
O-réseau A. On peut trouver un voisinage affinoide 2 de y dans Y tel que I'ensemble de
tous les m; soient a coefficients dans A(§2) dans la base des ;. Le A(Q)-réseau @ ; A(Q)e;
est alors stable, et sa classe est un antécédent de [A].

Les autres assertions sont immédiates. [
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On rappelle que pour tout affinoide Y réduit, A(Y) est canoniquement normé par sa
norme du sup. Conservant les hypothéses de tout ce paragraphe, supposant de plus que
G est un groupe topologique et que 7' : G — A(Y') est continue, alors pour tout A(£2)-
réseau stable comme plus haut, le lemme 7.1 v) montre que la représentation déduite
G — GL,(A(Q)) est continue. En corollaire du lemme 7.3, on obtient alors le

COROLLAIRE 7.2. SiT : G — A(Y) est continue, alors pour tout O-réseau stable A
de L™, la représentation résiduelle de G sur A/zA est continue.

7.3. Variante d’un lemme de Ribet. Soit A un anneau de valuation discréte, K
son corps des fractions, m un idéal maximal de A, et k = A/m. Soit G un groupe, T
un automorphisme de K. Pour p une représentation de GG sur un espace V' de dimension
finie sur K, et A un A-réseau stable (dans la suite nous dirons simplement un réseau
stable), on note p la représentation sur A/mA ~ k™. Par le théoréme de Brauer-Nesbitt
(|37, 30.16]), p%* ne dépend pas du réseau stable A (s’il en existe un), on la note p*.
Pour p une représentation sur K ou k on note pt la représentation g — p(7(g))*.

PROPOSITION 7.1. Soit p une représentation de G de dimension n sur K admettant
un réseau stable. On suppose que p ~ p* est absolument irréductible et que p** ~ ¢ ®
Ot DY ou @, ¢t et ) sont trois représentations irréductibles deux ¢ deux non isomorphes.

Alors :

a. Soit il existe un réseau stable A tel que py admette un sous-quotient r qui est une

extension non triviale de ¢+ par ¢, et qui vérifie r ~ r+.

b. Soit il existe un réseau stable A tel que py ~ px, et tel que py admette une unique

sous-représentation v de longueur 2 et un unique sous-quotient r’' de longueur 2,
avec r extension non triviale de 1 par ¢, r' extension non triviale de ¢ par 1), et

r o~ gt

La fin de cette section est consacrée a la preuve de la proposition 7.1.

7.3.1. Notons d’abord que l'on peut supposer que A est un anneau de valuation
discréte complet, ce que l'on fait. En effet, si A’ est le complété de A en m, K’ le corps
des fractions de A’, A’ est de valuation discréte complet de corps résiduel k. L’extension
p de p a K’ vérifie encore toutes les hypothéses du théoréme. Si A’ est un A’-réseau
stable, A = A’NV est un A-réseau stable de V', et py =~ p/,,, si bien que la conclusion du
théoréme pour K’ entraine la conclusion pour K.

7.3.2. Nous prouverons la proposition en utilisant le dictionnaire de [4] et [5]. Rap-
pelons quelques notions et résultats utiles de ces articles, auquel nous renvoyons au
lecteur pour de plus amples détails. Soit X I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL,, (K), X
'ensemble de ses sommets. Soit S la partie de X' fixe par p(G), 'ensemble de sommets
S := 8N X est I'ensemble des classes d’homothétie de réseaux stables (cf. [4, lemme
3.1.2]). Pour x € S on note p, une réduction py pour A un représentant de z, ce qui ne
dépend pas du choix de A, & isomorphisme preés.

LEMME 7.4. i) S est clos, i.e. convexe et réunion d’adhérence de facettes.
ii) S est contenu dans un sous-appartement A de dimension 2, d’intérieur non vide.
ii1) S est borné et S est fini.
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Preuve : D’aprés |4, prop. 3.1.3|, S est clos, ce qui prouve i). La représentation p** est
sans multiplicité. D’apreés i) et |5, prop. 3.1.1|, S est donc contenu dans un appartement
de X. Comme p** a trois facteurs de Jordan-Hélder, [4, prop. 2.4.1 et 3.3.2] assurent que
S engendre un sous-appartement de & de dimension 2, ce qui prouve ii). Par |4, prop.
3.2.1], p étant irréductible, S est borné. Comme il est dans un appartement de X par ii),
S est fini. [J

L’ensemble S est donc un polygone convexe d’intérieur non vide dans le sous-appar-
tement A de X', qui est un plan. Un exemple possible est représenté par la figure ci-apreés.

F E
Fi1G. 1. Un exemple de partie S

L’ensemble S C A ~ R? est I'enveloppe convexe de la ligne polygonale foncée,
S ={A,B,C,....H}, et les cotés de S sont les segments [AC], [CE], [EF], [FG] et [GA]
(par exemple [BC| n’est pas considéré comme un codté). De maniére générale, S a de
trois a six cotés. Avant d’énoncer précisément le lemme nous dont aurons besoin, nous
allons discuter de la description donnée dans [5] des extensions non triviales apparaissant
comme sous-quotients des p,, x € S, en terme des cotés de S.

7.3.3. 1l est prouvé loc. cit. que pour chaque coté v de S, il existe une unique
extension non triviale 7, entre deux éléments distincts de {¢, ¢, 1} qui apparait comme
sous-quotient de tous les p,, + € v N .S. Ils montrent alors que si pour un sommet x,
Pz admet 7, comme sous-quotient, c’est que ce sommet est dans c. Enfin, 'application
7 + 74 est une bijection de I’ensemble des cotés de S sur l'ensemble des extensions
non triviales qui apparaissent comme sous-quotient d’un p, avec x € S. En particulier,
une remarque importante dans le cas o § a strictement moins de six cotés, est qu’au
moins un des six types possibles d’extensions non triviales (par exemple de ¢ par ¢+)
n’apparait comme sous-quotient d’aucun des p, avec x € S. L’énoncé correct d’existence
d’extensions non triviales se traduit plutot par la connexité d’'un certain graphe orienté
des extensions non triviales, comme 'explique le lemme suivant, dans lequel on récapitule
en partie ce que 'on vient de dire.
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LEMME 7.5. Il existe un graphe orienté d’ensemble de sommets {¢, o+, 1}, d’ensemble
d’arétes A C ({¢, ¢, 9}2 — A) (A est la diagonale), qui est connexe en tant que graphe
orienté, muni d’une bijection ¢ de A sur les cotés de S, vérifiant les propriétés suivantes :

i) Pour toute aréte a = (u,v) € A, il existe une extension r.qy de v par u, non
triviale, telle que pour tout x dans c(a) NS, @) apparait comme sous-quotient de
Pa -

ii) Réciproquement, si x € S, et si p, contient comme sous-quotient une extension
non triviale de v par u, alors cette extension est isomorphe a 7)), et T est sur
c((u,v)).

iii) Si (u,v) et (v,w) sont deux arétes de A, avec u,v,w deux a deux distincts, les
cotés c((u,v)) et c((v,w)) du polygone S se coupent si et seulement si (u,w) ¢ A.

Preuve : Considérons le graphe orienté d’ensemble de sommets {1, 2, 3} attaché a la
partie close S, noté G(S)! dans [5] §2.2. On identifie {1,2,3} a {¢, ¢, 1} comme en loc.
cit. 3.3.2. La proposition 2.3.1 de [5] donne une bijection entre les arétes de G(S) et les
cotés de S, que I'on note c. Ce graphe est connexe en tant que graphe orienté parce que
p est irréductible ([5, prop. 3.4.1]). Soit a = (u,v) € A, 7¢q) est définie comme étant
I'unique extension non triviale de v par v qui est un sous-quotient d’un p,, avec x € S
(cf. corollaire 3.3.7 loc. cit.). Les assertions i) et ii) résultent de la remarque suivant le
théoréme 3.3.3. loc. cit.. La propriété iii) résulte de la remarque de loc. cit. §2.3. O

7.3.4. A partir d’ici, nous allons traduire la condition d’anti-autodualité p = p*.
Par hypothése, il existe un isomorphisme de K-espaces vectoriels ¢ de V dans V* tel que

(26) Vg € G, p((g9)) = v~ 0" (9)y.

Si A est un réseau de V', on note A* le réseau dual dans V*. L’application A +— A*
passe au quotient et définit une bijection naturelle b entre ’ensemble des sommets de
I'immeuble X de PGL(V) et celui de I'immeuble X* de PGL(V*), qui s’étend en un
morphisme d’immeubles de X dans X*. Il est clair que si §* désigne la partie de X*
stable par p*, on a

S* =b(S).
Par ailleurs I’application ¢ induit un isomorphisme d’immeubles ¢, de X dans X*. On
déduit immédiatement de (26) que

0i(S) = 5"

L’isomorphisme t := b1y, de X laisse donc stables S et S. Si x € S, ¢ induit par
passage au quotient un isomorphisme

(27) Py = i)

7.3.5. Terminons la preuve de la proposition 7.1. Comme le graphe du lemme 7.5
est connexe en tant que graphe orienté, il y a un chemin qui va de ¢ & ¢*. Il y a donc
deux possibilités :

Soit (¢, ¢pt) € A, pour x € ¢((¢,¢1)) NS, le lemme 7.5 i) assure que p, contient
comme sous-quotient 7.4 41)) qui est une extension non triviale de ¢+ par ¢. Montrons



148 III. FORMES NON TEMPEREES POUR U(3) ET CONJECTURES DE BLOCH-KATO

que rcl(( sty = Tel(g.00))- La représentation rcl(( .65)) est aussi une extension non triviale
de ¢+ par ¢, qui apparait comme sous-quotient de Py d’aprés (27). L’assertion ii) du
lemme 7.5 conclut. On est donc dans le cas a. de la proposition 7.1.

Soit (¢, ¢t) & A, auquel cas (¢,) et (¢, ¢F) sont dans A. L’assertion iii) du lemme
7.5 implique qu'il existe x € c((¢, %)) Nc((¥, 1)) N'S. Ainsi, p, contient une extension
non triviale de 1 par ¢+, et une extension non triviale de ¢ par 1. Cela entraine que la
premiére (resp. la seconde) est I'unique sous-extension (resp. quotient) de longueur 2 de
Pz Pour conclure que I’on est bien dans le cas b. de la proposition 7.1, il suffit donc de voir
que t(z) = x (cf. formule (27)). Mais par le lemme 7.5 ii) et (27), t(c((4,))) = c((¥, ¢1)),
car ¢ ~ 1+, De méme, t(c((¢), ¢1))) = c((4,)). En particulier, t(z) = z. [

8. Déformation p-adique de Y & 1@ y+

8.1. Notations pour les espaces de formes automorphes.

8.1.1. On fixe encore p = v1v9 décomposé dans E, N un entier premier & p, ainsi
qu'un isomorphisme de corps ¢ : C — @p, C, le complété de @p.

La donnée de vy nous permet d’identifier canoniquement U(3)(Q,) & GL3(Q,) comme
dans 4.2.1. Soit K un compact ouvert de U(3)(A), décomposé place par place, égal a
un compact maximal hyperspécial aux places ne divisant pas pNdisc(F), et a I'lwahori
I des éléments triangulaires supérieurs modulo p de GL3(Z,) en p. On notera de plus K JZZ
le sous-groupe des éléments de Ky de p-composante égale a 1.

On fixe une représentation irréductible complexe lisse J de Ky définie sur Q c ¢,
triviale restreinte aux places ne divisant pas N. La représentation J est de dimension
finie, + nous permet de la voir & coefficients dans un corps local fixé F et de considérer
J(F) pour chaque Fy C F' C Q, comme étant une F-représentation lisse de K. On note
B Tespace des fonctions complexes lisses sur U(3)(Q)\U(3)(A), vu comme représentation
de U(3)(A) par translation a droite.

8.1.2. Siw = (ky > ko > k3) € Z3, U'espace des formes automorphes pour U(3) de
"poids automorphes" w et de type (K, J) est le C-espace vectoriel
Sw(Kf, J, C) = HomU(g)(R)XKf (Vw(C) ®(C J, B)

On note H’ 'algebre de Hecke globale (sur Z) hors de pN, et H := H' ®z A(p), ou A(p)
est I'algébre d’Atkin-Lehner introduite en 5.1. C’est un anneau commutatif, et on notera
Ha = H ®z A, pour tout anneau commutatif A. Le C-espace vectoriel'® S, (K, J,C)

est de maniére naturelle un module sur He. Si V est un A[(IA*I)K]-module, on notera
H°(V) le H-module des fonctions

UB)(Q@)\U(3)(Af) — V, telles que Vo € U(3)(Ay), Yu € Ky, u.f(zu) = f(z)
Notons que H%(V) dépend aussi de K, bien que la notation ne le laisse pas apparaitre.

C’est une vérification classique que la donnée de ¢ permet de voir H(V_,,(Fy) @5, J*(Fp))

1614 représentation Vi, (C) de GL3(C) est définie en 2.3. On la voit ici comme une représentation
de U(3)(R) par le plongement U(3)(R) C GL3(E ®g R) — GL3(C), la derniére fleche étant donnée par

— -1
le plongement de E dans C suivant : E 2 Q, ~ C.
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comme une Fy-structure de S, (K, J,C), et ce comme Hp,-module. On pose'”

Sg = H(V_u(Fo) ®p, J*(Fy))

8.1.3. Par la finitude du nombre de classes ([11] 5.1), U(3)(Af) s’écrit comme

réunion finie
h

UB)A) =]UB)Q)u:K,

i=1
de plus I'; :== (z,U(3)(Q)z; ') N K; est un groupe fini car compact discret. Pour un
A[IA*I, Kf]-module V, I'application A-linéaire

oy HV) = @iV f = (f), .., flan)
est un isomorphisme A-linéaire fonctoriel en V. On en déduit que sur les Q-espaces
vectoriels, le foncteur V +— HY(V) est exact et commute & 'extension des scalaires en A.

Enfin, on en déduit aussi que S¢ est de dimension finie sur Fy. De plus, si V est
normé par |.|, on munit H°(V') de la norme par

|f]:= Supiy | f(a2)]
8.2. Familles p-adiques typées pour U(3).
8.2.1. Soit w = (k1 > ky > k) € Z°, a = (a1, g, 03) € Q°, on note Si* le plus
grand sous—H@p—module de S¢ @, Q, sur lequel chaque U (cf. 6.2.4), 1 < i < 3, n’a que
des valeurs propres de valuation «;. On dira que w est a-régulier si d(w) > a; + ag — 1.

On rappelle que pour tout w’ € Z>*, on a défini en 6.2.4 un caractére v,y : At — pZ. Si
r €]0,1]NQ, = € C}, on note B(x,r) la boule fermée de C} de centre = de rayon 7.

8.2.2. Fixons f # 0 € S% @p, @p une forme propre pour H.
PROPOSITION 8.1. Il existe un corps local F, r € |F|N|0, 1[, X un F-affinoide réduit,

7w : X — B(w,r) un F-morphisme fini, un morphisme d’anneau a : H — A(X)°, et
xzy € X(F) tels que :

i) Pour touti € {0,1,2,3}, a([{u;I]) est un inversible de A(X) et x — v(a([Iu;I])(z)) €
Q est constante sur X (C,), disons égale a o;. On pose a = (aq, az, a3).

i) St w' € B(w,r)N (w+ (p— 1)Z>") est a-régulier, l'application X(C,) —
Hom(H,C,),

z— (Xe: [[ull@ b € Alp) @z H' +— vy (w)a([Tul]h')(x))

induit une bijection entre ' (w')(C,) et ’ensemble des caractéres Cp-valués de H ap-
paraissant dans Sﬁf}a ®g, C,, comptés sans multiplicite,

i1) Xz, est le caractére de H sur f.

w) L’image de H dans A(X)° est d’adhérence compacte.

ITNoter le —w dans la définition
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v) La restriction de m a chaque composante irréductible de X est surjective sur
B(w,r). Cette propriété est de plus encore vérifiée pour le changement de base de w
a tout fermé irréductible de B(w, ).

vi) 771 (B(w,r)(Qy)) C X(F).

8.2.3.  Un point de X (F) sera dit classique si w(z) € w+(p—1)Z>T et si le caractére
Xz de H qui lui correspond par le ii) de la proposition 8.1 est réalisé dans S frl(z) ®r, F.

COROLLAIRE 8.1. Les points classiques sont Zariski-denses dans X (C,).

Preuve : L’ensemble des points w’ € (w+ (p — 1)Z>") N B(w, r) qui sont a-réguliers
est Zariski-dense dans Spec(A(B(w,r))). Les propriétés ii) et v) de la proposition 8.1,
ainsi que le lemme 1.6.3 concluent. [

8.2.4. La proposition 8.1 est essentiellement une conséquence des techniques du
chapitre I, a ceci prés que nous expliquons ici comment gérer la présence du type J, et
le fait que le niveau n’est pas nécessairement net (cf. 1.4.1). Le reste de cette section
est consacré a sa preuve. Afin de faciliter le travail du lecteur, nous reprenons en détail
certaines des constructions faites au chapitre 1.

Le cheminement de la preuve est le suivant. On commence par rappeler au §8.2.5
les propriétés essentielles de la famille des séries principales p-adiques de I'Iwahori de
GL3(Q,), que l'on note M. Cette derniére nous permet de définir au §8.2.8 la famille
S des espaces de formes automorphes p-adiques de type J et niveau K. La famille de
formes automorphes recherchée est obtenue, & la Coleman, en découpant dans S une

famille de "vecteurs propres" pour 'opérateur compact U, ce qui est achevé au lemme
8.9.

8.2.5. Soit B := B(0,1)/Q, d’algebre affinoide A(B) := Q,(X1, Xy, X3). Si w' €
Z**, nous avons défini en §6.2.4 un caractére v,y : AT — p#. Comme TATT =[], v Tul
(cf. 1.2.5, ce qui est notéici I, A* et IATI, est respectivement noté I'g(p), U et M loc.cit.),
ce caractére se prolonge de maniére unique en un caractére IA*I — p? trivial sur I, que
I’on notera encore v,,.

LEMME 8.1. Il existe un A(B)-module de Banach orthonormalisable M, muni d’une
opération A(B)-linéaire du monoide IAYI, tel que :

(i) La spécialisation M,y de M en tout w' € w+ (p — 1)Z>" C B(Q,) contient un
sous Q,[IATI]-module M, qui a la propriété que MS @ v, est Q,[IATI]-isomorphe a
V—w’(Qp)-

(i1) Les éléments de IATI agissent par des endomorphismes continus de norme < 1
de M. Sia<b<ceZ,diag(p®, p°, p°) agit par un endomorphisme compact.

(iii) Soient w' = (K > ki > k) € w+ (p— 1)Z>" et s :== 1 + Min(k} — kb, kb, — k3),
alors %‘;mﬁ) est de norme <1 sur Mw//M;l,.

Preuve : Soit M' le A(B)-module noté
S(1)y, x = (7% 770 77h)
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en 1.3.6. On le munit de la représentation A(B)-linéaire de IATI notée [.] loc. cit..
Remarquons que si w’ = (k] > k) > k}), le plus haut poids de V_, est (k) — k5, k] —
5, —k}) € N? x Z dans les notations loc. cit. C’est pourquoi l'on considére le A(B)-
module M := M’ ®a(p)y A(B), l'application A(B) — A(B) étant le Qp-isomorphisme
(X17X27X3) — (X2 — Xg,Xl - Xg, _Xl) Ainsi M(kﬁZkQZkg) = M(/ké—ké,k/l—ké,—k'l)'
L’orthonormalisabilité de M, ainsi que l'assertion (ii), découlent de la proposition
[.3.1. L’assertion (i) est une conséquence de la combinaison du lemme 1.3.5 et du cin-
quiéme point de la proposition 1.3.1, la présence de la torsion par v, étant expliquée en
§1.3.5. Il reste a prouver iii). Soit t = (k, — ki, k1 — k5), il s’agit de démontrer, dans les
notations du chapitre I §1.3.3 et §1.3.5, que %;p’p% est de norme < 1 sur (8'/S;) @u;. 11

suffit de démontrer la méme assertion sur le Q,-Banach (N*/B;) ® 1, dont ¢’est un quo-
tient. Mais ce dernier admet une base orthonormale explicite propre pour diag(1, p, p?),
formée de mondmes en les z; ;, @ > 1, sur lesquels I'action est donnée par le lemme 1.2.1.
Un calcul immédiat conclut (ce calcul est de plus explicité dans la preuve du lemme
[.4.8). 0

8.2.6. Soient A une Q-algebre et V un A[(IA*I)K]-module, on aura & considérer
la suite :

(3%

(/_\
(28) HV) —Z—@l, Vi Ty
pv

ol ¢y est I'isomorphisme A-linéaire introduit en 8.1.3, iy, I'inclusion canonique, et py :=

(ZT1§F| : )i la projection ([ [, I';)-équivariante canonique, bien définie car V' est un Q-espace

vectoriel. On a py.iy = id, ce qui identifie le A-module H°(V') & un facteur direct de V",
et ce fonctoriellement en le A[(IATI)Kf]-module V, si A est une Q-algebre. Le lemme
qui suit donne une description (non canonique) de I'action des opérateurs de Hecke sur
H°(V) en terme de oy et d’endomorphismes de V" :

LEMME 8.2. Soit ¢ € U(3)(Ay) tel que ¢ =1 sil|N et (, € Iul, avecuw € A*. Notons
T(C) Vopérateur de Hecke associé a la double classe K ;(Ky, ¢’est un endomorphisme A-
linéaire de HO(V'). Il existe un entier r, ainsi que des a; : V" — V' et T; : V. — V,
7 = 1...r, chacun dépendant de (, tels que :

(i) o; est la composée d’une permutation des h-coordonnées sur V" par la projection
sur l'un des h facteurs V,

(i) Tj est la multiplication par un élément de (Iul)K?,

(iii) 375y Tj.o; est un endomorphisme de V" préservant ©;V', dont la restriction
a ce dernier est py.T(C).py

Preuve : La preuve est identique a celle du lemme 1.4.2 du chapitre I, auquel nous
renvoyons donc le lecteur. [J
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8.2.7.  On suppose dans ce qui suit que A est une Q,-algébre de Banach A noethé-
rienne commutative ultramétrique (cf. [30] A.1) dont la norme induit la norme usuelle
sur Q,, et que V est un A-module de Banach normé par |.|, muni d'une action de
(IATI)K; par endomorphismes A-linéaires continus de V. La norme sup. sur V" en fait
un A-module de Banach, orthonormalisable si V' 'est.

LEMME 8.3. Sous les hypotheses ci-dessus, H°(V') est un A-module de Banach facteur
direct topologique de V.

Preuve : La norme de V" induit la norme de H°(V) définie en 8.1.3. L’inclusion
iy est continue par définition, et py l'est aussi car les éléments de I'; C K le sont.
On en déduit que H°(V) est un facteur direct topologique de V", et donc que c’est un
sous-A-module de Banach de V.

8.2.8. Fixons une norme de Fy-espace vectoriel sur J*(Fp) telle que |J*(Fy)| = | Fol-
Notons A(B/Fy) := Fyo(X1, Xo, X3). On munit M (resp. J*(Fp)) de 'unique action de
(IA*I)K prolongeant celle de IA™T (resp. de Ky), triviale sur K% (vesp. sur IA*T). Cela
munit naturellement M ®q, J*(Fy) d'une structure de (IA*1)Kg-module. On définit le
A(B/ Fy)-module normé des formes automorphes p-adiques pour U(3), de type J, comme
étant

S = HY(M @, J*(Fy)),

muni de la norme discutée en §8.1.3.

LEMME 8.4. (i) Le A(By/F)-module normé S est un A(B/Fy)-module de Banach,
facteur direct topologique d’un A(B/Fy)-module de Banach orthonormalisable.

(11) Soit ¢ € U(3)(Ay) comme dans le lemme 8.2, l'opérateur de Hecke T'(C) agit sur S
par un endomorphisme A(By/F)-linéaire continu de norme < 1. Si , = diag(p®, p°, p°)
avec a < b < ¢, alors T(() est compact.

Preuve : D’aprés le lemme 8.1, M est A(B)-orthonormalisable. Comme J*(Fp) est un
Fy-espace vectoriel de dimension finie tel que |J*(Fy)| = |Fy| (donc Fy-orthonormalisable),
il vient que M ®q, J*(Fy) = M®q,J*(Fy) est aussi un A(B/F,)-module de Banach or-
thonormalisable. Le lemme 8.1 (ii) assure que les éléments de (IATI)K; agissent par
endomorphismes continus sur M, et il est évident qu’ils agissent aussi de maniére conti-
nue sur J*(Fp). Ainsi, (IA*])K; agit sur M ®q, J*(F,) par endomorphismes continus.
Le (i) découle alors du lemme 8.3.

Soient ¢ comme dans le lemme 8.1, et T(¢) = >_; Tjo; la décomposition donnée par

le lemme 8.2. Il est évident que les o; sont des endomorphismes continus de V" de norme
< 1. L’assertion (ii) du lemme 8.1, ajoutée au fait que les éléments de (IA*1)K; agissent
sur J*(Fy) par des automorphismes d’ordre fini et donc continus de norme 1, assurent
que les T} sont aussi continus de norme < 1 sur V. Ainsi, ; Tjo;j est un endomorphisme
de V" de norme < 1, et cest a fortiori encore le cas de sa restriction a ®, Vi ce
qui conclut par 8.2 (iii). Sous I'hypothése supplémentaire ¢, € Idiag(p®, p® p°)I avec
a < b < ¢, l'assertion de compacité se déduit de la compacité des T}, qui découle de (ii)
loc. cit., du lemme 8.1 (ii), et de ce que J*([}) est de dimension finie sur Fy. O
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8.2.9. Nous aurons besoin de deux types d’extension des scalaires pour le module
S : I'évaluation en un point x € B(C,) et la restriction a un ouvert affinoide Q@ C B.
Le contexte général est le suivant. On se replace dans le cadre du paragraphe 8.2.7, et
on fixe A’ une algébre de Banach ayant méme propriété que A, munie d’un morphisme
contractant A — A’. Considérons le diagramme commutatif suivant :

Py ®1

(29) HO(V)®4A —— (B VTR, A (VP)@ 4 A

can l can l can l

~ P Al ~ @ Al ~
HO(V(XJAA/) Voad @?:1(V®AA/)Fi(L (V®AA/)h

iy ®1

LEMME 8.5. Les fléeches verticales sont des isométries, celle de gauche est Hecke-
équivariante, et 1y @ 1 est injective.

Preuve : C’est évident pour la fleche verticale de droite. Les relations py iy, = id
pour V' =V et V@A entrainent que iy ® 1 est injective, puis que la fleche verticale du
centre est une isométrie. Comme py5 4 et oy @1 sont des isométries par définition, cela
entraine que la fleche verticale gauche est une isométrie. L’assertion de commutativité
aux opérateurs de Hecke est triviale. [

8.2.10. Soient Uy, Us et U, € A(p) C H les opérateurs de Hecke associés respec-
tivement aux éléments de U(3)(Ay) triviaux a toutes les places sauf en p ou ils valent
uy = diag(1,1,p), ug = diag(1, p, p) et uyuy = diag(1,p,p?). On a U, = U U, (cf. 5.1). Le
lemme 8.4 (ii) implique en particulier le :

COROLLAIRE 8.2. U, agit sur S par un endomorphisme compact.

En particulier, si Fy C F' C C,, est un corps complet et A(B/F,) — F est I’évaluation
en un point x € B(F), U, agit sur S, := S@A(B/FO)F = HM, ®p, J*(Fy)) (cette
derniére égalité découlant du lemme 8.5) par un endomorphisme compact. Soit w’ €
w+ (p—1)Z>T. D’apres le lemme 8.1 (ii), et par exactitude du foncteur V +— H(V) sur

les Q-espaces vectoriels, nous disposons d’une inclusion H’-linéaire!® :

Se — H (M, ®q, J*(F))

Elle commute de plus a laction de [[ul], u € AT, si 'on renormalise ce dernier
agissant sur S en le divisant par v,,(u) (toujours d’apres 8.1 (ii)). On a alors le

LEMME 8.6. Soient s € Q, w' = (k] > ki) > k) € w+ (p— 1)Z> et S2, le plus grand
sous-espace de dimension finie Uy,-stable de H(M,y ®q, J*(Fy)) sur lequel U, n'a que
des valeurs propres de valuation s. Si Min(k} — kb, ki — k}) > s — 1, alors S, C SY,.

Preuve : Le foncteur V +— HY(V) étant exact sur les Q-espaces vectoriels, on dispose
d’une suite exacte :

(30) 0= S5 — H'(My ®q, J*(Fy)) — H(M/M,.) ®q, J*(Fy)) — 0,
1816 Qp-vectoriel V_,,/(Q,) étant une représentation absolument irréductible de I, cette inclusion

est canonique a la multiplication par un élément de Q,, prés. Cependant, le choix, pour chaque w’, d’une
quelconque d’entre elle, suffit & nos besoins.
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la flecche H(M,, ®q, J*(Fy)) — HO((M/M,) ®q, J*(Fp)) étant U,-équivariante'®. La
décomposition de U, agissant sur H°((M/M,/) ®q, J*(Fy)) donnée par le lemme 8.2.6,
combinée au lemme 8.1 (iii), montre alors que

Up

pUHMin(k =5 1 —k7)

est de norme < 1 sur H°((M/M,)®q,J*(Fy)). En particulier, sous 'inégalité de I'énoncé,
U, ne peut admettre de valeur propre de valuation < s sur ce dernier. L’exactitude au
centre de (30) conclut. O]

8.2.11. Maintenant que nous savons que U, est compact sur S, nous voudrions lui
appliquer le théoréme spectral de Coleman, afin de "découper" dans S une famille de
vecteurs propres contenant f. Un léger probléme technique est que S n’est pas orthonor-
malisable, mais simplement facteur direct d’un tel module. La généralisation adéquate
des résultats de Coleman dans ce cadre a été reprise par Buzzard dans un travail en pré-
paration (|22]). Nous nous ramenons ici de maniére ad hoc au cas traité par Coleman.

Soient A une Q-algeébre, V un A[(JA*I)K¢|-module et U un endomorphisme de
H°(V). La donnée de oy nous permet de le prolonger par 0 en un endomorphisme U de
V" défini par

U:=iyov Uy py
On se replace dans les hypoNthéses de §8.2.7. Si U est un endomorphisme continu (resp.

compact) de H°(V), alors U a la méme propriété car iy et py sont continus. Fixons V
orthonormalisable et U un endomorphisme compact de V', on peut alors définir la série
caractéristique

(31) det(1 — TUjgoqy)) := det(1 — TUyn) € 1+ TA{{T}},
par [30] théoréme A.2.1.%°.
Remarques :

i) Dans le cas particulier ot A est un corps local, on rappelle que tout A-module de
Banach W tel que |W| = | A| est orthonormalisable ([93] proposition 1). Cela vaut
donc en particulier pour H°(V) si [V| = |A|, auquel cas la notation ci-dessus est
cohérente, i.e. det(1 — TUjpo(v)) est bien la série caractéristique de U sur HO(V)
(cf. 93] lemme 2).

ii) Si A — A’ est un morphisme contractant d’algébre de Banach comme en 8.2.9,
alors V®4A’ est A-orthonormalisable si A l'est par [30] proposition A.1.3. Le
lemme 8.5 montre alors que si U est un opérateur de Hecke agissant de maniére
compacte sur V, la formation de det(1 — TUjgoy) € 1 + TA{{T}} commute &
I’extension des scalaires par des morphismes d’algébre de Banach contractants.

1972 premiere l'est seulement a multiplication par v, (diag(1, p, p?)) prés.

20Noter que la condition (*) de loc. cit. est automatiquement vérifiée sous nos hypothéses car
A™ D Q) qui est non borné. De plus, comme Buzzard I'a remarqué, le théoréme A.2.1 loc.cit. repose
sur le lemme A.1.6. loc.cit., qui est incorrect si ’'on omet de supposer que A est noethérien.
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Afin de ne pas alourdir la rédaction, nous utiliserons dans ce qui suit librement ce
fait, ainsi que le lemme 8.5, sans le mentionner explicitement.

Le corollaire 8.2 autorise a poser :

g:=det(1 — TU,s) € 1+ TA(B/Fy){{T}}

COROLLAIRE 8.3. g est l'unique fonction analytique sur B x Aiig telle que pour tout
w ew+ (p—1)Z>,

g, T) = det(1 = TUp yos, 00 s+ (7))

Preuve : L’égalité ci-dessus découle des deux remarques précédant le corollaire. L'uni-
cité vient de la Zariski-densité de w + (p — 1)Z** dans B(C,). Elle ne sera pas utilisée
dans ce qui suit. [J

8.2.12. Soient Ai, Ay et A = A1\ les valeurs propres respectives dans @p de Uy, U,
et U, sur f. Le lemme suivant assure que f est de pente finie.

LEMME 8.7. La valeur propre A € @p de U, agissant sur f n’est pas nulle.

Preuve : La forme automorphe complexe correspondant & f par ¢ (cf. 8.1.1) engendre
une somme finie de représentations automorphes irréductibles de U(3)(A). Soit 7, la
composante locale en p d’'une quelconque de ces représentations. C’est une représentation
complexe lisse irréductible de GL3(Q,) ayant un vecteur /-invariant non nul sur lequel
U, agit par t~'(X). Mais la représentation de A(p) sur 7/ se prolonge a toute I'algébre de
Hecke-Iwahori C*(I\G/I). Cela conclut car les [Iul] sont inversibles dans cette derniére
siu€ AT (cf.5.1). O

Le corollaire 8.3 appliqué a w’ = w entraine alors le :
COROLLAIRE 8.4. g(w,A\™1) = 0.

Le lemme 8.7 entraine de plus que les A; sont non nuls. On pose ; = v(\;) € Q,
B = B+ B = v(\) € Q. Dans l'exemple de la figure ci-contre, (w, A7) est le point
marqué de I’hypersurface de Fredholm associée a g.

8.2.13.  Nous allons montrer dans ce qui suit comment factoriser g "au voisinage de
(w, A™H)". Soit F' C @, un corps local contenant Fj et les ;.

LEMME 8.8. Il eziste une boule F-affinoide B(w,r) C B ainsi qu’'une factorisation
GIA(Bw,r)) = PQ dans A(B(w,r)){{T'}} tels que :

(a) P €1+ TA(B(w,r))[T] est de coefficient dominant inversible,

(b) (P,Q) =1 dans A(B(w,r){{T}},

(¢c)Vz € B(w,r)(C,), P(x,T) a toutes ses racines de valuation —f3, et Q(x,T) n'en
a pas.

Preuve : On applique le lemme 8.11 (reporté a la fin de cette section) a la donnée
du Fy-affinoide X = B/Fy, la série g, xg = w, et s = (. Il nous fournit un ouvert Fy-
affinoide §2 de B contenant x, tel que le polygone de Newton de chacune des évaluations
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Droite affine

A
/>

Inverse de
lavaleur propre
de Up sur f.

g

w
- Bw

F1G. 2. L’hypersurface de Fredholm g(x,¢) = 0 dans B x A!

rig

g(z,T), x € Q(C,), ait méme partie de pente < s que g(w,T"). Cette propriété vaut donc
encore pour toute boule Fy-affinoide B(w, ) assez petite incluse dans €2, on fixe un tel
r € |Fy| avec cette propriété. La proposition 1.5.4 du chapitre I s’applique & K = F,
X = B(w,r)/F, ala série g et nous fournit la décomposition désirée. Il suffit en effet de
prendre pour P l'unique P; de la proposition loc.cit. admettant la pente 3, et pour Q) le
produit des autres P; avec le S loc.cit. . [J

Nous sommes finalement en mesure de démontrer le :
LEMME 8.9. Quitte a diminuer v, S®ap/r,)A(B(w,r)) admet un sous-A(B(w,r))-
module M facteur direct topologique, tel que :
(i) M est projectif de rang fini sur A(B(w,r)),
(11) M est stable sous l'action des opérateurs de Hecke, et U, y agit par un inversible,
(1it) Pour tout x € B(w,r)(C,), M, est le plus grand sous-espace de S, sur lequel

Uy, Uy et Uy n'ont que des valeurs propres de valuation 3, 31 et B2 respectivement.

Preuve : Appliquons les théorémes A.4.3 et A.4.5 de [30] (voir aussi 1.6.2.1), a
'endomorphisme compact U, du A(B(w, r))-module de Banach orthonormalisable

((M®A(B/F0)A(B(w7 T))) AR, J*(FO))h7

ainsi qu’a la factorisation gja(pw,) = PQ donnée par les points (a) et (b) du lemme

8.2.13. On en déduit qu'il existe une décomposition en somme directe de sous-A(B(w, r))[U,]-

modules fermés

(M®A(B)A(B(wa ) ®p, J(F))" = My & Mo,
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tels que :
(a’) M, est projectif de rang fini deg(P), det(1 — T/va|M1) = P(T),

(b)) Si P*(T) = T9%eP)P(1/T), alors P*(Up),p, est inversible.

L’assertion (a’) assure que &; est inversible sur M, et donc que M; C S® a(p/ry) A(B(w, 7))

et sur ce dernier U, coincide avec U,,. De plus, (a’) et (b”) montrent que M; = Ker(P*(U,)),
il est donc stable par H. Le A(B(w,r))-module M; remplit donc les conditions (i) et (ii)
de I’énoncé, mais pas tout a fait (iii).

Soit ¢' := det(1 — TUyjpy), il est de degré deg(P) car UiU; = U, est inversible
restreint a M;. En réutilisant le lemme 8.11, il vient que quitte & diminuer r, on peut
supposer que les polygones de Newton des polynomes ¢'(z, T), z € B(w,r)(C,), sont tous
égaux. Dans ce cas, la proposition 1.5.4 s’applique et nous fournit une décomposition
¢ = RR € A(B(w,r))[T], avec R € 1+ TA(B(w,r))[T] correspondant & la pente
f1, et (R, R') = 1. Une relation de Bezout entre R et R’ nous donne un élément e €
A(B(w,r))[U;] idempotent avec la propriété que det(1—TUj .y, ) = R. De plus, eM; est
encore H-stable, et projectif de rang fini. Le A(B(w, r))-module M := eM, satisfait donc
encore a (i) et (ii). Soit x € B(w,r)(C,), les propriétés (a’) et le lemme 8.8 (c) assurent
que U, n’admet que des valeurs propres de valuation 3 sur M, D M,. De méme, le choix
de R montre que M, est le plus grand sous C,-espace de M, sur lequel U; n’admet que
des valeurs propres de valuation ;. L’assertion sur U, découle de ce que U, = U,Us, ce
qui conclut (iii).O

8.2.14. Nous en venons (enfin!) a la preuve proprement dite de la proposition 8.1.
Nous renvoyons au paragraphe 1.6.2.2 du chapitre I pour plus de détails. On reconsidére
le H ®z A(B(w,r))-module M donné par le lemme 8.9, qui est projectif de rang fini sur
A(B(w,r)).

L’image de H ®z A(B(w,r)) dans End(p(w ) (M), munie de la norme induite par
ce dernier, est une sous-A(B(w,r))-algebre de Banach commutative finie. Elle est donc
F-affinoide, pour un certain F-affinoide que ’on note X. Par construction, on dispose
d’un morphisme fini 7 : X — B(w,r), déduit de l'inclusion A(B(w,r)) C A(X), ainsi
que d’une application canonique a : H — A(X). L’image de a est constituée d’éléments
de norme < 1 d’apres le lemme 8.4 (ii), et donc a(H) C A(X)°.

Soit x € B(w,r)(C,), m I'idéal maximal de A(B(w,r))®xC, noyau de 1’évaluation
en x, le lemme 1.6.2 assure que ’application canonique

(A(X)®rC,)/m(A(X)®rC,) — Ende, (M,)
est de noyau nilpotent. En particulier,
LEMME 8.10. L’application qui a z € 7~ *({z})(C,) associe le caractére x, : H — C,

donné par l’évaluation en z induit une bijection sur l'ensemble des caractéres C,-valués
de H apparaissant dans M, comptés sans multiplicité.

Montrons la premiére assertion de la propriété 8.1. Par le (ii) du lemme 8.9, a(U,) =
a(Ur)a(Us) est un inversible de Enda(p(w,) (M), et donc de A(X) par le théoréme de
Cayley-Hamilton. Cela montre que a([Iu;]]) est un inversible de A(X) sii =1 et 2. Clest
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encore vrai pour ¢ = 0 et 3, mais c’est trivial, car ils agissent sur S par l'identité. On
peut en particulier définir les F; comme dans I’énoncé. Pour conclure i), il reste a voir
que les applications x € X(C,) — v(a([{w;])(x)) sont constantes si ¢ = 1,2. Mais cela
découle du lemme 8.10 et de la propriété (iii) du lemme 8.9. On a a; = ;, si i = 1,2,
3 = 0.

Soit # = w' € w+ (p— 1)Z>", si w' est a-régulier, on est exactement dans les
hypothéses du lemme 8.6 avec s = a; + aq. L’assertion (iii) du lemme 8.9 entraine donc
que M, C S¢, ®g C,. Comme on I'a vu en §8.2.10, cette inclusion commute a l'action de

P

H', ainsi qu’a celle de A(p) si on la tord par v, sur S ®g, C,. Le lemme 8.10 implique
alors l'assertion ii) de la proposition 8.1.

D’aprés le lemme 8.9 (iii), f € M,. Comme elle est propre pour H par hypothése,
le lemme 8.10 lui associe un unique point zy € X(C,), ce qui défini ce dernier et montre
'assertion iii).

Prouvons 'assertion iv). Soit 0 < 7’ < r € |F|, alors l'inclusion B(w, ') — B(w,r)
est compacte sur les algébres affinoides, et a donc la propriété d’envoyer donc tout en-
semble borné de A(B(w, r)) dans un ensemble compact de A(B(w, ")), d’aprés [93] prop.
5. Le choix d'une quelconque surjection A(B(w,))-linéaire stricte (cf. [15] 3.7.3 cor. 5)

A(B(w,r))" = A(X) =0

montre immédiatement que A(X) — A(X)® B A(B(w,1')) a encore la propriété
énoncée ci-dessus. Notons que ’application canonique

A(X) ®A(B(w,7")) A(B(w, 7“/)) — EndA(B(w7r/))(M ®A(B(w,r)) A(B(w, 7“/)))

est injective par platitude de A(B(w,r)) — A(B(w,r")) (cf.[15] 7.3.2 cor. 6). Ainsi,
quitte & choisir au début du §8.2.14 un r strictement plus petit que celui choisi jusqu’a
présent, ce que l'on fait, on a montré que 'on peut supposer que a(H) C A(X)° est a
valeur dans un ensemble compact de ce dernier, i.e. 'assertion iv).

La premiére assertion de la propriété v) de la proposition 8.1 est une conséquence
du lemme 1.6.4 et de ce que les algébres affinoides sont des anneaux de Jacobson par
[15] chap. 6 proposition 3 (en particulier, X est Zariski-dense dans Spec(A(X))). Pour
la seconde assertion de v), on applique le lemme 1.6.2 & A = A(B(w,r)), M = M,
h = A(X), et I I'idéal premier définissant le fermé de B(w,r) de I’énoncé. On en conclut
que I'application canonique de A(X)/IA(X) vers son image dans End a(gw )1 (M/IM)
est un isomorphisme sur les spectres. L’assertion v) s’en déduit en appliquant 1.6.4 a a
cette A(B(w,r))/I-algébre image.

Prouvons vi). On rappelle (cf. 8.2.13) que F' est un corps local contenant Fj et
les \;, qu’il nous reste a fixer. En particulier, A(X) est défini sur Fy[\;, A2], ainsi que
m: X — B(w,r). Comme ce dernier est un morphisme fini, ses fibres sont de degré
borné. Comme il n’existe qu'un nombre fini d’extensions finies de Q, de degré donné,
on peut choisir le corps local F' de fagon a ce que 7~ (B(w, r)(Fy)) C X (F), ce que 'on
fait. Cela implique 'assertion vi), et aussi que zy € X (F).
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Enfin, si X n’est pas réduit, on le remplace par sa nilréduction, ce qui n’affecte aucune
des propriétés de 1’énoncé de la proposition 8.1. [

LEMME 8.11. Soient F' un corps local, X un F-affinoide réduit, et g € 1+TA(X){{T'}}
une fonction rigide-analytique sur X x Al. On fize s € Q, xy € X(F), et on note P la
partie de pente < s du polygone de Newton de g(xo,T) € 1 + TF{{T}}.

Il existe un ouvert F-affinoide Q@ C X contenant x tel que pour tout x € Q(C,), la
partie de pente < s du polygone de Newton de g(x,T) € 1+ TC,{{T'}} coincide avec P.

Preuve : Soient s” € QU{oo} la plus petite pente de g(xo,T) strictement supérieure
a s, et s € Q tel que s’ €]s,s"[. On écrit g = > - a,T", a, € A(X). Comme g
converge sur X x B(0,p~*), on a |a,[p™ — 0 dans R. En particulier, 3N € N tel que
Vo e X(C,), ¥n > N € N, v(a,(z)) > n(s+s')/2. Ainsi, pour tout € X(C,), la partie

de pente < s du polygone de Newton de g(z,T") € 1 + TC,{{T'}} est de longueur < N
(cf. figure ci-contre).

Polygofne de Newton de g(x0,T)

FiG. 3. Mlustration de la preuve du lemme.

Soit N’ > s un entier, 2 I'ouvert F-affinoide de X défini par les conditions :
(i) Vi < N tel que a;(xo) # 0, |a;/a;(xo) — 1] < 1/p,
(ii) Vi < N tel que a;(z) = 0, |a;| < p~™'.

Alors xy € Q(F) et § convient. [J

8.3. Pseudo-caractéres galoisiens.
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8.3.1.  On se replace dans les hypothéses du paragraphe précédent. Fixons x € X (F)
un point classique, et f € Sfrl(z) ®p, F' un vecteur de caractére y, sous H. On peut consi-
dérer un constituant irréductible II de la représentation automorphe de U(3) engendrée
par f, I, est alors déterminée par y pour tout [ premier ne divisant pas N. En particulier,
la représentation galoisienne p-adique continue semi-simple associée a Il dans 3.2.2, que
nous noterons disons V' (z), ne dépend que de x et pas du II choisi, par le théoréme de
Cebotarev. Soit T'(x) : Gal(E/E) — F la trace de cette représentation, elle est continue
et la détermine. Si v est une place finie décomposée de F, divisant un premier [ € Z, on
identifie G(Q;) avec GL3(Q;) au moyen de l'isomorphisme Q; — E;. D’aprés §3.2.2 (20)
et 5.2.1, si [ ne divise pas Np, on a la relation :

(32) T(z)(Frob,) = [ ‘a([GLy(Z:)diag(1, 1,1)GLs(Z)])(z)

SiT:E — A(X) est une application d’un ensemble E & valeur dans A(X), x € X(F),
on notera T, la composition de T par I’évaluation en z. On renvoie en 7.2.1 pour les
généralités sur les pseudo-caractéres.

COROLLAIRE 8.5. [l existe un unique pseudo-caractére continu de dimension 3,
T: Gal(E/E’)Np — A(X)
tel que pour tout v € X (F) classique, T, = T'(x). Il satisfait Vg € G, T(rg7) =T(g7").

Preuve : Nous allons appliquer la proposition 1.7.1 du premier chapitre. L’espace
rigide est laffinoide X, I' := Gal(E/E), S’ est 'ensemble des places finies de E dé-
composées sur Q ne divisant pas Np, et si v € S divise | € Z, F, := Frob, et
a, = 17'a([GLs(Z;)diag(1,1,1)GL3(Z;)]), o lon a identific¢ G(Q;) avec GL3(Q;) via
I'isomorphisme Q; — FE,,. ‘

Notons que X étant affinoide, la topologie de OYY(X) = A(X) utilisée loc. cit. est
simplement la topologie d’algébre de Banach de A(X) (prendre Q = X). La réunion des
classes de conjugaison des F, avec v € S’ est dense dans I" par le théoréme de Cebotarev.
Soient n = 3, Z 'ensemble des points classiques de X (cf. §8.2.3), p(z) := V(z) défini
dans §8.3.1, alors le lemme 8.1 et la formule (32) assurent que I'hypothése (H) loc. cit.
est satisfaite. L’existence de T : Gal(E/E) — A(X) satisfaisant la premiére assertion du
corollaire est alors la conclusion de I.7.1.

Si g € G, la relation T'(rg7) = T(g™ ") se vérifie sur un ensemble Zariski-dense car
X est réduit. Mais si « € Z, nous venons de montrer que T, est la trace de V(x) qui
satisfait V(z)t ~ V(z) par §3.2.2, ce qui conclut la seconde assertion du corollaire. [J

8.3.2. Nous aurons besoin d’un dernier fait, analogue de la proposition 1.6.9 du
chapitre I :

PROPOSITION 8.2. [l existe une constante C > 0 telle que pour tout x € X(F)
classique, si 6(mw(x)) > C alors V(x) est cristalline. En particulier ces points sont Zariski-
dense.

Preuve : Soit x € X(F) classique, on choisit f € Sfrl(z) ®p, F' comme en §8.3.1,
ainsi que II. On sait que II, est engendrée par ses I-invariants, c’est donc un sous-
quotient d’une induite compléte du Borel Indg (1)) pour un certain ¢ comme dans 5.2.1
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(cf. [25] prop. 2.6). Pour voir que V() est cristalline il suffit de montrer que I, est non
ramifiée d’aprés 3.3, ou mieux que Ind (1)) est irréductible. Or on sait que ceci se produit

dés que ¥i # J, ¥i(p)/;(p) # p ([110] 42). 11 se trouve que si m(x) = (k. ko, ks),
(ay,a9,a3) = (—ky — 1, —ko, —k3 + 1) alors §6.2.4 montre que

. x(Uﬂ(ﬂﬂ))
(i (p)) = A
P g Xac(Uz‘—(1))

La proposition 8.1 i) conclut l'existence de C'. La seconde assertion s’en déduit a la
maniére du corollaire 8.1. [J

8.4. Déformations de y @ 1 & y*.
8.4.1.  On reprend les notations de 8.2.1, avec N := cond(xy), Ky =[[ K ou :
— Si est [ premier a pcond(xo), K; est le sous-groupe défini en 4.2.3, 4.3.2, 4.3.3 selon
que [ est décomposé, inerte ou ramifié,
— Si [ divise cond(xo), K; est le sous-groupe K;(l) défini en 4.2, J := @yn(J(I) ®
Xo o det) ot J(I) est la représentation de K ;(I) définie aussi en 4.2.
On reconsidére la représentation automorphe w(yo) de U(3), et on fixe dans tout ce qui
suit o € {1,(2, 3), (1, 3, 2)} accessible pour 7() (cf. §6.2.3). On pose
k—1 k-1

= (——,——,1) € Z>"
w ( 2 Y 2 7)

On peut choisir un f # 0 € 7(x0)' N (S ®p, Q,) propre pour H, de caractére sous A(p)
correspondant a ¢ comme dans 6.2.3. On applique alors la proposition 8.1 a ce f, puis
8.5 et 8.3.2 aux conclusions de 8.1, ce qui nous fournit un corps local F', un F-affinoide
X, xzy € X(F), B(w,r) C A% un morphisme F-affinoide fini 7 : X — B(w,r), un
pseudo-caractére T', et C' > 0 comme dans ces propositions. On pose :

F, = a([Iul])/a([Tu;—11I]) € A(X), i € {1,2,3}

Les F; sont des inversibles de A(X) d’aprés 8.1 i).

8.4.2. 1l sera commode de raisonner en terme des poids de Hodge-Tate des V (z)
plutdt que de leurs "poids automorphes" m(x). On définit & cet effet (cf. §6.2.2) k : X —
B(k(w),r) comme étant la composée de m avec (x,y,z) — (—x — 1, —y, —z + 1). Ainsi,
si z € X(F) est classique, V(z) est de Hodge-Tate de poids x(x). On pose

8.4.3. Quitte a prendre une extension finie de F', comme le précisera sa preuve, on
a la

PROPOSITION 8.3. Il existe :

a) Un F-affinoide Y intégre régulier de dimension 1, yo € Y (F),

b) Une représentation continue semi-simple

pri) : Gal(E/E)y, — GLy(K(Y))
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satisfaisant (ABS), piyy = pr(y) et tr(pr)(Gal(E/E))) C A(Y),
c) Un F-morphisme
k= (K1, Ko, k3) 1Y — A% k3 =0, k(yo) = Ko,
d) Une partie Z C Y (F) telle que k(Z) C ko + (p — 1)Z>,
e) Des fonctions Fy, Fy et F3 dans A(Y'), chacune de valuation constante sur X,
f) Pour tout i € {1,2,3}, \; € F* tel que |F;/\; — 1| < 1,
le tout satisfaisant aux propriétés suivantes :
i) Pour tout ouvert affinoide 2 de Y contenant yo, la fonction

x € Z — Min(ka(x) — k1(x), k3(x) — ko(z)) €N

C.k)

est non magjorée sur Z N, d’image incluse dans NZMCk) B particulier, Z N Q est

Zariski-dense dans 2,
it) Stz € ZU{yo}, p2° = pE(yy. (cf. 7.1) est la représentation galoisienne attachée
a une représentation automorphe m irréductible de U(3) telle que Homyg (J,mf) # 0,

ii) P~ 1@ xp D X; -
w) Si z € ZU{yo}, (p3°)|p,, est cristalline de poids de Hodge-Tate k(z). Elle est
raffinée par

(PR (2), 2O By(2), p™ O Fy(2))
v) Ce raffinement est R(c) en yq.

Preuve : Soit B C B(kg,7) C A3, le fermé affinoide de B(kq,r) défini par x3 = 0, et
Ty = 2x1 + 3. Alors kg € B(F). On pose :

Z:={2€B(F)N (ko + (p—1Z> "), —6(2) > Max(C, k,a; +ap — 1)}

Le choix de B, assez arbitraire, est tel que les fonctions zo — x; et —xo sont non
bornées sur U N Z pour tout U ouvert affinoide de B contenant k.

On considére Xp := X X g, ) B, c’est un F-affinoide de dimension 1, z;y € Xp(F).
Le morphisme déduit par extension des scalaires kg : Xp — B est encore fini, surjectif
restreint & chaque composante irréductible de Xz d’aprés la proposition 8.1 v). On choisit
alors X’ une composante irréductible (réduite) de dimension 1 de X contenant x;.

Le pseudo-caractére T' peut étre vu a valeurs dans A(X'), par composition A(X) —
A(Xp) — A(X'), et on peut appliquer le lemme 7.2 & la donnée de A(X') et T'. Il nous
fournit un F-affinoide intégre Y, régulier de dimension 1, muni d’un morphisme fini et
surjectif h : Y — X’  ainsi qu'une représentation semi-simple p : G — GL3(K(Y)) de
trace T, satisfaisant (ABS). Quitte & remplacer F' par une extension finie, on peut choisir
Yo € Y(F) tel que h(yo) = x. Notant que T'(¢g~1) = T(7.g.7) d’aprés 8.5, on a prouvé a)
et b).

On définit kK comme étant la composée Y Mxres X 5 8 B. Cela prouve c). Notons
que Kk : Y — B est fini et surjectif, car on a vu que h est X’ — B le sont. De plus, k est
plat, car c’est le cas des extensions finies d’anneaux de Dedekind. On pose Z := k1 (Z),
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il satisfait d) par 8.4.2 et i) par choix de Z et platitude de . X’ étant un fermé de X,
on peut y restreindre les F; de 8.4.1, et les définir sur Y en les composant au morphisme
h:Y — X'. Ce sont ces derniers que 'on choisit pour e), l’assertion sur les valuations
des F; est déja satisfaite sur X par construction (cf. prop. 8.1 1) ), ainsi que f).

Soit z € Z U {yo}, pi(y). est la représentation semi-simple de Gal(E/E), de trace
T. = T (cf. 7.1, 8.5). Par choix de Z et 8.11ii), h(z) € X(F') est un point classique, et
l'assertion ii) découle donc de 8.3.1 et 8.5. On déduit alors iii) de ii), 8.1 iii) et du choix
de f dans 8.4.1.

La premiére assertion de iv) est alors une conséquence de ii), 6.2.2, 8.4.2, ainsi que
8.3.2 et le fait que Min(ka(2) — K1(2), k3(2) — Ka(z)) > C par i). La seconde assertion,
ainsi que v), découlent de 6.2.3 et 6.1.2.

Enfin, quitte a remplacer Y par un ouvert F-affinoide de ce dernier contenant yq, ce
qui n’affecte aucune des propriétés de I’énoncé, on peut supposer que f) est satisfaite. [J

Remarques : On rappelle que toute la construction ci-dessus dépend du choix initial
du o € &3 accessible pour 7(xp). Ceci fait, le second choix réellement effectué dans la
construction ci-dessus est celui de la composante irréductible X’ de X passant par z;.
Il semble difficile d’évaluer le nombre de composantes irréductibles de X (ou de Xp)
au voisinage de x. En ce qui concerne ce texte, chaque choix de composante permet de
conclure dans la section 9.

9. Construction de ’extension

On reprend les notations de la proposition 8.3, ot l'on a fixé o = (2, 3).
9.1. Irréductibilité générique.
PROPOSITION 9.1. pg(y) est absolument irréductible.

Preuve : D’aprés 8.3 b), pg(y) vérifie la propriété (ABS) (voir 7.1.1). Il suffit donc de
montrer que pgy) est irréductible. Supposons par I'absurde que px vy =~ p1.x(v) P2,k (),
i,k (v) étant une K (Y')-représentation de G' de dimension # 0. Le lemme 7.1 ii) montre
que tr(m(G)) C A(Y), car A(Y') est régulier d’aprés 8.3 a). Soit z € Z, I’évaluation en
z de tr(p(g))) = tr(pi(g)) + tr(p2(g)), g € Gal(E/E),, a un sens et montre que p3* est
réductible (cf. 7.1). Nous allons montrer que c’est absurde par notre choix du raffinement.

D’apres 8.3 ), v(Fi(.)) : X(F) — Q,z — v(F;(x)) est constante, on la note «;. En
évaluant en yg, 8.3 iv), v) ainsi que 5.2.4 appliqué a (3, 2) montrent que :

Notons qu’avec ce choix, Vi,j € {1,2,3}, a; # 0et a; + a; # 0. De plus, si i # j,
|Oél'| < ket ‘O(i +ij| < k.

D’aprés 8.3 iv), p3¥ est cristalline de poids de Hodge-Tate k; := k;(2), avec ky < ko <
ks, et les valeurs propres de son Frobenius cristallin ont pour valuation ki + aq, ko + s et
ks+ as. Pour voir que p3® est irréductible, il suffit de voir que D := D,.;5(p5°) n’admet pas
de sous-module filtré faiblement admissible. Si D’ est un tel sous-module de rang 1, alors
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par faible admissibilité t g (D') = tx(D’) (cf. loc. cit.) entraine k; = k;+«; pour un couple
(i,7). Mais par 8.3 1), |k; — k;j| > k, les inégalités sur les a; entrainent donc i = j puis
a; = 0, ce qui est absurde. De méme, si D’ est un sous-module filtré faiblement admissible
de rang 2 de D, on arrive a une contradiction en résolvant ky +kj = k; +k; +a; +o. O

Dy est
irréductible. Notons de plus que 'argument d’irréductibilité étant local en p, il n|’utlilise
pas le fait que les représentations galoisiennes attachées aux représentations automorphes
stables tempérées sont globalement irréductibles, mais simplement 3.3. Le point clé est
que nous disposons d'un o accessible tel que le raffinement R (o) est aussi éloigné que
possible du raffinement ordinaire au point yq.

Remarques : Une légére modification de la preuve montrerait qu’en fait pg(y)

9.2. L’inertie aux places ne divisant pas p.
9.2.1. Nous allons préciser 'action de l'inertie aux places de E ne divisant pas p.
Pour énoncer commodément nos résultats, on introduit

Py = PE(Y) ®F (Xi)_l'

PROPOSITION 9.2. Soit w une place de E au-dessus de | # p. Alors
— St w ne divise pas cond(Xo), pr(v) el p}((y) sont non ramifiées en w.
- St w divise cond(xo), on a

dlmK(y) (p}((y))lw = 2.

Le reste de la sous-section est consacré a la preuve de cette proposition. D’aprés
8.3 a), b) et 7.1 iv) appliqué en 'idéal maximal de yo, on peut trouver g € A(Y') avec
9(yo) # 0, tel que pg vy admette un A(Y'),-réseau stable. On note p la représentation de
G définie par ce réseau, S 'ensemble fini des zéros de g, et pour y € Y'\'S, p, la réduction
de p en y.

Remarquons que p, est bien définie & isomorphisme preés, et non plus seulement a
semi-simplification prés. De plus, pg(yy étant semi-simple, p, 'est aussi pour un sous-
ensemble infini de ZN(Y'\S), que 'on note Z'. Enfin, si z € Z’, alors p** ~ p, est par 8.3
ii) la représentation galoisienne attachée a une représentation automorphe notée I1(z) de
U(3), comme en 8.3.1.

9.2.2. Le cas w ne divisant pas cond(xy). 1l suffit de montrer que les p, sont non
ramifiées pour z € Z'. Par construction (cf. 8.4.1), II(z) a un vecteur fixe par le compact
maximal K. Sil est non ramifi¢ dans E, K est hyperspécial (4.2.3, 4.3.2) et II(2) est
non ramifié, si bien que la représentation galoisienne p, associée I'est aussi, d’aprés la
propriété (20) §3.2.2. Sil est ramifié, K est le groupe défini en 4.3.3. D’aprés le lemme 4.1,
le changement de base 7 est non ramifié, et on en déduit encore que p, est non ramifiée,
cette fois d’apreés la proposition 3.1.

9.2.3. Le cas w divisant cond(x). Par construction (cf. 8.4.1), on a

Hom, 1y (J(1), (T1(2) ® (xo o det)™");) # 0

D’aprés 4.2, il existe un sous-groupe ouvert I, de I, tel que pour tout z € Z’ on a
p-(I},) = 1. On en tire phy (1) = 1.
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Notons que pour démontrer la proposition, il suffit de le faire aprés une extension finie

de K(Y'). Mais il existe une extension finie F’/F telle que la représentation p’K(n L’ qui se

factorise par le groupe fini I,,/I! | soit définie sur F’. Autrement dit, si L est une extension
composée de K(Y) et F' et p) = p}((y) Rk ) L, alors plLIIw est isomorphe a 0 @p L,
ot f est une représentation de I, sur F” triviale sur I/ . Comme 6 est nécessairement
semi-simple, on en déduit par évaluation des traces en yy que (p" 7)o = 0. En particulier,
d’aprés 8.3 point iii) :

O~101 () i
La proposition en découle.

9.3. Application des méthodes a la Ribet et Kisin. Dans ce paragraphe on
tire les fruits de la variante du lemme de Ribet démontré dans la proposition 7.1, et la
proposition 6.1 "a la Kisin". Introduisons encore quelques notations : on pose

u := x*(Frob,, )
Notons alors qu’on a x(Frob,,) = up~'. Notons D¢ yis », le foncteur
Dcris,vl(v) = Dcris(WDvl)a

il est exact a gauche. L’action du Frobenius cristallin ¢ sur les droites D pis ., (Xj),
Derisn (Xp) €t Derisay (1) est la multiplication respectivement par u, up~' et 1 (cf. §2.6).
Ces trois nombres sont deux a deux distincts, puisque leur valuations (respectivement

—(k—1)/2, —(k+1)/2 et 0) le sont.

PROPOSITION 9.3. Il existe une représentation continue p : Gal(E/E) — GL3(F)
vérifiant
1. Pour toute place w de E ne divisant pas p on a

(33) dimp(p ® (X;)_l)l“’ > 2 siw|disc(xo)
(34) dimp(p ® (xj)_l)lw = 3 siw fdisc(xo)

@, Depisa, (p)?=% est non nul.
. On a p*° ~ x, ® X; @ 1. Une des deux assertions suivantes est vraie :
a. Soit p admet un sous-quotient r de dimension 2, vérifiant r ~ r+ et tel que
r est une extensiton non triviale de X; par Xp.
b. Soit p ~ p*, p admet une unique sous-représentation r1 de dimension 2 et
un unique sous-quotient ro de dimension 2, avec ry extension non triviale de

1 par xp, r2 extension non triviale de X; par 1, et ri o~ ro*.

Preuve : Notons O I'anneau local rigide de Y en yq, L le corps des fractions de cet
anneau, et pr, := pg(y) @k vy L. L’anneau O est de valuation discrete, de corps résiduel
F. Le représentation py, est irréductible d’apreés la proposition 9.1

D’aprés la proposition 8.3 iii), pr** est la somme de trois caractéres, x,, X; et 1. Ces
trois caractéres sont deux a deux distincts (ils n’ont pas les mémes poids) et on est donc
en mesure d’appliquer la proposition 7.1 & p;. Cette proposition affirme précisément
I'existence d'un O-réseau A C L? stable par pr, tel que la représentation réduite associée
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p = pra Vvérifie soit la condition iii.a soit la condition iii.b de 9.3. O étant de valuation
discréte, il résulte immédiatement de la proposition 9.2 que p vérifie la propriété ii.

Nous allons montrer que p vérifie ii. Le lemme 7.3 appliqué a pp a yy et a la classe
d’homothéties s du réseau A donne I'existence d’un ouvert affinoide {2 C Y contenant o,
telle que la représentation py, admet un A(2)-réseau stable M ; notant p la représentation
Gal(E/E) — GL(M), le lemme 7.3 assure que p,, =~ p. p est continue d’aprés le corollaire
7.2.

Nous allons maintenant appliquer la proposition 6.1 a la donnée de pyp, : Dy, —
GL3(A(Q)), de Kjq et des Fjq (cf. §6.3.2). On choisit pour ensemble noté Z loc. cit.
I’ensemble Z N ) auquel on enléve le sous-ensemble des z tels que p, n’est pas semi-
simple. Ce dernier est fini car pg (o) est semi-simple. La proposition 8.3 assure que les
hypothéses i) a vi) de 6.3.2 de la proposition 6.1 sont vérifiées, iii) par notre choix de Z.
On voit donc que

¢:F1(y0)’{1(y0) est non DUI,

DCTiS,Ul (pyo)

ol k1 et F} sont ceux donnés par la proposition 8.3. D’aprés les points iv) et v) de

8.3, p"1W0) Fy (yy) est la premiére valeur propre du raffinement R((3,2)) de Pyolp,, » donc
v1

d’aprés 5.2.4, pt W) F(y0) = x*(p) = u, ce qui prouve ii. [.

9.4. Elimination du cas a. Nous voulons montrer, par 'absurde, que 'on n’est
pas dans le cas iii. a. de la proposition précédente. On se place donc dans ce cas. La
représentation p admet comme sous-quotient une extension non triviale r de X; par xp.
Par conséquent, p’ := [)®(X;)_1 contient comme sous-quotient r’ := 7’®(X;)_1, extension
non triviale de F' (la représentation triviale sur F') par F'(1) (le caractére cyclotomique
sur F).

LEMME 9.1. La représentation r’ est cristalline en vy et en vs.

Preuve : 11 suffit de le prouver pour r, car Xé est cristallin en vy et vy, Y étant non
ramifié en ces places. De plus, comme r ~ r*_ il suffit de le prouver en v;. Comme D, .,
est exact & gauche, ainsi que le foncteur V i Dis., (V)?=%, on voit que

dlmF Dcris,vl (ﬁ)¢:u S dlrnF Dcris,vl (,r)¢=u + dlmF Dcris,vl(l)(z):u'
Comme Dis 0, (1)9=* = 0 car u # 1, il résulte de 9.3 ii) que Depisa, (r)?=* est non nul.
Utilisant encore que D,,;s,, est exact a gauche il vient
Dcm‘s,vl (Xp) C Dcm‘s,vl (T)
1

et il y a donc dans D,.s.,(r) deux droites sur lesquelles ¢ agit par u et par up™" ce
qui implique qu’elles sont distinctes. On en déduit que dimp Depiso, (1) = 2, i€, 7 est
cristalline en v;. O

LEMME 9.2. La représentation r’ est non ramifiée en toutes les places w ne divisant
pas p.

Preuve : Si w ne divise pas cond(xo), o' est non ramifiée en w d’aprés ii., et r’ non
plus.
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Si w divise cond(xo), 'exactitude a gauche du foncteur des invariants sous I,, donne
. _ . T . —1\Ty
dimp(p")"™ < dimpr"™ + dimp((x;) ")’
Comme ((x;)~")™ = 0, il découle de i. que 7’ est non ramifié. CJ.
L’existence de r’ est alors en contradiction avec le lemme bien connu suivant,

LEMME 9.3. Soit E est un corps quadratique imaginaire, F//Q, un corps local, alors
il n’eziste pas d’extension non triviale de représentations continues de Gal(E/E) de F
par F(1) qui soit non ramifiée hors de p et cristalline en les places divisant p.

Preuve : Soit r une extension non triviale comme dans le lemme, vue comme Q,-
représentation. Elle contient en particulier comme sous-quotient une Q,-représentation
r’ continue, extension non triviale de Q, par Q,(1). r’ est non ramifiée hors de p et
cristalline en p car r I'est. Mais par la théorie de Kummer, le Q,-espace vectoriel des
classes de telles extensions a pour dimension le rang de O%. Ce dernier groupe est fini si
FE est quadratique imaginaire. [

REMARQUE 9.1. Dans le lemme précédent, il est essentiel que les extensions considé-
rées soient non ramifiées (resp. cristallines) a toutes les places. Si on reldache la condition
a une place quelconque, de telles extensions non triviales existent. Par ailleurs il est es-
sentiel que le corps de base E soit quadratique imaginaire. Pour tout autre corps, a part
Q, l’énoncé précédent serait mis en défaut : on construirait par la théorie de Kummer
une extension non triviale, en partant d’une unité de E qui n’est pas racine de 1. En fait,
I’énoncé précédent correspond, par les conjectures de Bloch-Kato, au fait que la fonction
¢ du corps E ne s’annule pas en s = 0. Comme on le sait, ceci n’est vrai que pour E
quadratique tmaginaire ou Q. C’est ici, et ici seulement a part la formule de multipli-
cité 4.1, que l'on utilise dans ce papier [’hypothese que E est quadratique imaginaire. Tout
le reste marcherait tout aussi bien en travaillant avec E/F extension CM, et le groupe
unitaire U(3) compact a toutes les places a Uinfini sur F'. Dans ce cadre, la preuve de 4.1
montre que [’analogue de la représentation automorphe m(xo) existe si et seulement si
e = (=1)4me ¥ En particulier, si dim F est pair, on peut avoir L(xo,1/2) # 0, et on ne
s’attend alors pas a ce qu’une extension de 1 par x, cristalline existe. On voit que dans
ce cas, c’est un élément non trivial de H;(E,Q,(1)) qu’aurait construit notre méthode.

9.5. Fin de la preuve. On est donc dans le cas b. de la proposition.
LEMME 9.4. r{ et ro sont cristallines en vy et en vy.

Preuve : Comme 71 ~ r3-, la cristallinité de r; en vy (resp. vy) équivaut a celle de 7y
en vy (resp. vq). Il suffit donc de prouver que r; et ry sont cristallines en v;.

En ce qui concerne ry, extension non triviale de 1 par x,, on observe que les poids
de Hodge-Tate en vy de x, et 1 sont respectivement —(k+1)/2 et 0, avec —(k+1)/2 <
—2 = 0 —2. Une telle extension est automatiquement cristalline d’aprés |78| proposition
3.1.

Considérons la représentation 75, pour laquelle le méme argument de poids ne marche
plus. Cependant la cristallinité de r5 en v; se montre exactement comme celle de r dans
le lemme 9.1, a I'aide du point i. [J.
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La représentation r; fournit une extension de 1 par x,, non triviale, qui a bonne
réduction aux deux places divisant p d’aprés le lemme précédent. Comme x, n’est pas
le caractére cyclotomique, un argument élémentaire montre qu’une telle extension a
automatiquement bonne réduction (voir I'introduction) aux places ne divisant pas p :
cf. par exemple [88, lemme 1.3.5|. Cette derniére affirmation peut aussi se démontrer
directement. C’est immédiat aux places ne divisant pas p.cond(xo) par la proposition
9.2. Si w divise cond(xo), le paragraphe 9.2.3 montre que (1), est d'image finie, donc
semi-simple. Cela implique que r; a bonne réduction en w, et prouve le théoréme 1.1.
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Dans cette annexe, nous exposons dans un cas simple certaines méthodes du chapitre
3 appliquées a la fonction ¢ de Riemann. La conjecture de Bloch-Kato pour cette derniére
est bien connue et s’énonce ainsi (pour les notations et conventions, voir I11.1.1 et I11.2.6) :

Wk € Z, () ordeoi C(s) = h5(Q Qyk — 1) — KY(Q.Qy(k — 1))

On rappelle que 77*/I'(s/2)((s) est invariante par s — 1 — 5. On en déduit que ¢
s’annule avec un zéro simple aux entiers pairs strictement négatifs, ne s’annule pas en 0,
et a un pole simple en 1. De plus, h?(@, Q,(n)) est toujours nul, sauf si n = 0 auquel
cas il vaut 1. Nous nous intéresserons dans ce qui suit uniquement a la construction
explicite des extensions non triviales de Q, par Q,(k — 1) lorsqu’elles sont prédites par la
formule ci-dessus, i.e quand k est un entier pair > 2. Autrement dit, nous allons montrer
I'inégalité :

Vk € Z, () ords—z—y ((s) < hp(Q,Qy(k — 1)) — AHQ, Q,(k — 1))

La preuve est inspirée de la démonstration de Ribet de la réciproque d'un théoréme
de Herbrand (|79], on le redonne en §3.1.2), en utilisant un argument de déformation
p-adique a la Skinner-Urban (|102]). Les points saillants de ’argument sont : la construc-
tion a la Ribet d’extensions et les déformations non ordinaires de séries d’Eisenstein (ici
de niveau 1), étudiés respectivement dans les sections 2 et 1.

La méthode de cette annexe, bien que sensiblement plus simple que celle du chapitre
3, présente de nombreux points communs avec cette derniére. Aussi, nous avons ponctué
le texte de nombreuses remarques a ce sujet. De plus, nous avons profité de 'occasion
pour introduire et discuter en détail, en section 3, un résultat de Kisin jouant un role
important au chapitre 3; nous en donnons un certain nombre d’applications & notre
contexte. La section 4 est une digression autour de problémes liés aux extensions de Q,

par Q,(1), i.e. k = 2.

Notations : p désigne un nombre premier. G, est le groupe de Galois de I'extension
maximale non ramifiée hors de p de Gal(Q/Q). D, est un groupe de décomposition en p
de G,, canoniquement identifié a Gal(Q,/Q,). Si X/F est un F-affinoide, A(X) désignera
toujours la F-algébre affinoide de X.

1. Séries d’Eisenstein critiques et ordinaires de niveau I'y(p)

1.1. Séries d’Eisenstein. Soit k£ > 4 un entier pair, E}, la série d’Eisenstein usuelle
de poids k£ de niveau 1 renormalisée de facon & ce que son coefficient constant soit 1, elle
est alors & coefficients rationnels, donnée par (|94] Chap. 7 §4.2) ! :

Bi(z) = (k)" > (nz4+m)F=1- 2k > oia(n)g

bk
(n,m)#(0,0) n>1
21Les by, sont les nombres de Bernouilli, donnés par la formule e =300 Btk € Q[It]), cf. loc.cit.

§4.1.
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Fixons p # 2 premier dans tout ce qui suit, on rappelle que Xy(p) a deux pointes
oo et 0. A Ej, est attaché un C-espace vectoriel dimension 2 de séries d’Eisenstein de
niveau ['g(p), engendré par Ei(z) et Ej(pz), stable par U, := [['g(p)diag(1,p)Lo(p)]]- U,
y admet pour polynéme caractéristique (X — 1)(X — p*~1), on lui choisit deux vecteurs
propres :

i) Le vecteur propre "ordinaire" E"4(z) := Ey(2) — p* 1 Ey(p2), de valeur propre 1
sous U,. Ses deux g¢-développements a l'infini et en 0 commencent respectivement par
1—pFletl—pt.

ii) E(2) := Eg(2)—Ex(pz), de valeur propre p*~! sous U,. Ses deux g-développements

a l'infini et en 0 commencent respectivement par 0 et 1 — p=*.

1.2. Représentations galoisiennes. E{™ et E¢® sont toutes les deux propres
pour les Tj avec [ # p de valeurs propres 1+ [*~1. La représentation de Gal(Q/Q) semi-
simple p-adique qui leur est attachée par la correspondance de Langlands®? est donc

Qp & Qp(1 - k)
Elle ne les différencie pas.

Cependant, Q, ®Q,(1 — k) est cristalline restreinte a un groupe de décomposition D,,
en p, son Frobenius cristallin ayant pour polynome caractéristique (X —1)(X —p*~1). Le
choix de E¢" ot E{" revient donc & choisir une des deux racines du Frobenius cristallin
de Q, & Q,(1 — k). Ce choix est crucial dans tout ce qui suit car les déformations
construites dans la théorie des familles p-adiques se font toujours "au moins en niveau
Lo(p)", et la valeur propre de U, varie analytiquement dans la famille. Nous reviendrons
sur ce point en §4.

Nous devons ici citer le résultat fondamental suivant, dii dans sa totalité & de nom-
breux auteurs, généralisant les remarques précédentes :

THEOREME 1.1. Soit f = ano a,q" une forme modulaire propre normalisée de poids

k et de niveau T'o(p), ¢ : C — Q, un isomorphisme de corps, alors a, # 0 et il existe une
unique représentation semi-simple continue

pr: Gy — GL2(Qp)

telle que :

— le polynéme caractéristique d’un Frobenius en | # p soit X2 — 1(a;) X + [F71,

~ (pf)ip, soit semi-stable de poids (0,k — 1) et Frobenius cristallin de polynome ca-

ractéristique (X — t(ay))(X — p*~1/u(ay)),

De plus, py est irréductible si et seulement si f est parabolique. (ps)p, est semi-stable
non cristalline si et seulement si f est nouvelle en p, auquel cas af, = ph2.

Nous étudions dans ce qui suit les déformations p-adiques de E¢™® et E¢™ fournies
par les familles p-adiques de Coleman (particuliérement pour cette derniére). Pour toute

220n fait correspondre uniformisantes et éléments de Frobenius géométriques (on prend les méme
conventions que dans I11.2.4 et I11.2.6).
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la suite de ce texte, on fixe définitivement un ¢ : C — @p, on l'omettra toujours dans les
formules.

2. Déformations p-adiques modulaires de Q, ® Q,(1 — k), k > 4

2.1. La déformation de E{™. Les (—by/2k)E™, k variant, forment la plus an-
cienne des familles p-adiques de formes modulaires (|96] §1.6), elle peut étre vue comme
interpolation p-adique continue des g-développements :

ke (02K B = (L= K)/2+ ) oi(n)g", ofy(n)= Y d!

dln,(d,p)=1

Ici, ¢, est la fonction zéta p-adique de Kubota-Leopold. Il est aisé¢ de voir que ceci
nous fournit bien une famille p-adique passant par E¢"® au sens utilisé dans cette thése
(I.6.2.2), i.e que les valeurs propres sous 'action de U, et des 1T} varient p-adiquement
analytiquement en k (au moins dans une classe de congruence modulo p — 1). Dans [96]
1.6, Serre explique comment 'existence méme de cette famille permet de retrouver des
propriétés p-adiques de (.

Enfin, la famille p-adique de représentations galoisiennes attachée a cette famille n’est
autre que la somme directe du caracteére trivial et du caractére universel de dimension 1

de
Gal(Qipe)/Q) ~ Z;

Elle ne fait intervenir que les corps de nombres dans Q(p,~) et ne peut donc contenir
I’extension que nous cherchons, elle ne sera pas intéressante pour nos applications.

2.2. La famille p-adique passant F{™.

2.2.1. Comme cas particulier des constructions de R.Coleman (|29],[30]), on peut
inclure E{™ dans une famille p-adique de formes modulaires propres de niveau I'g(p).
Concrétement, dans notre situation, cela signifie en particulier que 1’on peut trouver :

— Une boule affinoide sur Q, autour de k dans C,, B(k,r) C C,,

— un affinoide € intégre, régulier de dimension 1, muni d’un morphisme fini et plat
m:Q — B(k,7),

— pour k' € (k+ (p— 1)N) N B(k,7), z1r € Q(Q,) tel que 7(z)) =K/,

— ainsi qu’une famille relativement compacte de fonctions analytiques (ay,),>2 bornées
par 1 sur €, tels que :

(1) (—=bi/2k).E7 (@) = a + ) an(an)g"”
(2) Pour tout &' € (k+ (p — 1)N) N B(k, 1), _
q + Zan(xk/)q"

n>2
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est le g-développement d’une forme modulaire f; propre de poids &’ et niveau ['y(p),
(3) z — v(ay(z)) est constante égale & k — 1 sur €.

Nous ne reviendrons pas sur les techniques permettant de construire de telles familles,
elles sont discutées a plusieurs endroit dans cette thése (cf. 1.6.2, 11.3.1, II1.8.1). Bien
qu’en tant que forme modulaire "usuelle" la série d’Eisenstein E¢™ n’est évidemment
pas une forme parabolique, on a vu plus haut qu’elle s’annule tout de méme sur la pointe
oo de Xo(p), elle est donc parabolique-surconvergente au sens de [33] §3.6. Mieux on a
le :

Fait : Dans la famille ci-dessus passant par E{™, les formes modulaires fj, sont
paraboliques, i.e s’annulent aux deux pointes de Xo(p)q, -

En effet, fi, est une forme modulaire propre de poids k', de niveau I'g(p), et de
pente k — 1. Ecrivant fi, = A+ B ou A est une forme propre parabolique, B une série
d’Eisenstein, on en déduit que B est de pente k—1. Mais X((p) n’ayant que deux pointes,
B est nécessairement combinaison linéaire de EZ et E&. Or U, n’admet pas la pente

k—1¢{0,k" — 1} sur cet espace, donc B = 0, ce que l'on voulait.

2.2.2.  Formulons ceci en terme de représentations galoisiennes. La relative compacité
de la famille de fonctions (a,),>2, ainsi que le théoréme 1.1 pour les fi/, nous permet
aisément de définir une fonction continue (cf. I.7.1 pour des détails)

T:G, — A(Q)

telle que si [ # p, T(Frob) = a;. Si z € B(k,7)(Q,), on notera T}, : G, — Q, la com-
position de 1" avec I'évaluation en x. En particulier, T;, est la trace de la représentation
Q, ® Q,(1 — k) ; et pour tout entier k' > k dans la méme classe de congruence modulo
p—1, T, est la trace de la représentation galoisienne p-adique py,,.

Remarques : Une différence majeure avec la déformation de E{™® est que si k' > k,
les py,, sont des représentations irréductibles! 23 En particulier, les corps de nombres
attachés aux noyaux de ces représentations sont certainement non abéliens.

L’identite T, , = trace(pfk,) entraine aisément que T est un pseudo-caractére de
dimension 2 au sens de [86] et [106] (voir aussi I11.7.2.1 dans cette thése). On ne peut
cependant pas lui attacher "canoniquement" de représentation G, — GLy(£2) dont c’est
la trace, mais plutdét un ensemble fini de représentations, non toutes isomorphes en
général. La raison de ceci est grossiérement que T, est la trace de la représentation
Q, ® Q,(1 — k) de G, qui n’est pas irréductible. Aussi d’éventuelles extensions l'ont
encore pour trace. Ce point n’est pas un détail, il montre d'une part que la donnée
du pseudo-caractére est plus fondamentale en général que celle de la représentation elle
méme, qui dépend d’un "choix de réseaux", et d’autre part il nous permettra de "choisir"
I’extension comme on la désire. C’est ce que nous faisons dans la section suivante dans
notre cas particulier. Ces questions ont été étudié en détails dans cette thése au §II1.7.

236t ce méme restreinte & un groupe de décomposition en p, en fait, pour des raisons de théorie de
Hodge p-adique
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3. Construction d’extensions

Dans cette partie, nous expliquons comment la construction d’une déformation ir-
réductible d’une représentation réductible de dimension 2 permet de construire des ex-
tensions, et nous l'appliquons & notre cas. Nous commencons par rappeler un lemme de
Ribet, que 'on applique ensuite pour construire ’extension cherchée.

3.1. Reprise de 'argument de Ribet.
3.1.1. Le lemme des réseaux de Ribet. (cf. [79], [4]).

Soient K un corps muni d’une valuation discréte, d’anneau de valuation A, m une
uniformisante, k := A/mA et K le complété de K. Un réseau de K? est un sous-A-module
libre de rang 2, deux réseaux A; et Ay sont dits homothétiques si il existe A € K*, AA; =
As. Nous allons faire quelques brefs rappels sur 'arbre de PGLo(K) (cf. [95] Chap 2).

Soit T le graphe dont les sommets sont les classes d’homothéties de réseaux de K2,
et dont les arétes relient deux classes d’homothéties de réseaux ayant des représentants
A1 C As tels que Ay /Ay ~ k comme A-module. 11 est bien connu (par exemple [95]|Chap.
2 thm. 1) que T est un arbre, chaque sommet ayant ses voisins a distance n indexés par
P'(A/7"A). Notons de plus GLy(K) agit sur les sommets de T' de fagon transitive et par
isométries.

Soit G un groupe et p : G — GLy(A) une représentation, telle que 'action déduite de
G sur K2 soit irréductible. G agit & travers Im(p) sur larbre T, et on note S I'ensemble des
sommets de T fixés par tous les éléments de G, i.e les classes d’homothéties de réseaux
stables par G. G agissant sur T par isométries, S est connexe. De plus, G agissant
irréductiblement sur K2, S est de diamétre fini ([95] p.106).

Etant donné que det(p(G)) C A*, tous les réseaux d'une classe stable par G sont
stables. Chaque réseau stable A nous fournit une représentation py : G — GL4(A) ~
GL3(A), et en particulier une représentation résiduelle :

ﬁA . G — GLQ(kZ)

Sig € G, le polynome caractéristique de pa(g) est indépendant de A, car ¢’est la réduction
modulo 7 de celui de g € GLy(A). Un théoréme de Brauer-Nesbitt (cf. [37] 30.16) 2*
assure alors que la semi-simplification (pj)®* de pa est indépendante du réseau stable A
choisi, on la note p.

Enfin, si A est un réseau stable, il est clair que les droites stables par G dans A/7mA ~
k? sont en bijection avec les éléments de S qui sont voisins de la classe de A dans T'. Ceci
nous permet de comprendre ’ensemble des classes de réseaux stables par G dans K?2.

Exemples : - D’apreés la derniére remarque ci-dessus, S n’a qu’un élément si et seule-
ment si p est irréductible. Dans ce cas, le choix d’un réseau stable est unique a homothétie
prés, et les constructions ci-dessus ont moins d’intéret.

24(est classique si la caractéristique de k est nulle, ce qui sera le cas dans notre application
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- Supposons que p =~ i &b X2 soit somme de deux caractéres distincts de G sur k. On
en déduit que S est un segment fini de 7' contenant au moins deux sommets. Dans ce
cas, les deux sommets au bord de ce segment fournissent des extensions non triviales :
une de y; par yo a l'un des sommet, une de ys par x; a 'autre. Les sommets éventuels
qui ne sont pas au bord de S fournissent des extensions scindées.

- Si p est somme de deux caractéres égaux, alors n’importe quel point du bord de S
nous fournit une extension non triviale entre ces derniers. On a en particulier montré le :

LEMME 3.1. (|79]) Si p est somme de deux caractéres x1 et xa, il existe un réseau
stable dont la représentation résiduelle est une extension non triviale de x1 par xs.

Ainsi, pour construire une extension non triviale de y; par y», il suffit de construire
une déformation "génériquement irréductible” d’une extension (éventuellement scindée)
entre x1 et yo. C’est exactement cette technique que nous allons appliquer dans ce
qui suit. Notons que si G C GLy(A) agit absolument irréductiblement sur K2, il agit

irréductiblement sur K2.

3.1.2. Ezemple : La réciproque du théoréme de Herbrand. ([79]) Dans ce paragraphe,
nous redonnons briévement, en les termes de la partie précédente, I'argument original?®
de [79], prouvant la réciproque d’un théoréme de Herbrand. On va montrer que si p > 3
divise by pour 4 < k < p — 1 un entier pair, alors il existe une extension continue non
triviale

0—-F,(1-k) —-r—F,—0
comme représentation de G, qui est scindée restreinte a D,. Par la théorie du corps
de classes, rappelons que cela implique en particulier que p divise le nombre de classes

de Q(pp)-

i) On commence par remarquer que par I'hypothése sur by, g := —(by/2k)E} est
une forme modulaire "parabolique modulo p" de poids k et niveau 1. Un résultat de
"changement de base" dii & Katz (une version parabolique de [61] thm 1.8.1, nécessitant
k > 2 et p> 3), combiné au "lemme de Deligne-Serre" ([38| lemme 6.1) entraine qu’il
existe une forme parabolique f propre de niveau 1 et de poids k congrue & g modulo p.
On considére alors

p=p;  G:=G,— GLy(K)
(K/Q, étant un corps local assez grand). p est une représentation irréductible telle que
p=F, ®F,(1-k), Fg~Ok/(m)
On est donc dans le contexte du §3.1.1, G fixant un segment fini de 'arbre 7" de PGL2(K).

ii) Le théoréme 1.1 entraine alors que p|p, est cristalline ordinaire, et par la théorie
de Fontaine que pjp, est une extension de K(1 — k) ® x par x, x : D, — O} étant
un caractére non ramifié. En particulier, tout réseau A de K? stable par D, contient un

25Rigoureusement, I’argument donné ici est plus simple que celui de loc. cit., mais il utilise le théoréme
1.1 ainsi qu’un peu de théorie des représentations ordinaires, alors que Ribet était contraint & ne travailler
qu’en poids 2.
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Ogk-module libre de rang 1 facteur direct de A, stable par D,, et sur lequel D,, agit par x.
Comme D, agit réductiblement sur GLy(kK), il fixe une demi-droite S’ dans 7" contenant
S (exercice). Soit A un réseau dont la classe d’homothétie est le sommet de 7" au bord
de S qui est le plus éloigné du bord de S’, alors r := p, convient. [

Remarques : Indiquons briévement le lien avec ’analogue modulo p de la conjecture
de Bloch-Kato. Il est bien connu (cf. [94] VII §4) que
2k—1

C(k) = kaﬂk

Ainsi, si 2 < k < p— 1, I'hypothése p|b;, s’écrit encore
ord,(¢(k)/7*) >0

Enfin, la conclusion est encore 'existence d'une extension non triviale et continue de F,
par F,(1 — k), non ramifiée hors de p et avec la condition spéciale en p d’étre scindée,
comme le prédirait la formule (*) s'il on y remplagait Q, par F,,.

Dans le paragraphe qui suit, nous appliquerons "a la Skinner-Urban" (|102]) une
variante de cette méthode dans laquelle K est le corps des fractions de I'anneau des
germes en un point d’'un affinoide régulier de dimension 1. Nous avons mis en évidence
deux étapes dans la démonstration : argument de déformation irréductible en i), puis le
choix de réseau combiné a de la théorie de Hodge p-adique en ii). C’est le schéma général
de ce genre de preuve.

3.2. Construction de I’extension de Q, par Q,(k — 1), k > 2.

3.2.1. Propriétés de l’extension a construire. Nous cherchons a construire, pour k£ > 2
un entier pair, une extension r, de Q,(k—1) par Q,, et ce car ((2—k) = 0. Cette extension
doit étre un élément non nul du groupe de Bloch-Kato H(Q, Q,(k — 1)) (voir [44]), ce
qui signifie que :

— 1, n'est pas scindée,

— 73, est une représentation continue de Gal(Q/Q),

— (Condition en [ # p) rj, se factorise par Gy,

— (Condition en p) (r4)|p, est une représentation cristalline.

En fait, il est connu (cf. [78] proposition 3.1) qu’une extension continue (comme
représentation de D,) de Q, par Q,(n) avec n > 0 est automatiquement semi-stable,
et qu’elle est cristalline si n > 1. Ainsi, comme k£ > 2, nous avons juste & construire
une représentation continue de G, extension non triviale de Q, par Q,(k — 1). Quitte
a twister par Q,(1 — k), cela revient a trouver une extension continue non triviale de
Q,(1 — k) par Q,, ou encore une extension continue non triviale de E(1 — k) par E, E
étant un corps local quelconque. C’est ce que nous allons faire.

3.2.2. Construction. Reconsidérons le pseudo-caractére continu de dimension 2 défini
en 2.2.2,

T:G,— AQ)
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Nous affirmons que quitte & diminuer r, remplacer €2 par un revétement fini, et a relever
arbitrairement les x;, en des points de ce dernier, ce que 1'on fait, T" est la trace d’une
représentation continue

p: G, — GLy(A(Q))
et tel que la représentation déduite sur Frac(A(£2))? soit absolument irréductible.

Admettant ceci pour U'instant, fixons E un corps local tel que xp € Q(E). T, est
alors la trace de la représentation Q, & Q,(1 — k). On considére A I'anneau local rigide
de © en zy, c’est un anneau de valuation discréte. On pose de plus K := Frac(A).
La représentation p : G, — GLy(A), déduite de A(2) C A rentre dans le champs
d’application du paragraphe §3.1.1. p est ici E @ E(1 — k), on peut donc appliquer 3.1
et choisir un réseau A dans K? (unique a homothétie prés) dont l'extension résiduelle
associée est une extension non triviale de E(1 — k) par la représentation triviale sur F :

0—FE—py—FE1—-k)—0
La continuité de cette extension comme G)-représentation découle de la continuité

de T': G, — A(Q)) et d'un lemme général, que nous ne redémontrons pas ici, mais qui
est le corollaire I11.7.2. [J

Remarque : 11 est aisé de vérifier que quitte & diminuer r, la représentation p, provient
par extension des scalairs A(Q2) C A d’une représentation continue G, — GLy(Q) (cf.
[11.8.3, II1.7.1 v) ). Ainsi, nous avons construit une représentation continue

G, — GLy(A(Q)
qui se spécialise en x; € Q(E) en I'extension que nous cherchions.

3.2.3. Quelques détails techniques. Pour finir, donnons des indications sur I'affirma-
tion faite plus haut; on se référera au §I111.7.2.1 pour des détails complets.

Soit L le corps des fractions de A(f2), T : G, — L est un pseudo-caracteére de
dimension 2 et donc, par [86] §4.2, c’est la trace d’une représentation semi-simple de
G, dans GLy(L') ou L'/L est une extension finie (c’est & cause de ce résultat que nous
devons remplacer €2 par un revétement fini). Il est aisé de vérifier qu’elle est absolument
irréductible en utilisant le fait que les py,, le sont.

La normalisation de A(2)) dans L’ est encore une algébre affinoide ([15] 6.1.2/4),
fini et plate sur A(Q2), on la note A(€'). Quitte & diminuer r en 7’ et a remplacer ¥
par € Xpgr) B(k,7'), le lemme IIL.7.1 iv) nous donne l'existence d'un A(€')-module

libre de rang 2 dans (L')? qui soit stable par G. La continuité de la représentation
Gp — GLy(A(€Y)) obtenue découle alors de II1.7.1 v). Cela conclut OI.

4. Déformations de représentations cristallines, d’aprés Kisin

Nous allons donner une autre fagon de prouver la cristallinité de I'extension construite
plus haut, i.e. sans évoquer le résultat sur les représentations ordinaires de 78] 3.1, mais
basée sur un théoréme de Kisin. Cet argument joue un réle important a deux reprises
dans 'argument final de II1.9, en II1.9.1 et en II1.9.4, pour lesquels on ne peut pas
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appliquer |78|. Une des deux questions (relative a I11.9.1) admet pour analogue direct
dans le cadre de cette annexe I’étude de certaines extensions continues de Q, par Q,(1)
comme G ,-représentations, autrement dit pour k = 2, nous y reviendrons dans la section
suivante.

4.1. La problématique.

4.1.1. Reprenons a cet effet la représentation continue
p: Gy — GLy(A(Q))

dont I'évaluation en xj, est I'extension de E par F(1 — k) plus haut (cf. la remarque du
§3.2.2). Quitte & remplacer E par une extension finie, on peut supposer que tous les xy
sont dans (2(£). Notons que pour &' > k, I'irréductibilité de py,, entraine que

pIEk/ = pfk/
L’étude locale de la représentation p de G, est relativement simple aux nombres premiers

[ # p. C’est la donnée d’une classe de conjugaison dans GLg(A(S2)), image de la classe de
conjugaison des Frobenius géométriques en [, dont on connait le polyndéme caractéristique

X2 —aq X+ <1>€ AQ)[X],

< [ > étant ici P'unique élément de A(B(k,r)) tel que < [ >p=1¥"1si k' € k4 (p—1)N.
Il est évidemment plus subtil de comprendre la restriction de p a D), ne serait-ce que
parce qu'il 'est déja de comprendre les (py,,)p, (a ce sujet, voir [77],[34], [16] §3.4).

4.1.2. D’apres le théoréme 1.1, si f = ¢+ >, _,a,q" est une forme modulaire
parabolique propre de poids k et niveau I'y(p), (pf)p, est une représentation galoisienne
p-adique semi-stable. Ses poids de Hodge-Tate sont (0, k — 1) et son Frobenius cristallin
a pour polyndme caractéristique (X — a,)(X — p*~1/a,) dans notre cas.

Il n’est pas du tout évident de comprendre comment varient les structures de Hodge p-
adiques dans une famille p-adique de représentations cristallines, et ce déja en dimension
2. Nous allons analyser a cette fin I'exemple donné par pyp,. Il sera commode dans tout
ce qui suit de poser

r = ppp,
Nous allons nous concentrer principalement sur les deux informations "en p" données
par la construction de la famille : le poids 7 et la valeur propre a,. Nous ne dirons rien
sur I’évolution des filtrations.

4.1.3. Variation des poids. Dans la donnée de la famille en §2.2.1, on dispose d’un
morphisme analytique (fini et plat)

m:Q— B(k,r) C Al

ayant la propriété que m(zy) = k'. Ainsi, & un décalage de 1 prés, 7 donne le second
poids de Hodge-Tate de p,,,. Le premier poids étant constant égal a 0, on en déduit que
les deux poids de Hodge-Tate varient analytiquement dans la famille.

Comme on le remarque en considérant det(p’), p, n’est pas de Hodge-Tate si w(x) ¢ Z.
Mieux, la théorie de Sen (|98],[99]) permet d’interpréter m(x) pour tout point z € Q(F)
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en terme des poids de Hodge-Tate généralisés de p/,. En particulier elle montre que si
m(x) ¢ Z, aucun twist de p, par un caractére continue n’est de Hodge-Tate. Ainsi,
pour la plupart des x € Q(FE), p! ne rentre pas dans la classification de Fontaine, et
ce bien qu’elle apparaisse naturellement dans les déformations de représentations qui en
font partie. D'un point de vue modulaire, ces représentations sont aux représentations
semi-stables ce que les formes modulaires p-adiques surconvergentes sont aux formes
modulaires usuelles.

4.1.4. Variation du Frobenius cristallin. Commencons par une remarque. Si k' > 2k,
la derniére assertion de 1.1 ainsi que la propriété (3) de 2.2.1 montrent que Py, €st
cristalline, fis étant alors ancienne en p. Les z € Q(FE) tels que p’, est cristalline sont
donc Zariski-denses de Q(FE), on pose

Z = {ZL’k/, k' > 2]{3}

Contrairement aux cas [ # p, il n’y a pas de polynéme P € A(Q)[T] dont I'évaluation
aux z € Z coincide avec le polynome caractéristique du Frobenius cristallin de p’. On
le voit par exemple & cause de la présence du p*~! qui ne varie pas continuement p-
adiquement avec k. Il faut bien str noter que le Frobenius cristallin n’est pas représenté
par un élément de D,. Un point crucial est que par contre

Fi :=a, € A(Q)

est une fonction analytique sur €2 qui en tout point x; est une racine du Frobenius
cristallin de p;k,. En particulier, on dispose d’un choix analytique d’une telle racine.

Bien que "I’autre racine", donnée par p™*)=1/ a,, ne varie pas analytiquement, c’est tout

de méme le cas sa renormalisation par p™*)~1. On pose :
Fy:=1/a, € A(Q)
Si z € Z, le triplet

(0, Fi(2),p"P 7 Fa(2))

est une représentation cristalline raffinée (cf. [73], .7.5,111.6.1). Cela signifie que p’, est
une représentation cristalline pour laquelle on a ordonné les valeurs propres de son Fro-
benius cristallin F(z) et p™*) =1 Fy(z). Ce raffinement varie analytiquement avec p’ dans
le sens que F et Fy sont dans A(€2) : les valeurs propres de Frobenius "normalisées par
les poids de Hodge-Tate dans l'ordre croissant" varient analytiquement. On pourra noter
que toujours en ce sens, les représentations cristallines raffinées

(6 P R (2), Fi(2)) ez
ne varient pas analytiquement sur ).

Remarques :

— Une représentation cristalline

r: Gal(Q,/Q,) — GL2(Q,)
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Newton

k-1
Hodge
0 1 2
Fi1G. 4. Polygones de Hodge et Newton de DC”'S(pfkfm ) pour k' > 2k

admet toujours au plus 2 raffinements possibles, et exactement 2 si les valeurs
propres de son Frobenius cristallin sont distinctes 2°. Si elle est ordinaire de poids
(0,k — 1) (k > 2), son Frobenius cristallin a une valeur propre unité p-adique z,
et une autre y de valuation £ — 1 > 0. r admet donc toujours exactement deux
raffinements : le raffinement ordinaire (r,z,y) et le raffinement critique (r,y, z).

En termes modulaires, ces deux choix correspondent au fait bien connu qu’a une
forme propre de niveau 1 on peut attacher une ou deux formes propres "jumelles"
de niveau ['y(p). C’est ce que nous avons fait avec Ej pour obtenir E{ et E9".

Ce phénomeéne est expliqué en détails dans un cadre relativement général en 1.4.8
et IIL.5.

De ce point de vue, les familles p-adiques de Coleman permettent non seulement de
déformer p-adiquement une représentation galoisienne de type py, mais de déformer
ps munie d’'un raffinement. En général, deux déformations d’une méme représenta-
tion selon deux raffinements distincts sont trés différentes (voir ci-dessous).

Bien avant les travaux de Coleman, Hida avait construit des familles p-adiques
de formes modulaires sous I’hypothése d’ordinarité en p, et ce dans un double
sens : la forme de départ devait étre ordinaire en p (i.e. v(a,) = 0), mais aussi
toutes les formes de la famille. Autrement dit, il construisait des déformations de
représentations ordinaires munies de leur raffinement ordinaire. C’est par exemple
le cas de la famille passant par E{™® mais pas celui de celle passant par Ef. Dans
les deux cas, on déforme la méme représentation ordinaire

QP @ Qp(l - k)a

mais les deux déformations construites sont effectuées selon des raffinements dif-
férents. Il est clair au moins sur cet exemple que ces deux déformations de Q, ©
Q,(1 — k) sont vraiment trés différentes : la premiere est réductible, la seconde est

261] semble conjecturé si r provient de la géométrie, ces valeurs propres sont toujours distinctes.
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irréductible (et ce méme restreint & un groupe de décomposition en p, comme le
montre la figure 1, voir aussi I111.9.1)

4.2. Enoncé et application. Le résultat suivant, di a Kisin, est un théoréme
relatif aux variations de représentations cristallines raffinées de Gal(@p /Q,). On pourra
en trouver une version en ces termes et en dimension n en II1.6.1.

Avec les notations de 4.1.4, pour chaque z € Z, D..s(p,) est un E-espace vecto-
riel de dimension 2 muni de son Frobenius cristallin ¢, dont les valeurs propres sont
(ap(2), p™*) 1 /a,(2)). En particulier D .s(p.)?=%*) # 0. 11 se trouve que cela s’'étend a
tout x € Q(F) :

PROPOSITION 4.1. (|64] prop. 6.3) Pour tout x € Q(E),
DcriS(p;)cp:ap(z) #0

Ainsi, tous les p/ admettent au moins une période cristalline. Ceci nous fournit entre
autre une interprétation galoisienne du coefficient a, méme dans le cas oil p/, n’est pas
attachée a une forme modulaire classique, mais seulement & une forme surconvergente.
Cela a de nombreuses applications, pour lesquelles nous renvoyons a l'introduction de
[64].

Paradoxalement peut-étre, nous allons nous servir de 4.1 au point x;, en lequel

ay(zy) = p"!, pour reprouver comme promis la cristallinité de I'extension construite
en 3.2.2. On déduit donc de 4.1 que :

k-1
Deris(py,, )= # 0

Mais pf,, est une extension de F(1—k) par la représentation triviale sur £. En particulier,
il est "trivial" 2" que
E =~ Dcris(E) C Dcris(p;k)

Le Frobenius cristallin agissant par 1 sur D..;s(F), on a
/ =1
DcriS(pzk)cp #0

Puisque 1 # p"~', on a redémontré que la dimension sur F de De.is(p}, ) est au moins
2, c’est donc exactement 2, i.e. p}, est cristalline, ce qu'il fallait démontrer. Notons que
nous avons uniquement utilisé k£ > 1 dans cette partie.

k—1

Remarques :

— Tout analogue plausible de la proposition 4.1 faisant intervenir Fy(x) semble faux
en général, par exemple il est faux que Deis(pl, (7(z) —1))9=% @) £ 0. Si 7(z) € Z,
cela montrerait que p, est cristalline dés que 7(z) est un entier distinct de 2k — 1,
car D.;s(pl,) serait de dimension 2. Ceci est impossible si m(x) est entier négatif,
car le polygone de Newton serait en dessous du polygone de Hodge.

270n rappelle que D,,.;5(—) est un foncteur exact a gauche, car Dyis(V) := (V ®qQ, Bcris)Gal(@p/Qp).
Gal @p Qp
RBEa@/Qp) _ Q,.

cris

De plus,
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— On peut se demander ce que 1'on obtiendrait en considérant une famille p-adique
de Coleman passant par une forme modulaire propre f de poids k et niveau ['y(p)
nouvelle en p. Il est connu d’Atkin-Lehner que dans ce cas nous n’avons pas le choix
pour a,?® : il satisfait

=
c’est donc la valeur propre du Frobenius cristallin de py de plus petite valuation,
l'autre étant pa,. Le renseignement donné par 4.1 n’est alors pas contradictoire
avec le fait que py est semi-stable non cristalline. Il I'aurait été si 'on avait pu
choisir la valeur propre pa, comme premiére valeur propre du raffinement. Cela

reprouve en particulier la relation a = p*~2,

— Enfin, notons que dans le cas d’une famille ordinaire de Hida, on pourrait retrouver
simplement 4.1. En effet, utilisant la réductibilité d’une infinité de p!, on voit
aisément (quitte & faire une extension finie de Q) que p’ a un sous-A(2)-module
de rang 1 facteur direct de A(£2)?, qui est stable par D,. Il suit d’un argument de
densité que D, y agit de maniére non ramifiée, et qu'un relévement de Frobenius
géomeétrique agit par multiplication par a,, ce qui conclut.

5. Digression sur le cas k = 2

Dans la preuve du théoréme principal du chapitre 3, nous sommes confrontés a un
phénoméne nouveau par rapport a la méthode de cette annexe. En effet, 'argument
de choix de réseaux "a la Ribet", qui est fait dans GL(3) cette fois-ci, ne nous fournit
pas a tous les coups l'extension que 'on cherche . Précisément, et c’est inévitable, il
nous fournit soit '’extension que 'on cherche, soit une extension non triviale de Q, par
Qp(1) (cf. I11.9.3 iii. ainsi que la remarque II1.9.1). Dans les deux cas nous controlons
suffisamment bien la ramification hors de [, et nous pouvons (et devons!) appliquer
les techniques du paragraphe précédent pour montrer que dans tous les cas I'extension
construite est dans le H} correspondant. Mais on a la :

PROPOSITION 5.1. Soit F' un corps de nombres, alors
ords—oCr(s) = h}(F, Q1)) =r1+ry—1

En particulier, hy(F,Q,(1)) = 0 si et seulement si F' = Q ou F est quadratique
1MagInaire.

Preuve : On montre que les deux premiers termes valent le troisiéme. L’équation
fonctionnelle de la fonction zéta de Dedekind de F' (cf. [70] Chap. 8 §2, 13 §3) permet
de voir que le terme de gauche vaut r; + 7o — 1 (les r; viennent de facteurs I', le —1 est
da au pole simple en 1). Le terme au centre se calcule par la théorie de Kummer (cf. par
exemple [88]), elle montre que H(F,Z,(1)) ~ Of @z Z,. Ainsi, hi(F,Q,(1)) est le rang
du groupe des unités de F'. Le théoréeme des unités de Dirichlet conclut. [

ZCela vient de ce dans la représentation de Steinberg de GLy(Q,) (et ses twists non ramifiés) les
invariants sous un sous-groupe d’Iwahori sont de dimension 1 sur C.
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On conclut le raisonnement plus haut en remarquant que dans notre cas ¢(0) # 0%,
i.e. il n’existe pas d’extension non triviale de Q, par Q,(1) qui soit dans le H}, ce qui
signifie que 'on a construit ’autre extension. Nous allons terminer cette annexe sur deux
phénomeénes liés aux extensions de Q, par Q,(1) dans la lignée des préoccupations de
cette annexe. Je tiens a remercier E.Urban pour certaines remarques éclairantes liées a
ce qui suit.

5.1. ¢(0) # 0 implique que FE, n’est pas surconvergente. Nous nous proposons
dans ce paragraphe de montrer comment les techniques cette annexe permettent de
montrer que Fy n’est pas surconvergente. Par cela on entend qu’il n’existe pas de forme
modulaire p-adique surconvergente de niveau 1 de ¢-développement

Ex(q) :=1— 24201(n)q”, o1(n) := Zd
dln

n>1

Ce résultat est a été prouvé dans [32], et peut étre déduit simplement des techniques de
cette annexe; cette idée est déja présente dans [102] remarque 4.5.

I1 est bien connu (|96] §2.1 Exemples) qu'il existe une forme modulaire p-adique de
poids 2 et de niveau 1 de g-développement Fy(q)*°. Le probléme est donc de montrer
que cette forme est non surconvergente. Supposons donc, par ’absurde, qu’elle le soit,
on la note Ey. Elle est propre pour tous les T} de valeur propre 1+ [. Par la théorie du
sous-groupe canonique, on peut aussi la voir comme une forme surconvergente de poids

2 et de niveau [y(p). Or il est connu *' que

(L=p"") =243 _of(n)g"), oi(n):= Y d

n>1 dln,(d;p)=1

est le g-développement d’une forme modulaire classique de poids 2 de niveau I'y(p), on
la note E9"¢. En particulier,

E2cm't — pl—kEé)rd + (1 o pl—k)E2

est une forme modulaire surconvergente de poids 2 et niveau I'g(p) ayant le g-développe-
ment de E5™(q) analogue a celui de E¢™ défini en 1.1, pour k = 2. Jusqu'ici nous avons
en fait simplement montré que la surconvergence de Fs(q) équivaut a celle de ES™(q),
et nous supposons donc que ES™(q) est surconvergente.

Dans ce cas, la théorie de Coleman permet de construire une famille p-adique passant
par ES™ tout comme en 2.2.1, avec pour raffinement (2,1) en 5. L’argument de réseau
effectué en 3.2.2 s’applique encore, permettant de construire une extension continue
comme G,-représentations de E(—1) par E, qui est donc semi-stable par [78]. C’est
encore insuffisant pour conclure, car il existe de telles représentations. On montre enfin

29Dans le chapitre 3, nous travaillons précisément sur un corps quadratique imaginaire, plutot que
sur Q.

307] faut rappeler a ce stade que la série définissant Ey(z) en 1.1 ne converge pas absolument pour
k = 2. Mieux, on vérifie aisément qu’il n’existe pas de forme modulaire de poids 2 en niveau 1.

31Crest par exemple une conséquence du théoréme de Hida : "Une forme modulaire p-adique ordinaire
de poids k > 2 est classique en niveau I'g(p)"
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que cette représentation est cristalline comme en 4.2 : on a donc construit un élément
non trivial de H(Q, Q,(1)). C’est la contradiction cherchée!

5.2. Construction d’une extension de Q, par Q,(1) au point non tempéré
des courbes de Hecke quaternioniques. (cf. I11.6.2)

5.2.1. Soit d un nombre premier fixé, (p,d) = 1. Nous allons montrer comment
construire, toujours par déformation p-adique de formes modulaires, une extension non
triviale de Q, par Q,(1) qui soit cristalline en p, non ramifiée hors de pd et semi-stable
en d. Cette extension n’est pas stricto-sensu dans H(Q, Q,(1)) a cause de la condition
affaiblie en d. Elle est prédite par 'annulation en 0 de la fonction ( de Riemann privée
de son facteur Eulérien en d.

Notons qu'il est trivial de construire abstraitement I’extension cherchée en considérant
les systémes compatibles de p"—division de [ dans Q. Nous voyons cependant deux
intéréts a ce paragraphe :

1) Il montre que ces extensions se construisent aussi par la méthode de cet appendice,

2) On peut utiliser des familles p-adiques pour des formes automorphes sur une
algébre de quaternion définie pour le démontrer, rapprochant ainsi la méthode de cette
annexe avec celle du chapitre 3.

5.2.2. Considérons l'algébre de quaternions D sur Q de discriminant d, D(R) est
I'algebre des quaternions réels (cf. 11.3.2.2). Fixons un ordre maximal Dz de D ainsi
qu’un isomorphisme D ®z Z, ~ Ms(Z,), on pose alors

Uo(p) := (Dz ® Z)* N Ty (p)

Les représentations automorphes de D sont toutes discrétes, les seules qui sont non
tempérées étant abéliennes de dimension 1. En niveau Uy(p), il n’y en n’a qu’'une qui est
la représentation triviale, obtenue sur ’espaces des fonctions constantes

D*(@\D*(A)/Uo(p) — C

A désigne ici les adéles de Q. Notons ES™* " ]a fonction constante égale a 1 sur D*(A).
L’algebre de Hecke globale, engendrée par U,, les T avec | # p,d, et Uy (cf. I1.5.1), y
admet pour valeurs propres respectives : p, 1 + [ et 1. La représentation galoisienne
. PR s s N crit,d—ord ,
p-adique semi-simple attachée a la Langlands a E; ™ est donc comme prévu

Q, © Qp(=1)

5.2.3. 1l se trouve que la théorie des familles p-adique pour D* (cf. [21], 11.3.2.2),
qui se fait en niveau Uy(p), ne distingue pas du tout cette forme des autres, qui sont
tempérées et dont les représentations galoisiennes associées sont absolument irréductibles.
On dispose ainsi d’une famille p-adique de pente 1 passant par E5 ™" tout comme
en 2.2.1, les g-développements étant simplement remplacés par des systémes de valeurs
propres. L’analogue du Fait loc.cit. est que les autres formes quaternioniques de la famille
ont des représentations galoisiennes irréductibles, ce qui est immédiat dans notre cas. La
construction de la famille de représentations galoisiennes vaut aussi a ceci prés que 'on
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a de la ramification en d. Le méme argument de réseau qu’en §3.2.2 nous permet encore
de construire une représentation continue :

Gap — GL2(A(Q))

qui se spécialisant en x5 en une extension non triviale de E(—1) par E. On montre
que cette extension est cristalline toujours par 'argument du §4.2. Il reste a regarder
I’action d’'un groupe de décomposition Dy en d. Si I'extension ci-dessus était scindée
restreinte & Dy, son twist par Q,(1) aurait comme sous-quotient un élément non trivial
dans H}(Q, Q,(1)). Elle ne I’est donc pas, ce qui conclut. O

Remarques :

— Nous aurions pu prendre plus généralement d sans facteur carré avec un nombre
impair de diviseurs premiers dans ’argument ci-dessus. De plus, le "cas général" d
sans facteur carré peut se faire aussi en utilisant des séries d’Eisenstein classiques
de poids 2 de niveau pd.

— Soit IT la représentation de dimension 1 de D*(A) sur C.ES™97°" son L-paramétre
restreint au groupe de Weil-Deligne de @Q; a une monodromie non triviale. Il est
amusant de constater que si 'on décide d’attacher a II 'extension non triviale
de Q,(—1) par Q, construite ci-dessus plutét que simplement sa semi-simplifiée
Q,(—1) ®Q,, alors la compatibilité avec la correspondance de Langlands locale est
satisfaite a toutes les places # p, y compris d.

— Les méthodes de cette annexe et celles du chapitre 3 peuvent paraitre différentes
en ce sens qu’ici nous utilisons des séries d’Eisenstein, alors que la nous avions
des représentations automorphes discrétes. Avant d’en discuter, il faut noter que
le point commun important des deux versions est que les formes utilisées sont non
tempérées. Dans la pratique, ce qui compte pour la méthode est I'aptitude qu’a
la forme dont on part (en général non ramifiée en p) a s’inscrire dans une famille
p-adique en niveau I'y(p) et ce avec de divers raffinements afin d’appliquer le §4.2.

Reprenons le cas Eisenstein de ce texte : on part de la série d’Eisenstein E}, de ni-
veau 1. Elle admet deux "dégénérescences" en niveau I'y(p), ES et E2™ mais une
seule des deux admet une déformation p-adique qui "sort" des séries d’Eisenstein :
E¢rt. Cette forme a de plus la particularité d’étre "cuspidale-surconvergente", en
ce sens qu’elle s’annule & la pointe oo, 'unique pointe d’intéret lorsque I'on fait des
familles p-adiques. En bref, d'un point de vue p-adique, E{* a tout d’une forme
cuspidale.

En parallele, remarquons que la forme ES™* "% définie plus haut apparait
effectivement en niveau I'g(p) pour le groupe D*, alors que son analogue naturel
Egrbd=ord papparait pas 32 Dans les deux cas, nous ne disposons donc d’une d’une

seule déformation de Q, ® Q,(—1), avec le méme raffinement "critique" : c’est la

ressemblance que nous voulions mettre en évidence.

3216 d— ord est uniquement parasite en ce qui concerne ces remarques, il pourrait par exemple étre
supprimé s’il on travaillait sur un corps totalement réel de degré pair.
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— De maniére générale, si II, est une représentation irréductible non tempérée de
GL,(Q,) composante locale d’'une représentation automorphe discréte, ses inva-
riants sous un sous-groupe d’Iwahori seront toujours de dimension < n! (voir I111.5).
C’est par exemple évidemment le cas de la représentation triviale de GL3(Q,) dans
Pexemple de ce paragraphe. Cela généralise le fait que ES™974 of BSr4=ord ne

peuvent pas apparaitre simultanément, cela se produit par exemple pour la repré-

sentation m(xo), dans le chapitre 3 (cf. I11.5.2.4).
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