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8 INTRODUCTION

Le thème général de cette thèse est l’étude des déformations p-adiques non ordinaires
des formes automorphes et des représentations galoisiennes qui leur sont associées. Elle
est composée de trois chapitres d’intérêts indépendants, chacun tiré d’un article soumis
à publication, ainsi que d’un annexe à caractère introductif visant à illustrer dans des
cas simples des techniques de ce texte, et en particulier les méthodes du chapitre III. Le
troisième chapitre est le fruit d’un travail en commun avec J.Bellaïche.

Les résultats principaux sont les suivants. Nous développons au premier chapitre1

une théorie des familles p-adiques à la manière des travaux de Coleman et Coleman-
Mazur ([29],[30],[33]) pour les formes automorphes des groupes unitaires G/Q tels que
G(R) est le groupe unitaire compact U(n)(C). Dans le second chapitre, nous montrons
que la correspondance de Jacquet-Langlands entre formes modulaires usuelles et qua-
ternioniques s’étend aux formes modulaires p-adiques surconvergentes de pente finie de
part et d’autre ; cette correspondance étendue passe aux familles p-adiques et provient
d’un isomorphisme analytique entre des courbes de Hecke2 associées. Dans le troisième
chapitre, nous appliquons entre autres les résultats du premier chapitre pour U(3) et à
certaines formes non tempérées construites par Rogawski, afin de construire une exten-
sion prévue par les conjectures de Bloch-Kato lorsque la fonction L d’un caractère de
Hecke "anti-autodual" d’un corps quadratique imaginaire s’annule au centre à l’ordre
impair.

Nous allons introduire et décrire plus en détail, ci-dessous, le contenu de chacun des
chapitres. Pour des compléments, notamment sur les démonstrations des résultats énon-
cés, le lecteur pourra se reporter à l’introduction du chapitre en question. Les références
précédées d’un A. renvoient à l’annexe.

Familles p-adiques de formes automorphes

Des congruences de Ramanujan aux familles de Coleman. Soient p un nombre
premier, Mk(Γ1(N)) l’espace des formes modulaires à coefficients dans Qp, (N, p) = 1,
et considérons

f :=
∑

n≥0

anq
n ∈Mk(Γ1(N))

une forme propre normalisée (i.e.. a1 = 1). Historiquement, déformer p-adiquement f
consiste à trouver une autre forme propre normalisée g =

∑
n≥0 bnq

n ∈ Mk′(Γ1(N
′)),

avec prescription éventuelle de k′ et/ou N ′, telles que

∑

n≥0

anq
n ≡

∑

n≥0

bnq
n mod pZp[[q]]

1Ce chapitre a été soumis pour publication au journal de Crelle, et sa forme actuelle a bénéficié des
remarques du référé.

2La traduction française littérale de "eigencurve" (resp. "eigenvariety") prêtant à confusion, nous
avons adopté le terme "courbe de Hecke" (resp. "variété de Hecke")
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On peut aussi réclamer de telles congruences modpmZp[[q]], on écrira f ≡ g mod pm.
Un exemple célèbre connu de Ramanujan est la congruence modulo p = 691 suivante, en
poids 12 et niveau 1 (voir A.3.1.2 à ce sujet) :

q
∏

n≥1

(1 − qn)24 ≡
∑

n≥1

(
∑

d|n

d11)qn mod 691 Z[[q]]

Les congruences étudiées au chapitre I de cette thèse sont de nature "moins excep-
tionnelles" : on cherche g de même niveau que f , mais en poids k′ congru à k modulo
pm(p− 1). On suppose f parabolique dans ce qui suit. Un résultat important, dû à Hida
([57]) dans le cas "ordinaire" où ap est une unité p-adique, et à Coleman ([30]) dans le
cas général, est que pour tout entier m, et tout k′ ≡ k mod (p − 1)pm assez grand, on
peut toujours trouver une telle forme gk′ parabolique satisfaisant gk′ ≡ f mod pm.

Mieux, il émerge de leurs travaux (voir aussi [96] et A.2.1) que pour toute forme
propre normalisée f ∈Mk(Γ1(Np)), on peut construire une "famille analytique p-adique"
de formes gk′ ∈ Mk′(Γ1(Np)) variant analytiquement avec k′. Cela signifie qu’il existe
une boule B(k, r) ⊂ Cp de centre k et d’un certain rayon r, un affinoide réduit Ω muni
d’un revêtement fini κ : Ω → B(k, r), x ∈ Ω(Qp) tel que κ(x) = k, et des fonctions
(an)n≥1 ∈ A(Ω) bornées par 1, tels que :

q +
∑

n≥2

an(x)qn = f,

et si y ∈ Ω(Qp) est tel que κ(y) est un entier assez grand,

q +
∑

n≥2

an(y)qn ∈Mκ(y)(Γ1(Np))

est le q-développement d’une forme propre. Cela entraîne les résultats précédents pour
tout m.

Avant de continuer, il faut noter que l’intérêt de ces congruences ne tient pas qu’à
leur forme séduisante. Leurs interprétations en termes galoisiens contiennent de profonds
renseignements sur les corps de nombres ; le théorème principal du chapitre III ainsi que
l’annexe (particulièrement A.3.1.2) illustrent en partie cette idée. Soit

ρf : Gal(Q/Q)Np → GL2(Qp)

la représentation galoisienne classiquement attachée à f 3 on peut attacher aux familles
de Coleman ci-dessus une représentation continue :

Gal(Q/Q)Np → GL2(A(Ω))

dont l’évaluation sur un ensemble dense de points de Ω soit de la forme ρg, et qui vaille
ρf en x. Elles produisent en particulier des déformations p-adiques non triviales de ρf ,
et ce avec des propriétés importantes en p (voir A.4). Dans [33], Coleman-Mazur ont
montré qu’il existe une courbe analytique rigide p-adique, la courbe de Hecke de GL2

3Elle est semi-simple, continue, non ramifiée hors de Np, et déterminée par les relations
tr(ρf (Frobl))) = al, Frobl étant un élément de Frobenius géométrique en l - Np.
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de niveau modéré N , dont tous les Ω construits ci-dessus sont des ouverts affinoides.
Cette courbe porte une (pseudo-)représentation de Gal(Q/Q)Np dont les évaluations
contiennent tous les ρf ; faisant varierN , ces courbes sont conjecturalement "universelles"
pour les représentations galoisiennes géométriques sur Q, de rang 2 et de pente finie
([73]).

Notre apport. Venons en à notre contribution. Dans le chapitre I, nous dévelop-
pons une théorie des familles p-adiques généralisant celle de Coleman pour les formes
automorphes des groupes algébriques G/Q tels que G(R) soit le groupe unitaire compact
Un(C), et pour un premier p tel que G(Qp) ' GLn(Qp). L’approche utilisée est inspirée
des travaux de Buzzard traitant le cas d’une algèbre de quaternions définie sur Q. Le fait
que les "variétés de Shimura" associées à nos groupes G soient de dimension 0 a plusieurs
conséquences simplificatrices significatives (notamment que toutes leurs représentations
automorphes sont cohomologiques, et ce en degré 0) qui jouent un rôle important dans
nos démonstrations. Néanmoins, l’étude de ces cas semblait préliminaire au cas général et
a fourni à notre connaissance les premiers exemples de familles p-adiques non ordinaires
pour des groupes de rang > 1 4. De plus, notamment grâce aux travaux de Blasius-
Rogawski pour n = 3, et à ceux de Clozel, Harris-Taylor et Kottwitz pour n général,
les cas étudiés sont suffisants pour avoir des applications arithmétiques non triviales.
Nous allons énoncer ci-dessous les résultats les plus signifiants du chapitre I, on pourra
se référer à son introduction pour des énoncés plus complets.

Soit G/Q un groupe unitaire comme plus haut, attaché à un corps quadratique ima-
ginaire noté E, on fixe un isomorphisme G(Qp) ' GLn(Qp) au moyen d’une place v de
E divisant p. Soit U0(p) un compact ouvert de G(Af) dont la composante en p est un
sous-groupe d’Iwahori Γ0(p) de GLn(Qp) Les poids des formes automorphes pour G sont
dans ce contexte des n-uples décroissants d’entiers

k = (k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn),

dont on notera Zn,+ l’ensemble 5.
L’espace des formes automorphes (pour G) de poids k et niveau U0(p) à coefficients

dans Qp est un Qp-espace vectoriel de dimension finie noté

Sk(U0(p))

Nous noterons H la Z-algèbre de Hecke globale engendrée par les algèbres de Hecke
locales en les places non ramifiées pour G et hyperspéciales pour U0(p), ainsi que par

4Il faut mentionner cependant l’important travail de Hida ([54]) sur les familles ordinaires pour
une large classe de groupes, les travaux récents de M.Emerton abordant le cas général par la théorie
des représentations p-adiques de groupes de Lie p-adiques (et retrouvant en particulier de manière
indépendante une partie de nos résultats de ce chapitre) ainsi que les travaux en préparation de Urban
dans le cas "semi-ordinaire" pour GSp4.

5Précisément, on identifie Zn,+ aux poids dominants pour GLn comme en III.2.3. S’il on fixe un
isomorphisme C ' Qp, une forme de poids k comme plus haut engendre une somme de copies de V ∗

k

sous G(R), avec les notations loc.cit. .
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l’algèbre d’Atkin-Lehner en p, i.e. par les fonctions caractéristiques des doubles classes :

Γ0(p)uΓ0(p), où u = diag(pa1 , ...., pan), avec a1 ≤ ... ≤ an ∈ Z

On note Up l’opérateur de Hecke du type ci-dessus avec u = (1, p, ..., pn−1). L’anneau H
agit sur les Sk(U0(p)) et Up de manière inversible. Une forme f ∈ Sk(U0(p)) sera dite
propre si elle est non nulle et vecteur propre de tous les éléments de H. Si α ∈ Q, on
note

Sk(U0(p))
α

le plus grand sous-espace vectoriel de Sk(U0(p)) sur lequel Up n’a que des valeurs propres
de valuation α. Un élément de Sk(U0(p))

α est dit de pente α. Un système de valeurs
propres de H sur Sk(U0(p))

α est la donnée d’un homomorphisme d’anneaux χ : H → Qp

tel qu’il existe une forme propre f ∈ Sk(U0(p))
α satisfaisant T (f) = χ(T )f pour tout T

dans H.

Théorème 1 : Soit f ∈ Sk(U0(p)) une forme propre de pente α, alors il existe :

– une boule B(k, r) ⊂ Cn
p de centre k de rayon r explicite,

– un affinoide réduit Ω défini sur un corps local, muni d’un morphisme fini

κ : Ω −→ B(k, r),

– un xf ∈ Ω(Qp) tel que κ(xf ) = k,

– ainsi qu’un morphisme d’anneaux a : H → A(Ω), T 7→ aT ,

ayant les propriétés suivantes :

a) {aT (xf )}T∈H est le système de valeurs propres de f .

b) Si k′ = (k′1 ≥ ... ≥ k′n) ∈ Zn est tel que k′i > k′i+1 + α − 1 pour chaque i ∈
{1, ..., n− 1}, l’application

κ−1({k})(Qp) −→ HomZ−alg(H,Qp)

y 7→ (T 7→ aT (x))

induit une bijection entre κ−1({k})(Qp) et l’ensemble des systèmes de valeurs propres de
H sur Sk(U0(p))

α.

c) Ω est d’équidimension n, et κ est dominant restreint à chacune de ses composantes
irréductibles.

d) L’image de H dans A(Ω) est d’adhérence compacte, composée d’éléments bornés
par 1 sur Ω. a(Up) est de valuation constante égale à α.

e) L’application Zn,+ −→ N,

k′ 7→ dimQp
Sk′(U0(p))

α

est constante sur un voisinage (pour la topologie p-adique) explicite de chaque k ′ satis-
faisant l’hypothèse du b) ci-dessus.
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Remarques : Ce résultat sous cette forme est la combinaison du §I.6.2.3, du théorème
I.6.1, et du corollaire I.5.2 pour le e), ainsi que pour l’explicitation de r. Nous l’énonçons
ci-dessus sans hypothèse de netteté sur le niveau (cf. I.4.1) car des résultats en préparation
de Buzzard le permettent (cf. [22] §2, notamment sa condition (Pr), voir aussi III.8.2
pour un argument ad hoc). Nos techniques permettent aussi de démontrer un théorème
analogue pour des espaces de formes automorphes avec un type fixé hors de p (voir III.8.2
pour un exemple dans le cas n = 3).

Tout comme dans la théorie de Coleman, nous savons interpréter tous les points de
Ω(Qp) en terme de formes automorphes p-adiques. Nous renvoyons à l’introduction du
chapitre I pour des détails à ce sujet et des éléments de la preuve. Mentionnons simple-
ment ici qu’un rôle important est joué par la construction d’une famille orthonormalisable
des représentations de la série principale p-adique du groupe Γ0(p), ainsi que l’étude de
ses propriétés élémentaires.

Notre second résultat concerne la généralisation à ce contexte des constructions ri-
gides analytiques globales de [33]. Afin de ne pas multiplier les énoncés, nous nous
contentons d’en donner ici une version "galoisienne", sous certaines hypothèses sur le
groupe G imposées par les connaissances actuelles en théorie des formes automorphes.
On suppose que :

– soit n ≤ 3,

– soit G est le groupe unitaire attaché à la donnée d’une algèbre à division D/E
munie d’une involution de seconde espèce, ayant les propriétés suivantes :

i) D⊗E Ev est non déployée uniquement en des places v de E décomposées sur
Q, et en au moins une telle place,

ii) Pour toute place finie v de E, D ⊗E Ev est soit déployée, soit une algèbre à
division.

Les travaux de Blasius-Rogawski ([71], voir aussi III.3) dans le premier cas, et ceux de
Clozel, Harris-Taylor et Kottwitz ([27],[51]) dans le second cas, permettent d’attacher à
une forme propre f ∈ Sk(U0(p)) une représentation galoisienne continue

ρf : Gal(E/E)Np −→ GLn(Qp)

compatible à la correspondance de Langlands locale non ramifiée 6, et telle que (ρc
f )
∗ '

ρf (n− 1) (cf. I.7.3). On dira que f est ancienne en p si elle engendre une représentation
automorphe ayant un constituant irréductible non ramifié en p. Dans ce cas, si Dv =
Gal(Qp/Qp) est un groupe de décomposition en v, il est connu que (ρf)|Dv

est cristalline
de poids de Hodge-Tate kn < kn−1 + 1 < ... < k1 + n− 1.

Supposons p > 2 pour simplifier et considérons l’espace analytique des poids W dont
les Cp-points sont l’ensemble

W(Cp) := Homgr−1−an((Z∗p)
n,C∗p)

6C’est même vrai à toutes les places ne divisant pas p dans le cas ii.) d’après [51], voir aussi III.3.3
pour n = 3. N désigne ci-dessus le produit des nombres premiers en lesquels soit G est ramifié, soit
U0(p) n’est pas maximal hyperspécial.
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des morphismes de groupes de restrictions analytiques à (1+pZp)
n. À un point k ∈ Zn,+

vu comme plus haut poids d’une représentation algébrique de GLn(Qp) (III.2.3) on peut
associer un caractère algébrique du tore diagonal de GLn et en particulier un élément de
W(Cp). Enfin, on notera Fi l’opérateur de Hecke-Iwahori "associé" à

diag(1, ..., 1, p, 1, ..., 1),

le p étant à la n− i+ 1ieme place (cf. I.6.1 définition).

Théorème 2 : Il existe un espace analytique rigide réduit D/Cp, muni d’un mor-
phisme analytique

κ : D −→ W,

d’un pseudo-caractère continu de dimension n

t : Gal(E/E)Np −→ A(D)0,

et de fonctions analytiques globales inversibles F1, ...,Fn ∈ A(D), ayant les propriétés
suivantes :

i) Pour toute forme propre f ∈ Sk(U0(p)), il existe un unique xf ∈ D(Cp) tel que
l’évaluation en x de t soit la trace de ρf , et tel que les Fi(x) soient les valeurs propres
de f sous les Fi.

Un point de Ω(Cp) de la forme xf est dit classique, et ancien en p s’il on peut de plus
choisir f de la sorte.

ii) Les points classiques anciens en p sont Zariski-denses dans D.

iii) Si x = xf est ancien en p avec f ∈ Sk(U0(p)), alors κ(xf ) = k et ρf est cristalline
de poids de Hodge-Tate

kn < kn−1 + 1 < · · · < k1 + n− 1,

les valeurs propres de son Frobenius cristallin étant les pkn−i+1Fi(x).

iv) La restriction de κ à chaque composante irréductible T de D se factorise par un
morphisme fini et surjectif vers une hypersurface de Fredholm dans A1 ×W. De plus, T
est de dimension n et κ(T ) est un ouvert Zariski non vide de W.

v) Tout point classique admet un voisinage affinoide Ω dans D sur lequel κ a les
propriétés du théorème 1.

Remarques : Ce théorème est la combinaison du théorème I.6.2, du corollaire I.7.3
pour l’existence de t, de la proposition I.6.7 et de son corollaire I.6.2 pour le iv), de la
proposition I.6.9 pour le ii), et du §I.7.5 pour le iii). La formulation du v) est volontai-
rement imprécise, on se référera au §I.6.3 pour plus de détails. Il ne nous a pas semblé
nécessaire de formuler ici le théorème 2 en terme de représentations galoisiennes plu-
tôt que de pseudo-représentations, car il semble que dans les applications la donnée du
pseudo-caractère est plus fondamentale en général (cf. III.7,A.2.2.2 et voir le corollaire
I.7.5).

Par ailleurs, notons que l’irréductibilité de ρf lorsqu’on l’attend n’est connue que pour
n ≤ 3, et peut être déduite en générale par les résultats de [51] au prix d’une hypothèse
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locale. La propriété iii) permet dans certains cas non triviaux de montrer l’irréductibilité
générique de (ρf )|Dv

sur toute une composante irréductible de D (voir III.9.1).
Enfin, il y a toujours au plus n! points classiques x ∈ D(Cp) attachés à une même

représentation ρf , ces points étant différents quand les n-uples (F1(x), ...,Fn(x)) le sont.
Ceci généralise la notion de formes modulaires "jumelles", on l’étudie en détail en I.4.8
et III.5. Cette remarque permet de construire plusieurs déformations d’une même repré-
sentation galoisienne ρf (en général n! quand f est tempérée et ancienne en p, moins
sinon), en "fixant" certaines de ses pentes.

Fonctorialité de Langlands en familles p-adiques

Les formes modulaires p-adiques, initialement introduites par Serre ([96]), sont le
cadre naturel de l’étude des congruences mod pm entre formes modulaires.

Fixons (N, p) = 1, les points de X1(N)(Cp) paramétrant des courbes elliptiques
à bonne réduction supersingulière forment une réunion finie de disques analytiques p-
adiques ouverts, dont le complémentaire est un affinoide connexe que nous noterons Z.
Une forme modulaire p-adique de poids k ∈ Z est une section du faisceau usuel ωk sur Z.
Elle a un q-développement qui la détermine et leur ensemble a une structure d’espace de
Banach p-adique de dimension infinie, contenant comme sous-espace les formes partout
convergentes i.e. Mk(Γ1(N)). Leur importance vient de ce que le q-développement mod
pm d’une telle forme est toujours celui d’une forme modulaire "classique" 7.

Un raffinement important de cette notion, dû à Katz ([61]), est de requérir qu’une
telle forme converge de surcroît sur un ouvert affinoide "strictement" plus grand que Z ;
on dit alors qu’elle est surconvergente. Ces formes ont joué depuis un rôle crucial dans
les questions de congruences, en particulier dans les travaux de Coleman sur les familles
([29],[30],[33]).

Dans nos travaux discutés précédemment sur les familles p-adiques, ainsi que dans
ceux de Buzzard dans le cas quaternionique ([21]), nous sommes conduits à définir des
"formes automorphes p-adiques" ayant des propriétés similaires à celles des formes mo-
dulaires surconvergentes. Cependant, leur définition est sensiblement différente ; en par-
ticulier, elles ne sont "surconvergentes" en aucun sens évident8 et sont de nature plus
"topologique" que "cohérente". Elles proviennent de l’existence de systèmes locaux Ba-
nach p-adiques sur les variétés de Shimura finies mises en jeu, qui sont des représentations
de la série principale p-adique (localement) analytique de l’Iwahori de GLn(Qp).

Dans le second chapitre de cette thèse, nous nous sommes proposés de comparer ces
deux constructions, dans le contexte de la correspondance de Jacquet-Langlands entre
GL2 et algèbres de quaternions définies.

Soit D/Q l’algèbre de quaternions définie de discriminant d (sans facteur carré),
(Np, d) = (N, p) = 1 et p > 3. On note H la Z-algèbre de polynômes engendrée par les
variables Sl et Tl si l est premier ne divisant pas Npd, Ul si l|pd. On fixe un caractère

7et ce de même niveau, et de poids ≡ k mod (p− 1)pm−1

8On rappelle par exemple que les variétés de Shimura en question sont de dimension 0 !
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"modéré"
ε : (Z/NZ)∗ → C∗p

et l’on note W le groupe analytique p-adique des poids-caractères sauvages (cf. III.8.4.2,
[33] §1.4),

W(Cp) := Homgr−cont(Z
∗
p,C

∗
p)

Soit Dd,ε (resp. Dquat,ε) la courbe de Hecke dont les Cp-points paramètrent les formes
modulaires paraboliques surconvergentes (resp. p-adiques quaternioniques), propres sous
H, de pente finie, de niveau modéré Nd et caractère modéré ε, nouvelles en d (resp. de
niveau maximal en d). On rappelle que dans les deux cas, il s’agit d’une courbe analytique
p-adique réduite, munie d’un morphisme rigide analytique

κ : D∗ −→ W,

ainsi que d’un morphisme d’anneaux

H → A(D∗)
permettant de voir les opérateurs de Hecke comme des fonctions analytiques sur D∗. Le
sens précis de la paramétrisation évoquée plus haut est que si w ∈ W(Cp), l’application

κ−1({w})(Cp) −→ HomZ−alg(H,Cp)

définie par x 7→ (h 7→ h(x)), induit une bijection sur le sous-ensemble des caractères de
H agissant sur l’espace des formes p-adiques en question, de pente finie et poids-caractère
w (cf. II.4.1). Parmi ces points, ceux dont le caractère de H associé est celui d’une forme
modulaire usuelle sont appelés point classiques, on sait qu’ils sont Zariski-denses dans
D∗.

Une version de la correspondance de Jacquet-Langlands classique, vue sous cet angle,
est l’existence d’une bijection H-équivariante entre les points classiques de ces deux
courbes. Le résultat principal du chapitre II est alors le suivant (cf. II.6.2), répondant à
une question posée par Buzzard :

Théorème 3 : Il existe un unique isomorphisme rigide analytique

JLp : Dquat,ε → Dd,ε

au dessus de W, coïncidant avec la correspondance de Jacquet-Langlands sur les points
classiques. Il satisfait ∀h ∈ H, ∀x ∈ Dquat,ε(Cp),

h(JLp(x)) = h(x)

Remarques : L’idée de la preuve est de comparer l’action des opérateurs de Hecke
sur les espaces de Banach p-adiques mis en jeu, en identifiant les traces (et déterminants
de Fredholm) de certains opérateurs de Hecke y agissant par endomorphismes compacts.
On utilise en particulier les théorèmes fondamentaux de la théorie des familles p-adiques
pour D∗ et GL2 ainsi que la correspondance de Jacquet-Langlands usuelle.

On renvoie à l’introduction du chapitre II pour plus de détails, ainsi qu’au sujet
de généralisations éventuelles liées aux variétés de Hecke construites au chapitre I. On
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renvoie de plus en II.7.2 loc.cit. pour la discussion de certaines questions non résolues
liées au théorème 3.

Applications aux conjectures de Bloch-Kato

Soient F un corps de nombres, p un nombre premier, L/Qp un corps local, et

ρ : Gal(F/F ) → GLn(L)

une représentation irréductible continue, presque partout non ramifiée et potentiellement
semi-stable aux places de F divisant p. Des exemples de telles représentations sont fournis
par les facteurs irréductibles des

H i
et(XF ,Qp),

où X/F est une variété projective lisse. Selon une conjecture de Fontaine-Mazur, on
s’attend à ce qu’ils s’obtiennent tous ainsi. On suppose dans ce qui suit que ρ n’est pas
le caractère cyclotomique.

Soit L(ρ, s) la fonction L de ρ (dont la définition n’a qu’un sens conjectural en
général, ainsi que la convergence pour Re(s) assez grand, [44] chap. II§3.4), elle admet
conjecturalement un prolongement méromorphe à C, holomorphe en 0. Admettant ceci,
la conjecture de Bloch-Kato (cf. [44] chap. II §3.4.5) relie l’ordre d’annulation de L(ρ, s)
en 0, qui est une propriété purement "analytique complexe" de L(ρ, s), à la dimension
d’un groupe d’extensions de représentations galoisiennes :

Conjecture : (Bloch-Kato) ords=0L(ρ, s) = dimLH
1
f (F, ρ

∗(1))

Le terme de droite est un sous-groupe du groupe de cohomologie galoisienne continue
H1(Gal(F/F ), ρ∗(1)) auquel on a rajouté des hypothèses locales à toutes les places finies
v de F , sa définition ne fait pas intervenir de conjectures. Explicitement (cf [44] chap.
I.3, §3.3.2, 3.3.6 et prop. 3.3.7), c’est le sous-groupe des classes d’extensions :

0 → ρ∗(1) → U → 1 → 0

ayant la propriété que pour toute place finie v de F ,

0 → (ρ∗(1))Iv → U Iv → 1 → 0, si v ne divise pas p

0 → Dcris,v(ρ
∗(1)) → Dcris,v(U) → 1 → 0, si v divise p

est exacte, Iv (resp. Dv) étant un groupe d’inertie (resp. de décomposition) en v, et
Dcris,v(−) := (− ⊗Qp

Bcris)
Dv . Il est connu que dimLH

1
f (F, ρ∗(1)) < ∞ ([44] chap. II.1

§1.2). Moralement, il s’agit du groupe des extensions de 1 par ρ∗(1) qui ne sont "pas plus
ramifiées que ρ∗(1)".

En ce qui concerne le terme de gauche, il a un sens non conjectural dans des cas non
triviaux, par exemple quand n = 1 et plus généralement quand ρ est attachée à certaines
formes automorphes (en particulier pour des formes modulaires). La conjecture ci-dessus
est connue par exemple quand n = 1 pour F = Q ([58]). Elle est liée aux conjectures
principales d’Iwasawa, démontrées par Mazur-Wiles, Wiles, et Rubin dans le cas n = 1,
respectivement pour F = Q, F totalement réel et F quadratique imaginaire. Seulement
des résultats partiels sont connus dans les cas n > 1 ; on sait par exemple qu’elle entraîne
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la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer pour une courbe elliptique dont le groupe de
Tate-Shaffarevich est fini.

Notre résultat. Dans le chapitre III de cette thèse, qui est un travail en collaboration
avec J.Bellaïche, nous prouvons le cas particulier suivant de la conjecture de Bloch-
Kato (cf. l’introduction de chapitre III pour plus de détails). Soit F ⊂ C un corps
quadratique imaginaire, χ un caractère de Hecke algébrique sur F vérifiant la condition
d’anti-autodualité suivante :

χ(z̄)−1 = χ(z)|z|−1, ∀z ∈ A∗F

et dont le type à l’infini est de la forme

z 7→ zaz̄1−a, avec a ≥ 2 un entier

D’après Hecke, la fonctions L(χ, s) admet un prolongement analytique à C tout entier,
ainsi qu’une équation fonctionnelle prenant la forme suivante pour la fonction Λ(χ, s)
associée 9 :

Λ(χ,−s) = ε(χ, s)Λ(χ, s), ε(χ, 0) = ±1

Théorème 4 : Soit p un nombre premier décomposé dans F et non ramifié pour χ,
et χp : Gal(F/F ) → L∗ une réalisation p-adique de χ. Alors, si ε(χ, 0) = −1, on a

dimH1
f (Gal(F/F ), χp) ≥ 1

Ce résultat n’est pas nouveau, et peut se déduire de travaux de Rubin ([87]), mais la
méthode utilisée ici est complètement différente, et susceptible de généralisations. Elle
est basée sur les idées de la thèse [3], dans laquelle une extension du type précédent était
construite, mais uniquement modulo p, ainsi que sous certaines hypothèses techniques
sur p. Notre preuve est une variante de cette dernière dans laquelle nous reprenons une
idée issue des travaux récents de Skinner-Urban ([102], cf. III.1.2).

La démonstration du théorème est complexe sous de nombreux aspects. Aussi, il nous
a semblé intéressant de profiter de l’occasion de cette thèse, afin d’illustrer certaines des
idées mises en jeu et faciliter la tâche au lecteur, de redémontrer par une méthode
similaire une partie des conjectures de Bloch-Kato pour la fonction ζ de Riemann. Nous
renvoyons le lecteur à l’annexe A. à ce sujet. Dans cette annexe, nous prenons le temps
en particulier de discuter un résultat récent de Kisin jouant un rôle important dans
l’argument final, et nous redonnons l’argument de réseau de Ribet prouvant la réciproque
du théorème de Herbrand.

Revenons à la preuve du théorème. Les extensions cherchées sont construites à l’aide
de la cohomologie étale p-adique de certaines surfaces de Picard. Le point de départ est

9D’après [104] p.16, Λ(χ, s) := (2π)−s−3/2+a/2Γ(s + a + 1/2)L(χ, s). Noter qu’elle a même ordre
d’annulation en 0 que L(χ, s) ; cet ordre est impair (resp. pair) si ε(χ, 0)=-1 (resp. 1)
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que sous l’hypothèse d’imparité plus haut, les conjectures d’Arthur sur le spectre auto-
morphe discret des groupes réductifs, connues pour U(3) par les travaux de Rogawski,
prédisent l’existence d’une représentation automorphe discrète non tempérée, partout
minimalement ramifiée, pour le groupe unitaire à 3 variables U(3)/Q 10 attaché à F ,
ayant pour représentation galoisienne p-adique associée "à la Langlands"

1 ⊕ χp ⊕ χp(−1)

Nous déformons ensuite p-adiquement la forme automorphe obtenue à l’aide des familles
p-adiques fournies par le théorème 1 de cette introduction pour le groupe U(3)/Q. Une
étude détaillée des déformations possibles nous montre qu’il est possible de considérer
une déformation "la plus éloignée possible de la déformation ordinaire" qui est automati-
quement génériquement irréductible par un argument de théorie de Hodge en p (III.9.1).
Nous utilisons ensuite un argument de réseaux "à la Ribet" ([4],[5]) pour tirer de cette
déformation une extension non triviale de 1 par χp. On récupère la période cristalline
manquante à cette extension par une version adéquate des travaux de Kisin (III.6.1).
Une remarque importante cependant est que l’argument de réseaux ne nous fournit pas
automatiquement l’extension que nous cherchons, mais il peut tout aussi bien nous four-
nir à la place une extension non triviale de 1 par Qp(1). Toutefois, en prenant garde à
contrôler la ramification à toutes les places dans la famille, ce qui nous oblige à avoir
recours à la théorie des types, nous arrivons à assurer que cette extension serait aussi
dans le H1

f . On élimine ainsi cette possibilité, car une telle extension n’existe pas pour
un corps imaginaire (ζF (0) 6= 0, A.5.1), ce qui conclut.

En ce qui concerne les généralisations de la méthode, ainsi que pour des compléments,
nous renvoyons le lecteur à l’introduction du chapitre III.

10Il est quasi-déployé exactement aux places finies.
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1. Introduction

En 1995, suite à des travaux de Serre, Katz, Dwork, Hida et Gouvea-Mazur, R. Co-
leman montre que toute forme modulaire propre de niveau Γ1(p) en p fait partie d’une
famille p-adique de formes propres. Sa stratégie, développée dans [30] et reposant sur
[29], consiste à mettre en famille analytique les espaces de formes modulaires surconver-
gentes et d’appliquer à Up (agissant analytiquement sur cette famille) la théorie spectrale
des opérateurs compacts des modules de Banach orthonormalisables, théorie qu’il éta-
blit dans [30]. Ses idées sont reprises par Coleman-Mazur dans [33] pour aboutir à la
construction d’une courbe analytique p-adique ("eigencurve") paramétrant les formes
modulaires surconvergentes, propres, de pente finie et de niveau modéré fixé. Rappelons
que l’existence des familles p-adiques de formes modulaires paraboliques propres ordi-
naires en p avait été étudiée tout d’abord par Hida, dans des travaux qu’il a par la suite
généralisés à une vaste classe de groupes ([54]). Hormis le cas du groupe GL2/Q, pour
lequel on dispose aussi d’une construction parallèle à celle de Coleman due à Stevens
(non publié, cf. [103]), la construction des familles p-adiques non ordinaires en est à
un stade peu avancé1 Dans des travaux non publiés ([20]), Buzzard a remarqué que la
construction des familles dans le cas des algèbres de quaternions sur Q définies était
approchable directement, et ce même par des techniques relativement élémentaires. Bien
que nous n’employons pas ces dernières dans ce texte, ce sont ces idées qui sont à l’origine
de ce travail.

Dans cet article, nous développons une théorie des familles p-adiques de formes auto-
morphes de pente finie quelconque pour des groupes algébriques G/Q formes tordues de
GLn, sous la seule hypothèse vraiment restrictive de compacité de G(R). Par exemple,
si E est un corps quadratique imaginaire, G peut être le groupe algébrique sur Q dont
les points à valeurs dans toute Q-algèbre R sont

{g ∈ GLn(E ⊗Q R), gḡt = 1}
Nous construisons de plus, à la manière de Coleman-Mazur, la zone centrale des variétés
de Hecke2 pour ces groupes. Bien que la plupart de nos résultats se généralisent en
d’autres places p, nous choisissons un p tel que GQp

' GLn/Qp, qui est à priori le cas
le plus important. Le terme "zone centrale" employé ci-dessus signifie que nous nous
restreignons à des formes de niveau Γ1(p) en p.

Outre l’intérêt de comprendre comment se généralise le cas elliptique, l’idée initiale
était de produire des déformations p-adiques des représentations galoisiennes de dimen-
sion n obtenues dans les travaux de Clozel, Kottwitz ([27]) puis Harris et Taylor ([51]).
Les formes automorphes provenant de certains groupes unitaires compacts à l’infini ren-
trant dans le champs d’application de leurs travaux, ceci justifiait amplement que l’on

1Ceci a sensiblement évolué depuis la rédaction de cet article, notamment grâce à des travaux de
M.Emerton proposant une approche au cas général (retrouvant en particulier de manière indépendante
certains résultats de ce chapitre), et à des travaux de G.Stevens pour GL(n) non tordu utilisant des
méthodes semblables à celles de ce texte.

2C’est le terme que nous utiliserons pour "eigenvariety", la traduction littérale prêtant à confusion.
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s’intéresse à ces derniers. Ce but est accompli au §7.4. Il semble que ces constructions
donnent les premiers exemples de déformations p-adiques raffinées non nécessairement
ordinaires de représentations galoisiennes en dimension > 2. Une seconde motivation est
de donner un cadre pour une théorie des formes automorphes p-adiques en général, en
particulier d’en éclaircir les liens avec la théorie des représentations p-adiques des groupes
de Lie p-adiques. Bien que ceci soit loin d’être élucidé dans ce texte, nous nous sommes
efforcés à montrer comment l’existence des familles dans notre contexte découle, modulo
la théorie de Coleman, d’une mise en famille des séries principales p-adiques de l’Iwahori
de GLn(Qp) et des propriétés élémentaires de cette famille.

L’avantage principal à considérer des groupes G sous l’hypothèse de compacité à l’in-
fini vient de ce que les difficultés de nature géométrique dues aux places archimédiennes
sont mises de côté. En effet, les quotients G(Q)\G(A)/K, K un compact maximal de
G(A), sont ici finis, et toutes les formes automorphes pour G sont donc cohomologiques
en degré 0. Aussi, nous nous ramenons en général essentiellement à travailler au niveau
des systèmes de coefficients. Nous espérons cependant que ce travail permettra de gui-
der l’étude des familles de formes cohomologiques de pente finie pour des groupes G
plus généraux. Enfin, nos constructions fournissent une grande quantité de variétés de
Hecke, entre lesquelles il est tentant de conjecturer l’existence de morphismes rigides-
analytiques prolongeant "en famille" divers transferts de la fonctorialité de Langlands,
comme la correspondance de Jacquet-Langlands, le carré symétrique etc... Nous espérons
revenir sur certains aspects de cette philosophie de Langlands "en familles p-adiques"
dans un travail futur (voir le chapitre II à ce sujet).

Plan détaillé de l’article

Soit G/Q comme plus haut, il est attaché à un corps quadratique imaginaire E/Q.
Soit p un nombre premier impair3 décomposé dans E tel que G(Qp) ' GLn(Qp), ce qui
vaut pour presque tout p décomposé dans E. On fixe de plus une place complexe de E,
une place finie divisant p, ainsi qu’un plongement compatible à ces choix

ip : C → Qp,

qui nous permettent en particulier de plonger G(R) dans GLn(C), et d’identifier G(Qp)
avec GLn(Qp). Soit U0(p) ⊂ G(Af ) un sous-groupe compact ouvert dont la p-composante
est le sous-groupe d’Iwahori Γ0(p) des éléments de GLn(Zp) triangulaires supérieurs
modulo p. Soit

Zn,+ := {t = (t1 ≥ .... ≥ tn) ∈ Zn}
On peut voir ses éléments comme des caractères du tore diagonal de GLn par

diag(x1, ..., xn) 7→ xt1
1 ...x

tn
n ,

ce sont les caractères algébriques dominants pour l’ordre usuel. Les représentations auto-
morphes de G ayant toutes de la cohomologie en degré 0, les plongements fixés plus haut

3Cette hypothèse n’est faite dans cette introduction que pour simplifier l’exposition.
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nous fournissent un modèle sur Qp de l’espace des formes automorphes de poids t ∈ Zn,+

et de niveau U0(p) : c’est le Qp-espace vectoriel des fonctions U0(p)-équivariantes sur

G(Q)\G(Af)

à valeurs dans la représentation algébrique irréductible de plus haut poids t de GLn(Qp),
U0(p) agissant à travers son quotient Γ0(p). C’est un espace de dimension finie par la
finitude du nombre de classes, sur lequel opère l’anneau des correspondances de Hecke
de (G(Af), U0(p)).

Nous sommes intéressés par faire varier ces espaces continûment p-adiquement en
fonction de t ∈ Zn,+. La méthode employée consiste à déformer p-adiquement les restric-
tions à Γ0(p) des représentations algébriques de GLn(Qp) en fonction de leur plus haut
poids. Aussi, nous consacrons les sections 2 et 3 à l’étude de certaines représentations
de GLn(Qp) et Γ0(p). En particulier, la section 2 est un rappel sur un modèle explicite
agréable pour les représentations algébriques de GLn en caractéristique nulle, en terme
d’invariants unipotents.

Tout comme dans la théorie de Coleman, l’interpolation se fait en deux temps : tout
d’abord on "inclut" chacune de ces représentations dans une représentation de Γ0(p) sur
un espace de Banach p-adique de dimension infinie, puis on montre que ces derniers se
mettent en une famille analytique orthonormalisable. Ceci est achevé dans la troisième
section. L’idée principale est de considérer l’orbite sous Γ0(p) de l’origine de la variété de
drapeaux L\GLn(Qp), L étant le Borel triangulaire inférieur. Elle admet une structure
naturelle de Qp-points d’un affinoide sur Qp, noté F au §3.2. Par le théorème de Borel-
Weil-Bott, dont nous reprouvons simplement la partie qui nous intéresse au §3.1, chaque
représentation algébrique irréductible de GLn(Qp) est réalisée sur les sections globales
d’un fibré en droites sur L\GLn(Qp). Or il se trouve que chaque tel fibré se restreint sur F
en un fibré trivial, que l’on trivialise par un vecteur de plus haut poids, et dont les sections
rigides sur F fournissent la représentation de Γ0(p) désirée. Ces représentations ont un
espace de Banach sous-jacent fixé, précisément celui A(F) des fonctions analytiques sur
F , mais sont tordues par un produit des 1-cocycles fondamentaux de GLn "élevés à
la puissance t". Cela nous permet de réaliser l’interpolation au §3.6, et de définir une
famille orthonormale (cf. §3.7) S = {St}t∈W(Cp) de représentations de Γ0(p) paramétrée
par l’espace rigide "des poids analytiques"4

W(Cp) := Homgr−an((Z∗p)
n,C∗p),

qui est l’ensemble des caractères continus du tore diagonal (Z∗p)
n de GLn(Zp) qui sont

analytiques restreints à (1+pZp)
n. On peut voir S comme une famille analytique de séries

principales de Γ0(p). Par notre choix de considérer la "grosse orbite sous Γ0(p)" dans la
variété de drapeaux, S a la propriété de s’étendre en une représentation du sous-monoïde

4Nous avons choisi de ne pas considérer à part l’éventuel caractère modéré en p dans cette introduc-
tion, ce qui est plus élégant et permet d’alléger les notations. On prendra garde cependant que l’espace
noté W ici est une réunion de (p − 1)n copies de celui du même nom introduit dans le corps du texte
(cf. §3.7.2). De même, la famille notée S ici est la réunion de celles notées Sχ dans le texte.



1. INTRODUCTION 23

plus gros M de GLn(Qp) engendré par Γ0(p) et les opérateurs diagonaux

ua := diag(pa1 , · · · , pan)

avec a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ∈ Zn. Si ai est strictement croissante, nous montrons alors que
ua agit de manière compacte sur S.

Les constructions précédentes nous permettent alors de définir la famille analytique
des espaces de Banach de formes automorphes p-adique de type (G,U0(p)) et de poids
dans W(Cp), notée S(G,U0(p)) = {St(G,U0(p))}t∈W(Cp), en considérant l’espace des
fonctions U0(p)-équivariantes de G(Q)\G(Af ) à valeurs dans S. Cette famille admet une
action de toute l’algèbre de Hecke globale de U0(p) hors de p, et en p de la sous-algèbre
commutative de l’algèbre de Hecke-Iwahori constituée des éléments à support dans M. Si
t ∈ Zn,+, vu comme élément de W(Cp), St(G,U0(p)) contient alors comme sous-Hecke-
module le Cp-espace vectoriel de dimension finie

St(G,U0(p))
cl

des formes automorphes de G de poids t, de niveau U0(p) et d’un certain caractère modéré
en p. On pose

Up := [U0(p)diag(1, p, p2, ..., pn−1)U0(p)],

c’est un endomorphisme W-linéaire compact de S(G,U0(p)). Un élément de St(G,U0(p))
sera dit de pente finie α s’il est dans le plus grand sous-espace de dimension finie

St(G,U0(p))
α

sur lequel Up n’a que des valeurs propres de valuation α. Un résultat important, bien
qu’élémentaire dans notre cas, est la généralisation suivante du résultat principal de [29].
Si t = (t1 ≥ ... ≥ tn) ∈ Zn,+, on pose Min(t) := Minn−1

i=1 (ti − ti+1) (cf. prop. 4.8) :
Théorème A : Soient t ∈ Zn,+ et α ∈ Q+,

si Min(t) > α− 1, alors St(G,U0(p))
α ⊂ St(G,U0(p))

cl

En cinquième section, on étudie en détail la série caractéristique de Up agissant sur
S(G,U0(p)), donnée par la section 4 et la théorie de Coleman dans [30]. Le résultat
principal de cette section est le (cf. cor. 5.2)

Théorème B : Soit α ∈ Q+, il existe A et B deux constantes explicites ne dépendant
que de n telles que si

h = |G(Q)\G(Af)/U0(p)| et m(α) = [hα(Aα +B)2n−n−1]

alors pour tous t, t′ ∈ Zn,+ tels que Min(t), Min(t′)> α− 1, si t ≡ t′ mod pm(α), alors

dimCp
(St(G,U0(p))

cl,α) = dimCp
(St′(G,U0(p))

cl,α)

Notons que cet énoncé concerne les formes automorphes "classiques" pour G, il ne fait
pas intervenir dans sa formulation les constructions précédentes. Il s’agit d’une version
quantitative faible de la conjecture de Gouvêa-Mazur ([49] conjecture 1) généralisée à
nos groupes G. Les bornes ci-dessus sont analogues à celles obtenues par [109] dans
le cas des formes modulaires elliptiques, pour lequel la dépendance de m(α) en α est
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quadratique, ce que l’on retrouve quand n = 2 (cas qu’avait déjà retrouvé Buzzard dans
[20]). La preuve de ce théorème suit essentiellement l’approche de Wan dans [109].

La sixième partie consiste en la construction des familles. Soient

P (T ) ∈ 1 + TA(W){{T}}
la série de Fredholm de Up agissant sur S(G,U0(p)), Z ⊂ W × A1

rig l’hypersurface de
Fredholm définie par P (T ) = 0, et

pr1 : Z −→ W, pr2 : Z −→ A1
rig,

les deux projections canoniques. Le résultat suivant (cf. thm. 6.2, prop. 6.7 et prop.
6.8) est une généralisation à nos groupes des constructions de Coleman-Mazur dans [33].
Dans ce qui suit, l’anneau H est un sous-anneau commutatif de l’algèbre de Hecke globale
dont la p-composante est le sous-anneau de l’algèbre de Hecke-Iwahori des éléments à
support dans M.

Théorème C : Il existe un espace analytique rigide D = D(G,U0(p),H) muni d’un
morphisme d’anneaux

a : H −→ A(D)0,

ainsi qu’un diagramme commutatif

D

κ

��

π
��?

??
??

??
?

U
−1
p

''PPPPPPPPPPPPPPP

Z pr2

//

pr1
����

��
��

��
A1

rig

W
ayant les propriétés suivantes :

i) π est un morphisme fini,
ii) Up := a(Up) est inversible sur D,
iii) Pour tout x ∈ D(Cp), il existe un voisinage ouvert affinoide Ω de x tel que :

(a) z 7→ |a(Up)(z)| est constante sur Ω(Cp),
(b) κ(Ω) est un ouvert affinoide de W,
(c) κ : Ω → κ(Ω) est fini, surjectif restreint à chaque composante irréductible de Ω,

iv) L’application

D(Cp) → Homann(H,Cp), x 7→ (χx : h 7→ a(h)(x)),

induit pour chaque t ∈ W(Cp) une bijection entre les points x ∈ D(Cp) tels que κ(x) = t
et les systèmes de valeurs propres de H agissant sur l’espace des formes automorphes
p-adiques de poids κ(x) et de pente finie, ces derniers étant comptés sans multiplicité.
v) D est emboîté5 et équidimensionnel de dimension n. Chacune de ses composantes
irréductibles s’envoie par π de manière finie et surjective sur une composante irréductible

5"nested" dans la terminologie de [33], §1.1.
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de Z (qui est une hypersurface de Fredholm), et son image par κ est un ouvert Zariski
de W.
vi) L’anneau a(H) est d’adhérence compacte dans A(D)0.

Un point x ∈ D(Cp) est dit classique si χx est le système de valeurs propres d’un
élément de Sκ(x)(G,U0(p))

cl.
vii) Les points classiques sont Zariski-denses dans D(Cp).

Dans la dernière section, nous appliquons ces résultats à certains groupes unitaires
pour lesquels on sait associer, par les travaux de Clozel, Kottwitz, Harris-Taylor, des re-
présentations galoisiennes de dimension n compatibles à la correspondance de Langlands
locale. Le groupe unitaire G doit être pour ceci celui d’une algèbre à division D/E mu-
nie d’une involution de seconde espèce, D étant à division partout où elle est ramifiée,
et ceci n’arrivant qu’en des places totalement décomposées de E/Q. On fait bien sûr
toujours l’hypothèse de compacité à l’infini afin d’utiliser les constructions précédentes,
et l’on fixe un tel groupe G/Q. Soient S l’ensemble fini des places v de E au-dessous
desquelles G est ramifié ou bien divisant le niveau U0(p), GE,S le groupe de Galois d’une
extension algébrique maximale de E non ramifiée hors de S, et pour v /∈ S un représen-
tant Fv ∈ GE,S du Frobenius géométrique en v. On choisit l’algèbre de Hecke globale H
contenant l’algèbre de Hecke globale hors de S et toujours les doubles classes de M en
p. À chaque forme automorphe f 6= 0 de G, propre, de niveau U0(p), il est connu qu’il
existe une unique représentation semi-simple continue

ρ(f) : GE,S → GLn(Qp)

telle que

∀v /∈ S, tr(ρ(f)(Fv)).f = Tv(f),(1)

Tv ∈ H étant un opérateur de Hecke déterminé par la correspondance de Langlands
non ramifiée, indépendant de f . La trace de ρ(f) fournit un pseudo-caractère continu de
Taylor de dimension n :

t(f) : GE,S −→ Qp

Soit D la nilréduction de l’espace D(G,U0(p),H), alors (cf. cor. 7.3) :

Théorème D : Il existe un unique pseudo-caractère continu t : GE,S → A(D) de
dimension n, dont l’évaluation en tout x ∈ D(Cp) classique coïncide avec t(fx), où fx 6= 0
est une forme propre classique de type (G,U0(p)) associée à x par le théorème C.

Ainsi, si x ∈ D(Cp) et fx 6= 0 est une forme propre pour le système de valeurs
propres associé à x par le théorème C, non nécessairement classique, on dispose d’un
pseudo-caractère continu t(fx) : GE,S → Cp, tel que si v /∈ S, t(fx)(Fv)fx = Tv(fx). Par
un résultat de Taylor, ce pseudo-caractère est la trace d’une unique représentation semi-
simple continue ρ(x) : GE,S −→ GLn(Cp). En particulier, nous avons associé à chaque
forme automorphe p-adique propre de pente finie de G une représentation galoisienne p-
adique de GE,S continue, semi-simple, de dimension n, satisfaisant (1). On montre alors
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que
{x ∈ D(Cp), ρ(x) est irréductible}

est l’ensemble des Cp-points d’un ouvert Zariski Dirr de D, puis le (cf. cor. 7.5) :

Théorème E : Il existe une unique algèbre d’Azumaya A sur Dirr munie d’une
représentation continue GE,S −→ A∗, dont l’évaluation en tout point classique de Dirr

est l’extension des scalaires à Cp de la représentation galoisienne associée à ce point par
Clozel, Kottwitz, et Harris-Taylor.

Enfin, nous discutons en §7.5 de certaines hypothèses formulées par Mazur dans [73]
sur la variation p-adique de représentations cristallines. Précisément, à chaque point
classique x ancien en p de D (les tels points sont Zariski-denses), nous attachons un
raffinement "canonique" au p-motif attaché à x, qui est un ordre sur les racines du
Frobenius cristallin ainsi qu’un polynôme-U , qui varie analytiquement en x. De plus, nous
comparons la notion naturelle de "non criticité" pour les p-motifs classiques apparaissant
dans notre étude avec celle proposée par Mazur loc.cit., la notre s’avère plus restrictive.

Généralisations
Il serait intéressant d’avoir une version du théorème C pour des groupes réductifsG/F

plus généraux et leurs formes automorphes cohomologiques en degré donné, F étant un
corps de nombres, et en une place p quelconque. Les constructions de ce texte permettent
de définir en une place p quelconque l’espace des formes automorphes p-adiques pour
nos groupes G (il suffit de plonger G(Qp) dans un GLn(k) avec k local assez grand). La
construction des familles de pente finie dépend alors de l’existence de certains opérateurs
compacts agissant sur les espaces de formes p-adiques. Les candidats naturels pour ces
opérateurs peuvent ne pas exister (par exemple si GQp

est anisotrope), ou alors être
compacts seulement dans certaines directions de W ce qui donnerait quelques variantes.
En général nous pourrions donc construire des variétés de Hecke en de tels p, mais de
dimension éventuellement inférieure.

Dans un travail futur avec Buzzard, nous étendrons les résultats de ce chapitre aux
formes partout compactes à l’infini de GLn sur un corps totalement réel, en des places
quelconques, et nous construirons toute la variété de Hecke i.e. sur l’espace global des
poids (nous nous sommes restreints au centre de l’espace des poids dans ce texte). Notons
que Buzzard a déjà construit cette version forte de la variété de Hecke dans le cas des
algèbres de quaternions définies, et ce sur un corps totalement réel.

Remerciements : Je tiens à exprimer ma gratitude à Michael Harris, qui m’a encouragé à
travailler sur ce problème, pour les nombreuses discussions éclairantes et stimulantes qui ont
accompagné ce projet. Je remercie de plus Kevin Buzzard, dont les travaux sont à l’origine
de cet article, Brian Conrad, Guy Henniart, ainsi que les membres du LAGA de Paris 13, en
particulier Ahmed Abbès, pour les enrichissantes conversations que j’ai pu avoir avec eux. Enfin,
je remercie le référé, dont les remarques ont permis d’améliorer la qualité du texte.

Notations et conventions :
Une action d’un groupe sur en ensemble sera toujours sous-entendue "à gauche". Si

V est un groupe abélien muni d’une norme ultramétrique, V 0 désigne le sous-groupe des
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éléments de norme ≤ 1. Si p est un nombre premier, on note Qp une clôture algébrique de
Qp et Cp le complété de Qp pour la norme usuelle, normalisée par |p| = 1/p. On désigne
par mOCp

l’idéal maximal de l’anneau OCp
:= C0

p. Si K est un corps local, on note OK son
anneau d’entiers et mK l’idéal maximal de OK . Si E est un corps de nombres, AE (resp.
AE,f , resp. Ap

E,f) désignera l’anneau des adèles de E (resp. adèles finis, resp. adèles finis
hors de p), et on omettra le E quand E = Q. Enfin, si X est un schéma ou un espace
rigide, on notera A(X) l’anneau des fonctions globales sur X.

2. Modèles pour les représentations algébriques de GLn

Soient k un anneau commutatif, N le sous-groupe des unipotents supérieurs de
GLn(k), N celui des unipotents inférieurs, et R := k[GLn] = k[{Xi,j}1≤i,j≤n, det(Xi,j)

−1]
l’algèbre des polynômes à n2 variables Xi,j, vue6 comme algèbre des fonctions algé-
briques sur GLn/k. La multiplication de GLn/k induit une action7 de GLn(k)× GLn(k)
sur GLn/k, puis sur R par automorphismes de k-algèbres. Soit M := (Xi,j)i,j ∈ Mn(R),
g ∈ GLn(k) ⊂ Mn(k) ⊂ Mn(R), les actions de g par multiplication à gauche et à droite,
que l’on note respectivement gl et gr, se calculent par les formules :

g−1M = (gl.Xi,j)i,j, Mg = (gr.Xi,j)i,j(2)

Il est clair que ces deux actions commutent.

2.1. Les invariants Yi,j des unipotents inférieurs. On s’intéresse à la représen-
tation de GLn(k) agissant par multiplication à droite sur la sous-k-algèbre de R fixée à
gauche par N , que l’on note RN . On commence par exhiber des éléments de RN , qui
s’avèreront être des générateurs. Notons que les fonctions X1,j sont invariantes, cette
simple remarque nous en fournit plein d’autres de la manière suivante.

Observation : Si A est un anneau commutatif, pour tout couple d’entiers i et n avec
1 ≤ i ≤ n, on dispose d’une représentation fonctorielle en A, GL(An) → GL(Λi(An)). Si
e1, ..., en est la base canonique de An, on choisit pour base de Λi(An) les ej1 ∧ej2 ∧ ...∧eji

avec j1 < j2 < ... < ji, ordonnés par l’ordre lexicographique sur le i-uple (j1, ..., ji).
Cette base fournit un morphisme ρi : GLn(A) → GL(n

i)
(A). Il est immédiat que ρi a la

propriété d’envoyer les unipotents supérieurs (resp. inférieurs) de GLn(A) dans ceux de
GL(n

i)
(A). �

Prenons A := R, et appliquons ρi à l’identité (2). Nous voyons que N est envoyé dans
les unipotents inférieurs de GLd(i,n)(R), et par conséquent qu’il fixe par multiplication
à gauche la première ligne de ρi(M). Notons Yi,j le coefficient de ρi(M) qui se trouve à
la première ligne et à la jieme colonne. Manifestement, à i fixé, les Yi,j sont les mineurs
d’ordre i de M formés sur les i premières lignes de M . En particulier, Y1,j = X1,j et
Yn,1 = det(M). Par construction, pour i fixé, j est l’indice du jeme i-uple (j1 < j2 <

6Si n ∈ Mn(k), ni,j := Xi,j(n) est le coefficient sur la iieme ligne et la jieme colonne. On notera
n = (ni,j)i,j .

7Dans cet article, "action" de groupe signifiera toujours "action à gauche".
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... < ji) dans l’ordre total lexicographique de ces derniers. Pour chaque i, on notera
J(i) :=

(
n
i

)
, c’est le plus grand entier j indice du dernier Yi,j.

2.2. L’anneau des représentations algébriques de GLn(k). On suppose doré-
navant que k est un corps de caractéristique 0. Soit T le tore diagonal de GLn(k), T
normalise N et agit par conséquent à gauche sur RN .

Si t = [t1, ..., tn] ∈ Zn, t désignera le poids (caractère) T → k∗ défini par

t(diag(d1, ..., dn)) :=
n∏

i=1

dti
i

On pose ti := [0, .., 1, .., 0] où le 1 est à la ième place, notons que si d ∈ T , dl.Xi,j =
t−1
i (d)Xi,j et dr.Xi,j = tj(d)Xi,j. Par conséquent, si j correspond à (j1 < j2 < · · · < ji) :

dl.Yi,j = (
∏

1≤k≤i ti(d))
−1Yi,j(3)

dr.Yi,j = (
∏

1≤k≤i

tjk
(d))Yi,j et dr.Yi,1 = (

∏

1≤k≤i

ti(d))Yi,1(4)

Si t est un caractère comme plus haut, f ∈ R sera dit de poids t à gauche (resp. à droite)
si T agit à gauche (resp. à droite) sur k.f par t−1 (resp. t). Notons que l’action de T à
gauche sur R se diagonalise : R =

⊕
tRt, Rt étant le k-vectoriel de dimension finie des

éléments de poids t à gauche. De même, T normalisant N ,

RN =
⊕

t∈Zn

RN
t

Cette décomposition commute à l’action de GLn(k) par multiplication à droite, ce qui
nous fournit des représentations algébriques RN

t de GLn(k) de dimension finie.
Un poids t = [t1, ..., tn] sera dit positif si la suite des ti est décroissante, on notera

t ≥ 0. L’ordre induit sur les poids est aussi celui donné par N . On a alors la

Proposition 2.1. On a RN =
⊕

t≥0 R
N
t . De plus, si t ≥ 0, RN

t est la représentation
algébrique irréductible de GLn(k) de plus haut poids t. Elle est k-engendrée par les mo-
nômes en les Yi,j de poids (à gauche) t, le monôme en les Yi,1 étant un vecteur de plus
haut poids t (à droite).

Preuve : Un théorème classique ([46] §12.1.4) affirme que RN est somme directe avec
multiplicité 1 de toutes les représentations irréductibles de GLn(k), la sous-représentation
de plus haut poids t ≥ 0 étant le sous-espace de poids t à gauche. Cela implique les deux
premières affirmations de l’énoncé. Soit t ≥ 0, le k-espace vectoriel engendré par les
monômes en les Yi,j de poids t à gauche est non vide par la formule (3). Il est stable par
l’action à droite de GLn(k), car pour chaque i,

∑
j kYi,j est stable par GLn(k). C’est donc

RN
t tout entier par l’assertion d’irréductibilité. Notons que dans cette représentation de

GLn(k) (donc pour l’action à droite),
∏n−1

i=1 Y
ti−ti+1

i,1 Y tn
n,1 est un vecteur de poids t, et que

tous les autres monômes sont de poids inférieurs (voir les formules (4)), c’est donc un
vecteur de plus haut poids.�
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2.3. Reparamétrisation du poids. Il est clair que RN
t .R

N
t′ ⊂ RN

t+t′ , ce qui fait de
RN =

⊕
t≥0 R

N
t une k-algèbre graduée par les poids positifs. Pour la majeure partie de

ce que nous avons en vue, le cas du déterminant Yn,1 est un peu à part, nous l’écartons
donc pour l’instant. Par la proposition 2.1, RN =

⊕
r∈Z Y

r
n,1(⊕t′R

N
t′ ) où les t′ = [t′1, ..., t

′
n]

sont positifs tels que t′n = 0. On va donc regarder la sous-k-algèbre S de RN définie par

S :=
⊕

t′

RN
t′ , la somme étant sur les t′ = [t′1, ..., t

′
n] positifs tels que t′n = 0

S est stable par GLn(k) et y apparaissent toutes les représentations algébriques de GLn(k)
dont le plus haut poids a sa coordonnée tn fixée à 0. De plus, S est clairement une k-
algèbre de type fini, engendrée par les Yi,j avec i < n, intègre car R l’est.

Par commodité, on change de paramétrisation pour les poids, on se place dans les
coordonnées des poids fondamentaux : au n-uple [t1, ..., tn−1, 0], on associe le (n−1)−uple
(m1, ..., mn−1) défini par m1 := t1 − t2, m2 := t2 − t3,..., mn−2 := tn−2 − tn−1 et mn−1 :=
tn−1. La condition de positivité du poids dans les premières coordonnées se traduit par
mi ≥ 0 pour tout i ∈ {1, ..., n − 1}. On note δi le poids (0, ..., 1, ..., 0) où le i est sur
la ième case. Dans ces coordonnées, chaque Yi,j est de poids (à gauche) δi, ce qui est
pratique.

Exemples : - Pour n = 2, on pose X = X1,1, Y = X1,2, alors S = k[X, Y ] =
⊕m≥0Sm où Sm est l’espace des polynômes homogènes de degré m en X, Y , vu comme
représentation irréductible de GL2(k), un vecteur de plus haut poids étant Xm.

- Pour n = 3, on pose (X, Y, Z) = (X1,1, X1,2, X1,3) et (U, V,W ) = (Y2,1, Y2,2, Y2,3),
alors S est la sous-k-algèbre de R engendrée par X, Y, Z, U, V et W . On pourrait montrer
que c’est l’algèbre des polynômes sur ces variables avec pour unique relation XW−Y V +
ZU = 0. On a S =

⊕
m1,m2≥0 Sm1,m2 , Sm1,m2 étant la représentation irréductible de plus

haut poids (m1, m2, 0). Explicitement, elle est engendrée par les monômes du type M1M2

où M1 (resp. M2) est un monôme en X, Y, Z (resp. U, V,W ) de degré m1 (resp. m2). Un
vecteur de plus haut poids est Xm1Um2 .

À partir d’ici, on ne considérera plus que l’action de GLn(k) sur S par multiplication à
droite, soulignons que c’est une action à gauche de GLn(k) sur S. On écrira (g, f) 7→ g(f)
cette action, au lieu de gr.f . Un élément de S sera dit de poids t s’il est dans St.

2.4. L’anneau Sym(Λ(V )). On exploite dans ce paragraphe que Nn−1 est engendré
pour l’addition par les "poids fondamentaux" δi.

On pose V := kn la représentation standard de GLn(k), avec sa base canonique. Soit
1 ≤ i ≤ n− 1 fixé, comme dans l’observation 2.1, Λi(V ) a une base canonique ordonnée
que l’on note (Zi,j)1≤j≤J(i). On rappelle que l’ordre est l’ordre total lexicographique sur
les i-uples (j1 < j2 < · · · < ji), renumérotés par j ∈ {1, . . . , J(i)}. Par construction,
Sδi

=
∑J(i)

j=1 k.Yi,j est isomorphe à Λi(V ), via Yi,j → Zi,j, en tant que représentation
de GLn(k). C’est la représentation irréductible de plus haut poids δi. On en déduit un
morphisme équivariant à l’action de GLn(k),

ϕ : B := Sym(⊕n−1
i=1 (Λi(V ))) −→ S
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L’image de ϕ est une sous-k-algèbre de S contenant les Yi,j (i < n), c’est donc S tout
entier par la proposition 2.1. Notons que B = k[Zi,j] a une graduation canonique par le
poids Nn−1 compatible via ϕ à celle de S, B =

⊕
t∈Nn−1 Bt. On note J le noyau de ϕ, il

est stable par GLn(k) par ce que l’on vient de dire.

Remarques : - ϕ est un isomorphisme si et seulement si n = 2,
- I est engendré par des quadriques en les Zi,j, les relations de Plücker (cf [108]),
- On ne sait pas en général donner une B-résolution de J en terme des représentations

de GLn.

2.5. Intégralité et opérateurs U . À partir de là, on fixe un nombre premier p, et
k := Qp. On note Γ0(p) le sous-groupe de GLn(Zp) composé des éléments triangulaires
supérieurs modulo p. Pour chaque suite croissante positive d’entiers a = (a1 ≤ · · · ≤ an),
on considère

ua := diag(pa1 , ..., pan), et Ta := Γ0(p)u
aΓ0(p) ⊂ GLn(Qp) ∩ Mn(Zp)

On pose aussi u := diag(1, p, p2, ..., pn−1) = u(0,1,...,n−1), T := T(0,1,...,n−1) et M le sous-
monoïde de GLn(Qp) engendré par les éléments de tous les Ta. Il est connu (cf. par
exemple [89], preuve du lemme 10 §4) que

TaTa′

= Ta+a′

, et Ta ∩ Ta′

= ∅ si a 6= a′(5)

En particulier, M est la réunion disjointe des Ta, et coïncide avec le sous-ensemble
Γ0(p)UΓ0(p) ⊂ GLn(Qp) ∩ Mn(Zp), où U est l’ensemble des ua.

Le lemme ci-dessous précise l’action de Γ0(p) et des ua sur les Zi,j (et donc sur B).
Pour tout i ∈ {1, ..., n}, on pose βi = a1 + a2 + ...+ ai. On fixe un γ ∈ Γ0(p) :

Lemme 2.1. – Pour tout i, γ(Zi,1) ∈ Z∗pZi,1 + p
∑

k Zp Zi,k,
et si 1 ≤ j ≤ J(i), γ(Zi,j) ∈ (

∑
k Zp Zi,k)

– Pour tout i et 1 ≤ j ≤ J(i), j correspondant au i-uple (j1 < j2 < · · · < ji),
ua(Zi,j) = p

P
k ajkZi,j,

– En particulier, ua(Zi,j) ∈ pβiZpZi,j, u(Zi,j) ∈ pi(i−1)/2ZpZi,j.

Preuve : Il faut comprendre l’action de Γ0(p) et des ua sur Λi(Rn) comme en 2.1.
Les éléments de Γ0(p) s’envoient dans le Γ0(p) correspondant, par l’observation 2.1 (avec
A = (Z/pZ)[Xi,j]), d’où les deux assertions sur γ. Il reste à voir ce que devient la diagonale
ua. Sur le vecteur ej1 ∧ ... ∧ eji

(1 ≤ j1 < j2 < ... < ji ≤ J(i)), c’est la multiplication
par paj1

+aj2
+···+aji , qui est toujours divisible par pβi. Il y a égalité uniquement pour le

premier coefficient. Notons que si a = (0, 1, ..., n− 1), βi = i(i− 1)/2. �

3. Famille analytique des représentations de Γ0(p)

3.1. Variété de drapeaux. On a défini en 2.4 l’anneau

B = Sym(⊕n−1
i=1 (Λi(Qn

p ))) =

n−1⊗

i=1

Sym(Λi(Qn
p)),
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qui est l’anneau des coordonnées multihomogènes sur X :=
∏n−1

i=1 PJ(i)−1
/Qp

. Pour chaque

i ∈ {1, ..., n− 1}, PJ(i)−1
/Qp

a un système de coordonnées homogènes privilégié, qui est

(Zi,1 : · · · : Zi,J(i))

Soit J l’idéal multihomogène noyau du morphisme de Qp-algèbres ϕ : B → S défini en
2.4 ; on note J̃ le faisceau cohérent d’idéaux sur X associé à J . On définit F comme
étant le sous-schéma fermé de X associé à J̃ et i : F ↪→ X l’immersion fermée sous-
jacente. L’action de GLn(Qp) sur B induit une opération de GLn(Qp) sur X par Qp-
automorphismes, qui préserve F car ϕ est GLn(Qp)-équivariant.

Par la proposition 2.1, on sait que S(m1,...,mn−1), la partie (m1, ..., mn−1)-homogène de
S, est la représentation irréductible de GLn(Qp) de plus haut poids (m1, ..., mn−1). Soit
le faisceau inversible sur X défini par

O(m1, ..., mn−1) := pr∗1(O(m1)) ⊗ · · · ⊗ pr∗n−1(O(mn−1))

où pri : X → P(Λi(V )∗) est la projection canonique,

OF (m1, ..., mn−1) := i∗(O(m1, ..., mn−1))

On a alors le :

Lemme 3.1. L’application canonique

S(m1 ,...,mn−1) → H0(F,OF (m1, ..., mn−1))

est un isomorphisme.

Preuve : Soit α = (α1, ..., αn−1) un n−1-uple d’entiers tels que 1 ≤ αi ≤ J(i), on note
Zα :=

∏n−1
i=1 Xi,αi

, et Uα l’ouvert affine de X défini par Zα 6= 0 : les Uα recouvrent X.
L’anneau de fractions Sϕ(Zα) est naturellement gradué par Zn−1 et si t = (m1, ..., mn−1) ∈
Nn−1, l’application canonique :

Aα,t := {x ∈ Sϕ(Zα), deg(x) = t} −→ H0(F ∩ Uα,OF (m1, ..., mn−1))

est par construction un isomorphisme k-linéaire. Comme S est intègre et Yi,j = ϕ(Zi,j) est
non nul, l’anneau Sϕ(Zα) s’identifie canoniquement à un sous-anneau gradué de l’anneau
de fractions SQ

i,j Yi,j
. Notons que chaque Yi,j engendre un idéal premier de S. En effet,

c’est un résultat classique que le mineur Yi,j est un irréductible de l’anneau factoriel R,
Yi,jR est donc premier dans R. Comme Yi,j est un invariant de N , il vient que (Yi,jR) ∩
S = Yi,jS, ce qui conclut. De plus, les Yi,jS sont deux à deux distincts. On en déduit
immédiatement que l’intersection des Aα,t dans SQ

i,j Yi,j
est exactement St, ce que l’on

voulait. �

Remarques :
– Discutons rapidement du lien avec la variété de drapeaux classique, bien qu’il ne

nous sera pas utile pour la suite. Le quotient N\SLn (qui n’est jamais affine) est
un ouvert de Spec(S). Précisément, c’est l’ouvert sur lequel T ' (G∗m)n−1 agit
librement par translation à gauche, ce qui identifie, si P désigne le Borel inférieur
standard de SLn, P\SLn avec F . L’immersion i est alors la composée de F ' P\SLn
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avec le plongement canonique de Plücker, et S l’anneau des coordonnées homogènes
de i(F ) dans le produit de projectifs en question.

– Le lemme 3.1 est aussi une conséquence du théorème de Borel-Weil-Bott, il a pour
unique avantage sur ce dernier de faire le lien avec la théorie des invariants, et en
particulier de fournir un modèle explicite.

– L’anneau S est un anneau factoriel. En effet, soient D =
∏n−1

i=1 Yi,1, W l’ouvert de
GLn/k défini par D 6= 0, P le Borel supérieur de GLn/k, N le sous-groupe des
unipotents inférieurs. Par la "décomposition Lower-Upper", la multiplication de
GLn/k induit un isomorphisme fonctoriel en A, une k-algèbre, et équivariant pour
l’action à gauche de N(A) (on prend celle évidente sur N × P ) :

N(A) × P (A) −→ W (A)

On a donc un isomorphisme sur k (en fait sur Z) de W avec N × P . Ainsi, S1/D '
k[P ∩SLn], et cette dernière est clairement factorielle (de dimension n(n+1)

2
−1). Par

un critère de Nagata, la factorialité de S suit si l’on voit que chaque Yi,1 engendre
un idéal premier dans S. Ceci est clair (et a déjà été utilisé dans la preuve de
3.1) car ils sont irréductibles dans l’anneau factoriel R, et (Yi,1R) ∩ S = Yi,1S. On
rappelle le critère de Nagata : "Soient A un anneau intègre noethérien, f ∈ A tel
que fA est premier, alors Af est factoriel si et seulement si A l’est".

3.2. Analytification. Si Z est un schéma de type fini sur Qp, on note Zan le Qp-
espace rigide associé. On se place sur l’ouvert affine Ω de X défini par Zi,1 6= 0, ∀i ∈
{1, ..., n − 1}. Si 1 < j ≤ J(i), on pose zi,j = Zi,j/Zi,1, ce sont des coordonnées sur Ω

identifiant ce dernier à
∏n−1

i=1 AJ(i)−1
Qp

. Soit I := H0(Ω, J̃), c’est donc l’idéal définissant
F∩Ω dans Ω. L’image des zi,j dans A(Ω)/IA(Ω) = A(F∩Ω) sera notée yi,j. On regarde le
sous-domaine affinoide B de Ωan =

∏n−1
i=1 AJ(i)−1

rig,Qp
défini par |zi,j| ≤ 1. L’algèbre affinoide

A(B) = Qp〈zi,j〉 est munie de sa norme sup. |.| (qui est aussi la norme de Gauss), et
a une structure entière canonique qui est A0(B) = Zp〈zi,j〉. On pose F := B ∩ F an,
A(F) = A(B)/IA(B), on le munit de la norme quotient de A(B). Notons que le point e
de coordonnées yi,j = 0 est dans F . L’action de GLn(Qp) sur Xan préserve F an, de plus :

Lemme 3.2. La restriction à Γ0(p) de cette opération préserve B et F , et l’action
induite sur A(B) (resp. A(F)) préserve A0(B) (resp. A0(F)).

Preuve : Explicitons l’action de GLn(Qp) sur X(Cp). Elle est définie par

∀g ∈ GLn(Qp), x ∈ X(Cp), f une fonction rationnelle sur X, f(xγ) = γ(f)(x)

On se place sur le i-ème facteur projectif, les coordonnées homogènes sont (Zi,1 : · · · :
Zi,J(i)), et γ ∈ Γ0(p) agit sur les Zi,j (lemme 2.1) par

γ(Zi,j) =

J(i)∑

k=1

ai,j,kZi,k,

Où ai,j,1, · · · , ai,j,k, · · · , ai,j,J(i) sont dans Zp avec ai,1,k ∈ pZp si 1 < k ≤ J(i) et ai,1,1 ∈ Z∗p.
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Soit x dans B(Cp), on a Zi,1(x) 6= 0, on peut donc supposer Zi,1(x) = 1 et alors par
définition |Zi,j(x)| ≤ 1 pour 1 < j ≤ J(i). Comme γ(Zi,1) ≡ ai,1,1Zi,1 mod pZp, avec
ai,1,1 ∈ Z∗p, il vient |Zi,1(xγ)| = 1. En particulier, il est non nul et les coordonnées de xγ
sont

(
1,

∑J(i)
k=1 ai,2,kzi,k(x)

ai,1,1 +
∑J(i)

k=2 ai,1,kzi,k(x)
, · · · ,

∑J(i)
k=1 ai,J(i),kzi,k(x)

ai,1,1 +
∑J(i)

k=2 ai,1,kzi,k(x)

)

Notons que les conditions |zi,j(x)| ≤ 1, ai,j,k ∈ Zp, et ai,1,k ∈ pZp si 1 < k ≤ J(i),
et ai,1,1 ∈ Z∗p montrent que xγ est dans B(Cp) et que pour l’action induite sur A(B),
A0(B) = Zp<xi,j>⊂ A(B) est préservé.

Les assertions analogues relatives à F en découlent immédiatement, notant que
GLn(Qp) préserve F an et que l’application canonique A0(B) → A0(F) est surjective.
Cette dernière affirmation vient de ce que A(F) est muni par définition la norme quo-
tient de A(B), dont l’ensemble des valeurs est une partie discrète de R. �

Remarque : Il est en fait aisé de voir que F(Qp) est l’orbite de e sous Γ0(p). En effet,
F (Qp) =

∐
w∈Sn

e.wΓ0(p), et F(Qp) est une réunion de telles orbites qui ne peut pas
contenir e.w si w 6= 1.

Il reste à regarder l’action des opérateurs ua. Par le lemme 2.1, si j désigne le i-uple
(j1 < j2 < ... < ji), alors u(zi,j) = p(

Pi
k=1 ajk

−ak)zi,j ∈ Zpzi,j. Le monoïde M stabilise donc
B ; A(B) et A0(B) sont ainsi des représentations de tout M. Les assertions du lemme 3.2
sont donc encore vérifiées pour M à la place de Γ0(p).

Lemme 3.3. – A(B) et A(F) sont orthonormalisables sur Qp,
– M opère linéairement continûment sur A(B) et A(F), par des opérateurs de norme
≤ 1.

– Les ua sont complètement continus sur A(B) et A(F) si a est strictement croissante.

Preuve : Il est clair que A(B) est orthonormalisable sur Qp, une base orthonormale
étant par exemple donnée par 1 et les monômes en les zi,j. Comme IA(B) est un idéal
de l’algèbre affinoide A(B), il est fermé. Les Qp-Banach IA(B) et A(F) = A(B)/IA(B),
munis tous deux de la norme induite par A(B), satisfont à l’hypothèse (N) de [93] (car
|A(B)| = |Qp|), ils sont donc orthonormalisables d’après loc. cit. Il existe même une
section isométrique à A(B) → A(F), identifiant A(B) avec IA(B) ⊕ A(F).

Les éléments de Γ0(p) préservant A0(B), qui est la boule unité de A(B), agissent donc
par endomorphismes de norme ≤ 1. Par passage au quotient, ils restent de norme ≤ 1
sur A(F) (ils sont même de norme 1). Enfin, ua est diagonal dans la base des monômes
en les zi,j et clairement de norme ≤ 1, complètement continu si et seulement si a est
strictement croissante, comme on le voit sur la formule u(zi,j) = p(

Pi
k=1 ajk

−ak)zi,j. On en
déduit le lemme par passage au quotient. �

Pour terminer, nous aurons besoin d’un calcul supplémentaire :
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Lemme 3.4. Soit g = γ1u
aγ2 ∈ Ta, alors

g(zi,j) =
a1 +

∑J(i)
k=2 akzi,k

λ+ p(
∑J(i)

k=2 bkzi,k)
, ak, bk ∈ Zp, λ ∈ Z∗p

Tous les ak avec k > 1 sont dans pZp si a est strictement croissante.

Preuve : C’est un calcul identique à celui du lemme 3.2. On a ρi(g) = ρi(γ1)ρi(u
a)ρi(γ2),

où ρi(γ1) et ρi(γ2) sont triangulaires supérieurs modulo p, ρi(u
a) étant de la forme pβiv,

où v est diagonale à coefficients dans pN. Lorsque a est strictement croissante, v est
congrue à diag(1, 0, , ..., 0) modulo p, par le lemme 2.1.

La matrice p−βiρi(g) est donc congrue modulo p à une matrice triangulaire supé-
rieure avec un inversible en première case. Dans le cas où a est strictement croissante,
p−βiρi(g) mod p est partout nulle sauf sa première ligne (dont le premier coefficient est
non nul et les autres sont quelconques à priori). Le même calcul qu’au lemme 3.2 montre
alors que g(zi,j) ="p−βiρi(g)(Zi,j)/p

−βiρi(g)(Zi,1)", ce qui est le résultat. �

3.3. Représentations analytiques de dimension infinie de Γ0(p).
Soit t = (m1, ..., mn−1) ∈ Nn−1, le OX -module Lt := O(m1, ..., mn−1) est locale-

ment libre de rang 1 engendré par ses sections globales, qui sont par construction le
Qp[GLn(Qp)]-module Bt. De plus, Lt est libre sur Ω de rang 1, engendré par et :=
Zm1

1,1Z
m2
2,1 · · ·Zmn−1

n−1,1. Il est donc libre sur B avec la même propriété, on le note N t . On
le munit de la norme définie par |etg| = |g|. L’application ψt : A(B) → N t définie par
ψt(g) = etg est alors un isomorphisme isométrique.

De même, i∗(Lt) = OF (m1, ..., mn−1) est un faisceau inversible sur F dont les sections
globales sont exactement le Qp[GLn(Qp)]-module St, par le lemme 3.1. Sa restriction à
F est libre de rang 1 sur A(F) avec pour base la section ft := Y m1

1,1 Y
m2
2,1 · · ·Y mn−1

n−1,1 . On le
note St . On le munit de la norme définie par |ftg| = |g|. L’application ψt : A(F) → St

définie par ψt(g) = ftg est alors un isomorphisme isométrique.

On peut calculer l’action induite par Γ0(p) et les ua sur N t et St, tout comme dans
le lemme 3.2, on trouve, pour N t :

γ(etf) = et

n−1∏

i=1

ji(γ)
miγ(f)(6)

où les ji sont des 1-cocycles M −→ Qp〈(zi,j)1<j≤J(i)〉∗ ⊂ A(B)∗, dont la restriction à
Γ0(p) est indépendante de t et à valeurs dans Zp〈(zi,j)1<j≤J(i)〉∗ ⊂ A(B)0∗. Ils vérifient
donc

ji(γ1γ2) = ji(γ1)γ1(ji(γ2))

Explicitement, on trouve :

ji(γ) = ai,1,1(γ) +

J(i)∑

k=2

ai,1,k(γ)zi,k
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Les ai,1,k(γ) sont définis comme dans le lemme 3.2, notons qu’ils sont tous dans
pZp sauf le premier, ai,1,1(γ) ∈ Z∗p. Les cocycles pour S t s’obtiennent par projection
A(B)∗ → A(F)∗, en remplaçant les zi,j par des yi,j, on les notera encore ji.

Les formules pour les ji nous montrent deux choses :
– Le Qp-espace vectoriel S t (resp. N t) est isomorphe à A(F) (resp. A(B)) comme

Qp[Γ0(p)]-module si l’on tord l’action de Γ0(p) sur A(F) (resp. A(B)) par le pro-
duit de cocycles jm1

1 · · · jmn−1

n−1 . Précisément, on considère l’action suivante (dite
"t-tordue") de Γ0(p) sur A(B)

[γ]t(f) :=
n−1∏

i=1

jmi

i (γ)γ(f)(7)

Les formules (6) et (7) montrent que l’application ψt : A(B) → N t définie plus haut
est Γ0(p)-équivariante pour l’action t-tordue sur A(B), et comme plus haut sur N t.
Notons que [Γ0(p)]t préservant IA(B), l’action t-tordue passe donc au quotient
A(F), ψt : A(F) → St étant encore équivariant par construction.

– L’expression ji(γ)
s a un sens dans A(B) pour s non nécessairement dans Z, mais

plus généralement dans un disque ouvert de Cp. Cette observation sera exploitée
plus loin.

En ce qui concerne le lien entre St et St, on a le

Lemme 3.5. Soit t = (m1, ..., mn−1) ∈ Nn−1, l’application canonique St → St est
injective.

Preuve : St est une Qp-représentation irréductible de gln(Qp). Cette dernière étant
aussi l’algèbre de Lie du sous-groupe ouvert Γ0(p) de GLn(Qp), St est une représentation
irréductible de Γ0(p). Comme la restriction canonique St → St est Γ0(p)-équivariante,
elle est soit nulle, soit injective. Elle n’est pas nulle car ft est dans son image. �

Remarque : La même assertion vaut pour Bt → N t, mais elle est triviale.

3.4. Torsion par des caractères de Γ0(p). Pour tout entier n ∈ Z, on dispose
d’un caractère detn : Γ0(p) → Q∗p (même défini sur GLn(Qp), bien sûr) par lequel il est
possible de tordre toute Qp-représentation de Γ0(p). Ainsi, si s = (t, n) ∈ Nn−1 × Z, Ss

(resp. Ss, Bs ou N s) désignera la représentation de Γ0(p) sur St (resp. St, Bt ou N t)
tordue par detn. Notons que det : Γ0(p) → Z∗p peut encore se voir comme un 1-cocycle
de Γ0(p) dans Z∗p (avec action triviale), ce qui permet de l’étudier en même temps que
les cocycles ji, on pose d’ailleurs jn := det.

De plus, si Γ1(p) désigne le sous-groupe de Γ0(p) composé des matrices unipotentes
modulo p, Γ1(p) est distingué de quotient (Z/pZ∗)n, ce qui nous fournit un groupe fini
de caractères ∆n, où

∆ := Homgr((Z/pZ)∗,Z∗p)

Nous aurons un peu plus loin à tordre certaines représentations de Γ0(p) par des éléments
de ∆n. Si V est une représentation de Zp[Γ0(p)], χ ∈ ∆n, nous noterons Vχ := V ⊗ χ
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la représentation V tordue par χ. Nous noterons de plus par abus St,χ (resp. Bt,χ) pour
(St)χ (resp. (Bt)χ).

3.5. Action et renormalisation des opérateurs U .
Soit t = (m1, ..., mn) ∈ Nn−1×Z, l’action des ua sur N t est donnée par le lemme 2.1 :

Si f ∈ A(B), ua(etf) = et ν
−1
t (ua)ua(f), ν−1

t (ua) := p
Pn

i=1 mi(
Pi

k=1 ak) ∈ pN

Ceci définit un caractère νt du monoïde U . Ce caractère est encore la restriction à
U de l’inverse du caractère de plus haut poids de St, i.e. l’inverse de t. En utilisant la
formule (5), il est facile de vérifier que νt s’étend de manière unique en un caractère de
M trivial sur Γ0(p). On peut donc tordre la représentation ρt de M sur N t par νt, ce qui
n’affecte pas l’action restreinte à Γ0(p), mais renormalise les ua de sorte que

(ρt ⊗ νt)(u
a)(etf) = etu

a(f)

De même qu’au paragraphe précédent, cette action se transporte à A(B) via ψt, on
la note [.]t, elle est définie par

et[g]t(f) = (ρt ⊗ νt)(g)(etf)

On renomme alors les cocycles ji ⊗ νt en ji, ceci n’affecte pas leur restriction
à Γ0(p), ils sont indépendants de t. Soit g ∈ M, on résume ceci en :





[g]t(f) =
∏n

i=1 j
mi

i (g)g(f)

Si i < n, ji(g) = λ+ p(
∑J(i)

k=2 bkzi,k), bk ∈ Zp, λ ∈ Z∗p (cf. lemme 3.4)

jn(g) = det(g) ∈ Z∗p

∀i ∈ {1, ..., n}, ji(ua) = 1 ("renormalisation")

(8)

Quand t est nul, [.]0 coïncide avec l’action naturelle de M sur A(B) (il n’y a pas
de renormalisation en poids 0). En général, [.]t apparaît comme étant la représentation
[.]0 tordue par le 1-cocycle

∏n
i=1 j

mi

i . Enfin, ces actions préservant IA(B), elles passent
au quotient A(F), et proviennent de celles sur S t via ψt. On les désignera de la même
manière pour ne par alourdir les notations.

3.6. Interpolation. Soit ω ∈ Cp tel que ωp−1 = −p si p > 2, ω := 2 si p = 2.
On pose p := 4 si p = 2, p := p si p est impair. Nous aurons à utiliser une petite
modification8 des résultats des paragraphes précédents pour p = 2. Précisément, Γ0(2)
désignera désormais les matrices triangulaires supérieures modulo 4, et les ua désigneront
les diag(2a1 , ..., 2an). On rappelle le :

Lemme 3.6. Si A est une Qp-algèbre de Banach commutative, f ∈ A tel que |f | ≤ |p|,
s ∈ A, alors (1 + f)s := 1 +

∑
n≥1

s(s−1)···(s−n+1)
n!

fn converge dans A si |s| < |ω/p|. La
notation (1 + f)s est consistante avec la définition usuelle lorsque s ∈ Z.

8Nous aurions pu aussi parsemer les paragraphes précédents de p et de p...
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On a les identités suivantes pour f, g, s, s′ ∈ A, tels que |f |, |g| ≤ |p|, |s|, |s′| < |ω/p| :
– (1 + f)s(1 + f)s′ = (1 + f)s+s′,
– (1 + f)s(1 + g)s = ((1 + f)(1 + g))s,
– (1 + f)s = expp(s logp(1 + f)),

– |(1 + f)s − 1| < p−
1

p−1 , en particulier |(1 + f)s| = 1.

Preuve : Si |s| ≤ 1, | s(s−1)···(s−n+1)
n!

fn| ≤ |p/ω|n et la série converge car |ω| > |p|. Si

|s| > 1, | s(s−1)···(s−n+1)
n!

fn| ≤ |ps/ω|n|ωn/n!| qui converge si |ps/ω| < 1 (séparer le cas
p = 2), ce que l’on voulait. La vérification des trois identités est un argument classique.
La dernière identité vient de ce que si |f | ≤ |p| et |s| < |ω/p|, alors

(1 + f)s = expp(s logp(1 + f)) =
∑

n≥0

sn(logp(1 + f))n

n!

Le terme général de la série ci-dessus est de norme < p−n(v(|f |)+v(|ω|/p)− 1
p−1

)+ Sn
p−1 ≤ p−

Sn
p−1 ,

Sn désignant la somme des chiffres de l’écriture de n en base p. �

Soit τ : (Z/pZ)∗ → Z∗p le morphisme de Teichmüller. Par les formules (8), les cocycles
ji : M → Zp〈zi,j〉∗ tombent dans (Z/pZ)∗ modulo p, on peut donc les composer par τ .
On définit alors le cocycle modifié :

ji := τ(ji)
−1ji : M −→ 1 + pA0(B)

pour ce dernier on va voir que l’interpolation est possible.

Soit r ∈ Q tel que 1 ≤ r < |ω/p| = p
p−2
p−1 si p est impair, 2 si p = 2. La boule affinoide

Wr "des poids" est l’ouvert affinoide de An défini sur tout corps local Kr contenant un
élément ur de norme r par

Wr(Cp) := {x = (s1(x), ..., sn(x)) ∈ (Cp)
n, ∀k, |sk(x)| ≤ r}

On définit
N (r) := A(Wr ×Kr

B) = Kr〈u−1
r s1, ..., u

−1
r sn, (zi,j)i,j〉,

S(r) := N (r)/IN (r) = A(Wr ×Kr
F),

avec la norme de Gauss sur N (r) et la norme quotient sur S(r). On appellera représenta-
tion "constante" de M sur N (r), celle obtenue à partir de la représentation (non tordue)
sur A(B) et en étendant les scalaires à A(Wr), on la note

M ×N (r) → N (r), (g, v) 7→ g(v)

Une deuxième représentation, plus intéressante, est la suivante. Soit g ∈ Ta, par le
lemme 3.6 et les formules (8), ji(g)

si a un sens dans A(Wr) = Kr〈u−1
r s1, . . . , u

−1
r sn〉, car

|si| ≤ r < |ω/p| et |ji(g) − 1| ≤ |p|. On peut donc poser

[g](f) :=
n∏

i=1

ji(g)
sig(f)(9)

On verra plus bas que c’est bien une représentation de M. Remarquons que par notre
choix de normalisation, [ua]f = ua(f) : les ua sont constants. Notons que [.] préserve
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IN (r) (car c’est le cas pour l’action constante) et que l’action de M passe donc au
quotient S(r), on l’étudie dans la proposition suivante :

Proposition 3.1. – N (r) et S(r) sont orthonormalisables sur A(Wr),
– M × N (r) → N (r), (g, v) → [g].v est une représentation de M. De même, les

applications M → A(Wr ×Kr
B)∗, g → ji(g)

si, sont des 1-cocycles.
– M opère via [.] A(Wr)-linéairement continûment sur N (r) et S(r), par des opéra-

teurs de norme ≤ 1.
– Si a est strictement croissante, les combinaisons A(Wr)-linéaires d’éléments de Ta

sont composées d’opérateurs A(Wr)-linéaires complètement continus.
– Si t = (m1, · · · , mn) ∈ Nn−1×Z ⊂ Wr(Kr), χ = (τm1+···+mn , τm2+···+mn , · · · , τmn) ∈

∆n, la fibre en t de N (r)χ (resp. S(r)χ) est naturellement isomorphe à N t ⊗Qp
Kr

(resp. St ⊗Qp
Kr), avec action de M.

– Si r′ > r, la restriction canonique N (r′)χ → N (r)χ commute aux actions de M,
et induit un isomorphisme M-équivariant N (r′)χ ⊗ A(Wr) ' N (r)χ, idem avec
Sχ(−).

Preuve : N (r) et S(r) sont obtenus par extension des scalaires à A(Wr) des Qp-
modules de Banach orthonormalisables A(B) et A(F), ils sont donc orthonormalisables
par le lemme 3.3. Via une section isométrique de A(B) → A(F), et donc un isomor-
phisme A(B) ' IA(B) ⊕ A(F) (chacun étant orthonormalisable sur Qp), on a même un
isomorphisme N (r) ' IN (r) ⊕ S(r), chaque terme étant A(Wr)-orthonormalisable.

L’action constante étant A(Wr)-linéaire, la formule (9) montre que M agit A(Wr)-
linéairement sur N (r), et donc sur S. Montrons qu’il préservent la boule unité de N (r).
Soit g ∈ Ta, f ∈ N 0(r), on a déjà vu que g(f) ∈ N 0(r). Il reste à vérifier que ji(g)

si ∈
N 0(r). Or ji(g) = 1 + ph, h ∈ N 0(r), et on conclut donc par la dernière assertion du
lemme 3.6.

Par passage au quotient, g préserve aussi S0(r).
L’opérateur ua étant constant, il est obtenu par extension des scalaires à A(Wr) de

l’opérateur ua sur A(B) (resp. A(F)), il est donc complètement continu sur N (r) et S(r)
quand le premier l’est, on conclut donc par le lemme 3.3.

L’avant dernière assertion est satisfaite par construction : la fibre en t de N (r) est
A(B) ⊗Qp

Kr avec [.]t pour action de M, ce qui est "presque" N t ⊗Qp
Kr à ceci près que

l’on a modifié les 1-cocycles ji. L’application ψt induit par construction un isomorphisme
de cette fibre en t vers N t ⊗Qp

Kr tordu par

τ(j1)
−m1τ(j2)

−m2 · · · τ(jn)−mn = τ−m1
1 (τ1τ2)

−m2 · · · (τ1 · · · τn)−mn

où l’on a posé τi : (Z/pZ)∗ → Z∗p, (x1, ....xn) 7→ τ(xi), ce qui conclut (idem pour S(r)).
Vérifions que [.] est une représentation de M. Soient x, y ∈ M, v1 = [xy] et v2 =

[x][y] sont deux A(Wr)-endomorphismes de N (r) qui coïncident en toutes les fibres sur
Nn ⊂ Wr(Cp), car on sait que les [.]t sont des représentations des M. N (r) étant or-
thonormalisable, il suffit de voir que les coefficients matriciels de v1, v2 dans une base
orthonormale fixée sont tous égaux. Mais ce sont des éléments de A(Wr) qui prennent
la même valeur sur Nn, et donc sur l’ouvert (Zariski dense) Zn

p . Ils sont donc égaux. Un
argument similaire donne l’assertion sur les 1-cocycles de l’énoncé.
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La dernière assertion est évidente. �

3.7. Modules de Banach et série principale analytique de Γ0(p) sur W.
Nous aurons besoin de quelques définitions concernant certains faisceaux de modules
topologiques sur un espace rigide et leurs sections globales. Faute de références adéquates,
nous les incluons ci-dessous.

3.7.1. Généralités. Soit X/Cp un espace rigide réduit, on va considérer des faisceaux
de modules topologiques sur X du type suivant : soit V un espace de Banach sur Cp

orthonormalisable, on appellera module de Banach (sous-entendu "orthonormalisable")
sur X associé à V , le faisceau de Orig

X -modules noté V ⊗̂Cp
Orig

X , défini sur tout ouvert
affinoide Ω ⊂ X par

(V ⊗̂Cp
Orig

X )(Ω) := V ⊗̂Cp
(Orig

X (Ω))

Si Ω est ouvert affinoide, Orig
X (Ω) est une Cp-algèbre de Banach muni de la norme

sup., ce qui permet de voir (V ⊗̂Cp
Orig

X )(Ω) comme un Orig
X (Ω)-module de Banach. Si

(ei)i≥1 est une base orthonormale de V , (ei⊗̂1)i≥1 est une base orthonormale du Orig
X (Ω)-

module de Banach (V ⊗̂Cp
Orig

X )(Ω). Il est clair que V ⊗̂Cp
Orig

X est bien un préfaisceau
pour la G-topologie faible sur X. Une conséquence du théorème d’acyclicité de Tate
et de la donnée de la base orthonormale globale est que c’est bien un faisceau pour la
G-topologie faible. Il s’étend donc canoniquement en un faisceau pour la G-topologie
forte de X, que l’on note encore V ⊗̂Cp

Orig
X . Si Ω est un ouvert admissible quelconque de

X, on munit V ⊗̂Cp
Orig

X (Ω) de la topologie la plus faible rendant toutes les applications
V ⊗̂Cp

Orig
X (Ω) → V ⊗̂Cp

Orig
X (Ω′) continues, où Ω′ ⊂ Ω est un ouvert affinoide de Ω. Il est

immédiat que cette topologie coïncide avec celle du Banach sous-jacent lorsque Ω est
affinoide. Cela s’applique en particulier à Cp⊗̂Cp

Orig
X = Orig

X , et en fait un faisceau en
Cp-algèbres topologiques sur X.

Soit M le module de Banach orthonormalisable sur X associé à V . L’espace topolo-
gique M(X) contient V comme sous-espace de manière naturelle. Le sous-OCp

-module de
M(X) composé des sections dont la restriction à tout ouvert affinoide est de norme ≤ 1
est un fermé que l’on notera M(X)0 ; on parlera de sections entières de M. Ceci s’ap-
plique en particulier aux cas de Orig

X (X) et Orig
X (X)0. Enfin, à chaque t ∈ X(Cp), on peut

considérer le Cp-espace de Banach Mt, la fibre de M en t, défini par M(Ω)⊗̂Orig
X

(Ω)Cp,

avec pour Orig
X (Ω) → Cp l’évaluation en t et Ω étant un ouvert affinoide de X contenant

t. Le Cp-Banach Mt est isomorphe à V .
Un morphisme ϕ : M1 → M2 de modules de Banach sur X est un morphisme de

Orig
X -modules dont la restriction à chaque ouvert affinoide Ω ⊂ X induit une application

continue ϕ(Ω) : M1(Ω) → M2(Ω) (il suffit que ceci soit vérifié sur un recouvrement
admissible de X). Il est dit entier si les ϕ(Ω) sont de norme ≤ 1. Le morphisme ϕ induit
une application Orig

X (X)-linéaire continue M1(X) → M2(X) préservant les sections
entières si ϕ est entier.

Soient K un corps local, V ′ un K-espace de Banach orthonormalisable, on suppose
qu’il existe un isomorphisme V ′⊗̂KCp ' V , ce qui fait de V ′ une K-structure pour V .
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Sur chaque ouvert affinoide Ω de X défini sur K, V ⊗̂Cp
Orig

X (Ω) a une structure sur K
donnée par V ′⊗̂KOrig

X (Ω/K). Si V et une famille F d’ouverts affinoides Ω ⊂ X ont une
structure sur K, on notera M(X,K) le sous-K-espace vectoriel fermé de M(X) composé
des sections qui se restreignent en des sections K-rationnelles sur les Ω ∈ F .

Soient M1 et M2 des modules de Banach orthonormalisables sur X, avec des struc-
tures rationnelles sur K respectives V1 et V2, ainsi qu’une donnée F comme ci-dessus.
On dira qu’un W-morphisme ϕ : M1 → M2 est rationnel si pour tout ouvert affinoide
Ω ∈ F de X, ϕ envoie V1⊗̂KA(Ω/K) ⊂ M1(Ω) dans V2⊗̂KA(Ω/K) ⊂ M2(Ω).

3.7.2. Modules de Banach sur W. Soit W l’espace rigide sur Cp réunion croissante des
Wr, 1 ≤ r < |ω/p|. On l’appellera l’espace des poids. Des exemples de modules de Banach
sur W sont donnés par les modules Sχ et Nχ, que l’on définit comme étant associés
respectivement à A(F)χ et à A(B)χ. Par la proposition 3.1, M agit par endomorphismes
de Banach entiers sur ces espaces, on a la

Définition : Si χ ∈ ∆n, le module de Banach Sχ := Orig
W ⊗̂Cp

A(F)χ, vu comme
représentation de M, sera appelé la famille analytique des séries principales de Γ0(p) de
caractère χ.

Remarque : Notons que par 3.1, si t = (m1, ..., mn) ∈ Nn−1 × Z, Sχ,t (resp. Nχ,t),
est isomorphe comme Qp[M]-module à St

χτt
(resp. N t

χτt
), où τt : Γ0(p) → (Z/pZ)n → Z∗p

vaut
(τ−m1−m2−..−mn, τ−m2−...−mn, ..., τ−mn)

τ étant le caractère de Teichmüller. Ceci explique la notation supérieure provisoire choisie
pour les St, car ce sont plutôt les St qui varient analytiquement en t.

Nous aurons besoin encore de quelques définitions concernant les modules de Banach
sur W. Le lemme suivant, bien qu’important, est immédiat :

Lemme 3.7. – Orig
W (W) s’identifie canoniquement à l’anneau des séries conver-

gentes sur tout W(Cp), avec la topologie faible donnée par la famille des normes

|f |r = sup
x∈Wr(Cp)

|f(x)|

– Orig
W (W)

0
s’identifie alors aux séries convergentes bornées par 1 sur W(Cp). C’est

un anneau local complet pour la topologie adique donnée par tout idéal Ir, où Ir est la
boule fermée de centre 0 de rayon 1/2 pour |.|r. Si t1 := (p/ω)s1, · · · , tn := (p/ω)sn,
alors

Orig
W (W)

0 ' OCp
[[t1, ..., tn]]

L’idéal (p, t1, ..., tn) est un idéal de définition de la topologie de Orig
W (W)

0
.

– La donnée d’une base orthonormale (en)n≥1 de V induit un isomorphisme topolo-

gique de M(W)0 avec C0(N,Orig
W (W)

0
).

Si A est un anneau topologique, on désigne par C0(N, A) l’anneau des fonctions de
N dans A tendant vers 0 à l’infini. Si A est un anneau linéairement topologisé par une
famille d’idéaux Iλ, la famille de sous-A-modules I ′λ := {f ∈ C0(N, A), f(N) ⊂ Iλ} fait
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de C0(N, A) un A-module topologique. Il est complet et séparé si A l’est, I-adique si A
l’est et I est de type fini.

Soit L := Qp(ω) = Qp(µp), la boule fermée de rayon |ω/p| est définie sur L. Les
coordonnées ti = (p/ω)si (p/ω ∈ OL) sont définies sur L et identifient W ⊂ An à la
boule ouverte de centre 0 de rayon 1 sur L. Soit M := Orig

W ⊗̂Cp
V un module de Banach

sur W, V ′ une structure sur L de V , on définit comme structure sur L de W l’unique
ouvert affinoide W1 (il est même défini sur Qp). On pose

Λ := Orig
W (W, L) ∩ Orig

W (W)0

et plus généralement
MΛ := M(W, L) ∩M(W)0

MΛ sera appelé le module des sections Λ-adiques de M.

Lemme 3.8. – L’isomorphisme Orig
W (W)

0 ' OCp
[[t1, ..., tn]] induit un isomorphisme

topologique

Λ ' OL[[t1, ..., tn]],

ce dernier étant muni de sa topologie canonique d’anneau local complet,

– L’isomorphisme M(W)0 ' C0(N,Orig
W (W)

0
) induit un isomorphisme de Λ-modules

topologiques

MΛ ' C0(N,Λ)

En particulier, notant m := (ω, t1, ..., tn) l’idéal maximal de Λ, MΛ est complet et
séparé pour la topologie m-adique.

4. Les formes automorphes pour G

4.1. Le groupe algébrique G. Soit G un groupe algébrique sur Q forme tordue
de GLn, i .e. tel que GC ' GLn/C. Tous ces groupes sont obtenus en considérant une
Q-algèbre E étale sur Q de degré 2, ainsi qu’une E-algèbre D centrale simple de rang n2,
munie d’une Q-involution ∗ induisant sur E le Q-automorphisme non trivial. Le groupe
G sur Q associé à cette donnée est tel que pour toute Q-algèbre R :

G(R) := {x ∈ D ⊗Q R, xx
∗ = 1}

En particulier, siD et E sont non ramifiés au dessus de p,G(Qp) est isomorphe à GLn(Qp)
ou au groupe unitaire non ramifié Un(Qp) selon que p est totalement décomposé ou inerte
dans E. Enfin, G(R) est isomorphe à GLn(R) si E = Q×Q ou un corps quadratique réel,
et à Up,q(C) (le groupe unitaire réel de signature (p, q)) si E est un corps quadratique
imaginaire. On fera l’hypothèse suivante :

G(R) est compact, autrement dit E est imaginaire et ∗ de signature (n, 0) ou (0, n)

Le centre de G est le tore des éléments de norme 1 de E/Q. On aurait aussi pu considérer
le cas où G(R) est non compact mais compact modulo son centre, ce qui n’arrive que
quand n = 2 et G est le groupe des inversibles d’une Q-algèbre de quaternions définie,
pour lequel toutes les techniques de ce texte s’appliqueraient avec peu de modifications.
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Exemples : Les obstructions globales liées à l’existence de formes tordues de GLn d’un
type fixé à toutes les places sont discutées dans [27] chapitre 2. Par exemple, si n est
impair ou multiple de 4 (resp. pair non multiple de 4), il existe un groupe G satisfaisant
l’hypothèse ci-dessus qui est quasi-déployé à toutes les places finies (resp. toutes sauf
éventuellement une que l’on peut choisir).

Soient p un nombre premier décomposé dans E, w une place de E divisant p fixée
dans tout le texte. La donnée de w définit un isomorphisme ηp : G/Qp ' GLn/Qp. On
fixe de plus un isomorphisme de corps

ip : C −→ Qp

Les données de w et ip fournissent un plongement distingué E ↪→ C, et permettent de
fixer un isomorphisme η∞ : G/C ' GLn/C, par η∞ := i−1

p ηip. On a alors les diagrammes
commutatifs suivants, que l’on considérera par la suite comme des inclusions :

Q
� _

��

� � // Qp� _

i−1
p

��

G(Q)
� _

��

� � // G(Qp)� _

i−1
p ηp

��

R
� � // C G(R) � � η∞

// GLn(C)

On se fixe de plus un sous-groupe ouvert compact U de G(Af), le "niveau", que l’on
supposera pour simplifier de la forme U = U(p) × Up, où U(p) est un sous-groupe ouvert
compact de G(Qp) et Up un sous-groupe ouvert compact de G(Ap

f).

Par la finitude du nombre de classes généralisée (cf. [11] thm. 5.1), l’ensemble quotient
G(Q)\G(Af)/U est fini. On pose

X(U) := G(Q)\G(Af)/U = {x1, ..., xh}, h = |X(U)|, G(Af ) =

h∐

i=1

G(Q)xiU

les xi étant fixés une fois pour toutes. On supposera de plus que U est net, c’est à dire
que G(Q) × U agit librement sur G(Af). Il est équivalent de demander la trivialité des
groupes Γi := x−1

i G(Q)xi ∩U . Il faut noter que l’hypothèse de compacité à l’infini sur G
entraînant que G(Q) est discret dans G(Af ), Γi est toujours fini. Les Γi sont triviaux pour
tout U assez petit, d’un point de vue pratique il est intéressant d’avoir des conditions
explicites, une assez grossière est la suivante, sa preuve indiquant bien ses raffinements
possibles :

Proposition 4.1. Il existe un entier e, explicite ne dépendant que de n, tel que U
est net dès qu’il existe un l premier, (l, e) = 1, tel que l’image de U dans G(Ql) soit
pro-l. Ceci vaut en particulier si (p, e) = 1.

Preuve : G(Q) ⊂ GLn(E), tout élément de N -torsion de ce dernier a pour polynôme
minimal sur E un diviseur deXN−1, et il est de plus divisible par le polynôme minimal de
ωN = e2iπ/N sur E, qui est de degré ϕ(N) ou ϕ(N)/2. Dans tous les cas, ceci implique que
ϕ(N) ≤ 2n, ce qui ne laisse qu’un nombre fini de N possibles explicitement calculables
pour GLn(E), et en particulier la torsion de G(Q) a un exposant. Soit e cet exposant,
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si l est un nombre premier, premier à e, soit U(l) l’image de U dans G(Ql), alors U ∩
xG(Q)x−1 ⊂ U(l)∩xG(Q)x−1 est toujours trivial, car pro-l et de e-torsion avec (e, l) = 1.
�

Remarque : L’hypothèse de netteté sur U n’intervient dans ce qui suit que pour assurer
que certains modules de Banach sont orthonormalisables, plutôt que "points fixes d’un
module de Banach sous l’action d’un groupe fini", et ce pour pouvoir leur appliquer
la théorie de Coleman [30].A. Dans un travail en cours ([22]), Buzzard a repris dans
un cadre plus général les travaux de Coleman, ses résultats nous permettraient de nous
passer de l’hypothèse "net".

4.2. Les formes automorphes pour G. Soit t = (m1, ..., mn) ∈ Nn−1 × Z, pour
tout corps k de caractéristique 0, on note St(k) la représentation algébrique de GLn(k)
de plus haut poids t telle qu’on l’a définie en section 2.3, sa formation est compatible
à l’extension du corps k. Via ip, St(Qp) ⊂ St(C), de même St(R) ⊂ St(C). Par le
diagramme plus haut, les "inclusions" G(R), G(Qp) ⊂ GLn(C) réalisent St(C) comme
représentation de G(R) et de G(Qp) prenant même valeur sur G(Q) et dont la restriction
à G(Qp) =w GLn(Qp) est la représentation St(Qp).

Notons que G(Q)×G(R)×U agit linéairement sur le C-vectoriel A(C) des fonctions
G(A) → C, par ((λ, g, u).f)(x) = f(λ−1xgu).

Définition : Soit t ∈ Nn−1 × Z, l’espace des formes automorphes de poids t et de
niveau U est le C-vectoriel des fonctions à valeurs complexe sur XU = G(Q)\G(A)/U ,
engendrant sous G(R) le dual de la représentation St(C)9. On le note St(G,U ,C).

Ainsi, l’espace des formes automorphes de poids t et de niveau U pourra être vu
comme le C-vectoriel des applications S∗t (C) ×G(Q)\G(A)/U → C, telles que

∀x ∈ XU , ϕ 7→ f(ϕ, x) est C-linéaire,

∀g ∈ G(R), ϕ ∈ S∗t (C), x ∈ XU , f(g.ϕ, x) = f(ϕ, xg)

Nous allons donner un modèle de ces espaces sur Qp. On considère pour cela l’espace
S ′t(G,U ,C) des fonctions G(Q)\G(Af) → St(C) telles que

∀u ∈ U , x ∈ G(Q)\G(Af), f(xu) = (up)
−1f(x)

Si f ∈ S ′t(G,U ,C), on définit ψ(f) par

ψ(f)(ϕ, x) = ϕ(x−1
∞ xpf(xf )), x ∈ G(Q)\G(A), ϕ ∈ St(C)∗

Lemme 4.1. ψ définit un C-isomorphisme S ′t(G,U ,C) → St(G,U ,C)

Preuve : On vérifie immédiatement que si f ∈ S ′t(G,U ,C), ψ(f) ∈ St(G,U ,C). Soit
g ∈ St(G,U ,C), on va définir λ(g) ∈ S ′t(G,U ,C). Soit x ∈ G(Af ), la forme linéaire sur
S∗t (C) φ → g(φ, 1 × x) est représentée par un unique vecteur de St(C) que l’on note
xp(λ(g)(x)), il vérifie ∀φ ∈ S∗t (C), φ(xpλ(g)(x)) = g(φ, 1 × x). On vérifie facilement que
λ(g) ∈ S ′t(G,U ,C), et que φ et ψ sont réciproques. �

9Plus exactement, "engendrant une somme de copies du dual de St(C)".
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En particulier, St(G,U ,C) est de dimension finie sur C, l’injection

ι : S ′t(G,U ,C) ↪→ St(C)h, f → (f(x1), ..., f(xh))

étant même un isomorphisme car U est net. Notons maintenant que la définition de
S ′t(G,U ,Qp) a un sens : c’est le Qp-vectoriel des fonctions

f : G(Q)\G(Af ) → St(Qp), ∀x ∈ G(Q)\G(Af), u ∈ U , f(xu) = (up)
−1f(x)

Enfin, S ′t(G,U ,Qp) ⊂ S ′t(G,U ,C) est une structure sur Qp de ce dernier, elle corres-
pond via ι à St(Qp)

h ⊂ St(C)h. On pose donc St(G,U) := S ′t(G,U ,Qp).

La construction ci-dessus se généralise : pour tout anneau A et tout A[U(p)]-module
V , on peut considérer, à la manière du paragraphe précédent, le A-module V (G,U)

V (G,U) := {f : G(Q)\G(Af ) → V, ∀x ∈ G(Q)\G(Af ), u ∈ U , f(xu) = (up)
−1f(x)}

Pour chaque tel V (G,U), on dispose d’un A-isomorphisme

ι : V (G,U) → V h, ι(f) = (f(x1), ..., f(xh))(10)

V → V (G,U) est un foncteur exact des A[U(p)]-modules dans les A-modules, qui commute
à l’extension des scalaires en A. Notons que via ι, si V est un A-module normé, V (G,U)
hérite de la norme de V par |f | = suph

i=1 |f(xi)|, et il est isomorphe à V h comme A-
module normé. Enfin, si M est un Orig

X [U(p)]-module (resp. de Banach) sur un espace
rigide X,

M(G,U) := {W → M(W )(G,U) = M(G,U)(W )}
est aussi un Orig

X -module (resp. de Banach).

4.3. Opérateurs diamants en p. À partir de là, on choisit un U tel que, via ηp,
U(p) soit le sous-groupe Γ1(p) de GLn composé des unipotents supérieurs modulo p, on
le note U1(p). On pose U0(p) = U1(p)Γ0(p), Γ0(p) étant vu comme sous-groupe de G(Af)
trivial hors de p et via ηp en p.

Pour tout A[Γ0(p)]-module V , Γ0(p) opère sur V (G,U1(p)) par (γ, f)(x) = γf(xγ),
sa restriction à Γ1(p) étant triviale. On a donc une action de ((Z/pZ)∗)n sur V (G,U1(p)).
Si A est une Z[1/(p− 1)](e2iπ/(p−1))-algèbre (Z[1/2]-algèbre pour p = 2), cette action se
diagonalise selon les caractères de (Z/pZ∗)n, dont le groupe est ∆n :

V (G,U1(p)) = ⊕χ∈∆nV (G,U0(p))(χ)

V (G,U0(p))(χ) := {f ∈ V (G,U1(p)), ∀γ ∈ Γ0(p), f(xγ) = χ(γ)γ−1f(x)} = Vχ(G,U0(p))

Avec ces définitions, pour tout poids entier t,

St(G,U1(p)) = ⊕χ∈∆nSt,χ(G,U0(p))

St,χ(G,U0(p)) est l’espace des formes automorphes sur Qp de poids t, niveau U0(p), et de
caractère χ en p.
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4.4. Les formes automorphes p-adiques.

On renvoie au §3.7.2 pour les définitions de Sχ et Nχ.

Définitions : Le module de Banach sur W des formes automorphes p-adiques pour
G de niveau U0(p), de type χ ∈ ∆n en p est le module de Banach sur W :

Sχ(G,U0(p))

On parlera aussi de formes automorphes p-adiques de type (G,U0(p), χ). Si t ∈ W(Cp),
la fibre en t de Sχ(G,U0(p)) est Sχ(G,U0(p))t = (Sχ)t(G,U0(p))

10, que l’on notera aussi
Sχ,t(G,U0(p)). Le Cp-espace de Banach Sχ,t(G,U0(p)) sera appelé l’espace des formes
automorphes p-adiques de type (G,U0(p), χ) et de poids t.

Si t = (m1, ..., mn) ∈ Nn−1 × Z, Sχ,t(G,U0(p)) contient (par 3.5 et 3.1) le Cp-espace
St,τtχ(G,U0(p)), où τt désigne le caractère

(τ−m1−···−mn , τ−m2−···−mn , · · · , τ−mn) ∈ ∆n

On pose donc
Sχ,t(G,U0(p))

cl := St,τtχ(G,U0(p)),

Ses éléments seront appelés les formes automorphes p-adiques classiques de poids t et
de type (G,U0(p), χ).

Remarque : Avec ces définitions, il faut noter qu’une forme automorphe p-adique
classique de poids t et de type χ en p est une forme automorphe de poids t mais de
caractère τtχ.

Définition : Sχ,Λ(G,U0(p)) = Sχ(G,U0(p))Λ est le Λ-module des formes automorphes
Λ-adiques de type (G,U0(p), χ).

Proposition 4.2. Sχ(G,U0(p)) et Nχ(G,U0(p)) sont des modules de Banach ortho-
normalisables sur W. Les Λ-modules Sχ,Λ(G,U0(p)) et Nχ,Λ(G,U0(p)) sont plats, com-
plets et séparés, isomorphes non canoniquement à C0(N,Λ).

Preuve : Sχ(G,U0(p)) (resp. Nχ(G,U0(p))) est le module de Banach orthonorma-
lisable sur W associé à A(F)(G,U0(p)) (resp. A(B)(G,U0(p))). Les Λ-modules topolo-
giques de l’énoncé sont isomorphes à C0(N,Λ) par le deuxième point du lemme 3.8.
L’assertion de platitude est équivalente à celle sur Λ de C0(N,Λ). Or

C0(N,Λ) ' Λ〈T 〉
comme Λ-module topologique et il est bien connu que ce dernier est plat sur Λ quand Λ
est un anneau local noethérien complet. �

4.5. L’algèbre de Hecke.

10Ceci vient de ce que ι identifie V (G,U) à V h fonctoriellement en V , en tant que A-module (avec
les notations du §4.2).
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4.5.1. Les opérateurs de Hecke. Soit ζ un élément de G(Af) tel que ζp ∈ M,

U0(p)ζU0(p) =

r(ζ)∐

i=1

ζiU0(p)(11)

pour certains ζi ∈ U0(p)ζU0(p). L’action par translation à droite sur de Γ0(p) sur A(C)
préserve les St(G,U1(p),C) et se factorise par ∆n, ce qui décompose St(G,U1(p),C) =
⊕χ∈∆nSt(G,U1(p),C)[χ]11, St(G,U1(p),C)[χ] étant l’espace propre de caractère χ. Fixons
un χ : Γ0(p) → (Z/pZ∗)n → C∗. On définit un C-endomorphisme de St(G,U1(p),C)[χ],
l’opérateur de Hecke T (ζ) associé à ζ, par la formule suivante :

(12) ∀x ∈ G(Q)\G(A), T (ζ)(f)(x) :=

r(ζ)∑

i=1

χ−1((ζi)p)f(xζi)

Dans cette formule, χ désigne l’unique caractère du monoïde M coïncidant avec le χ
fixé sur Γ0(p), trivial sur U (cf. 2.5). Cet opérateur est indépendant du choix des ζi. L’ac-
tion déduite sur S ′t(G,U1(p),C)[χ] (défini de manière évidente) descend à Sχ,t(G,U0(p))
(qui en est une Qp-structure), par la formule :

∀x ∈ G(Q)\G(Af ), T (ζ)(f)(x) =

r(ζ)∑

i=1

(ζi)p.f(xζi)(13)

Noter que les "χ(ζi)" sont compris dans l’action ”.” de Γ0(p) sur Sχ,t(Qp) = St(Qp)⊗χ.
Soient maintenant ζ tel que ζp ∈ M, V un A-module venant avec une action A-linéaire de
M, alors la formule 13 définit un opérateur A-linéaire T (ζ) sur les V (G,U0(p)). Ceci nous
définit en particulier les opérateurs de Hecke T (ζ), ζp ∈ M, agissant sur les Nχ(G,U0(p))
et Sχ(G,U0(p)).

On aura besoin d’une factorisation des opérateurs de Hecke agissant sur les espaces
de type V (G,U0(p)). On pose h := |X(U0(p))|, on rappelle que ι est défini par la formule
(10).

Lemme 4.2. Soient ζ ∈ G(Af ) tel que ζ ∈ Ta, alors T (ζ) s’écrit sous la forme∑h.r(ζ)
j=1 Tj · σj, où via ι, les σj sont des opérateurs de permutation des h-coordonnées,

composés par la projection sur l’une des coordonnées, et les Tj sont des opérateurs dia-
gonaux dans Ta.

Preuve : Soient ζ comme dans l’énoncé, ainsi qu’une décomposition U0(p)ζU0(p) =∐r(ζ)
i=1 ζiU0(p). Si i est fixé, alors pour tout 1 ≤ s ≤ h, on peut écrire xsζi = di(s)xδi(s)ui(s),

où δi est une application de {1, ..., h} dans lui-même, avec di(s) ∈ G(Q) et ui(s) ∈ U0(p).
Considérons d’une part l’endomorphisme σi,s de V (G,U0(p)) défini par :

ι.σi,s.ι
−1(v1, · · · , vh) := (0, ..., 0, vs, 0, ..., 0)

11On rappelle que l’on identifie C et Qp via ip
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le vs étant à la δi(s)
ieme position, et d’autre part l’endomorphisme Ti,s de V (G,U0(p))

défini via ι comme agissant diagonalement par (ζiu
−1
s )p. Alors

T (ζ) =
∑

i,s

Ti,sσi,s

En effet, si f ∈ V (G,U0(p)), v = (f(x1), · · · , f(xh)),

ι.T (ζ).ι−1(v) = (T (ζ)(f)(x1), · · · , T (ζ)(f)(xh))

T (ζ)(f)(xs) =
∑r(ζ)

i=1 (ζi)p.f(xsζi) et f(xsζi) = (ui(s)
−1)p.f(xδi(s)) concluent. �

4.5.2. L’algèbre de Hecke globale. Soit H une sous-algèbre de l’algèbre de Hecke glo-
bale de (G(Af)), U0(p)) que l’on choisit :

– à coefficients dans Λ,
– engendrée par la sous-algèbre de l’algèbre de Hecke-Iwahori en p constituée des

doubles classes [Γ0(p)mΓ0(p)], avec m ∈ M,
– et par une sous-algèbre commutative de l’algèbre de Hecke de (G(Ap

f), U0(p)
p).

Alors H est commutative (cf. [89] Lemme 10 §4).

Proposition 4.3. H opère par endomorphismes rationnels entiers sur Sχ(G,U0(p))
(resp. Nχ(G,U0(p))), par conséquent elle préserve Sχ,Λ(G,U0(p)) (resp. Nχ,Λ(G,U0(p))).

Preuve : Par la proposition 3.1, M agit par endomorphismes entiers de module de
Banach sur Sχ et Nχ, rationnels car ils préservent A(W1/Qp ×F) et A(W1/Qp ×B). On
en déduit le résultat par la formule (10) et le lemme 4.2. �

On s’intéresse à l’adhérence Hχ,Λ, de l’image de H dans

Eχ := {u ∈ End(Sχ(G,U0(p))), entiers, rationnels}
La topologie considérée sur Eχ est la moins fine pour laquelle les restrictions

Eχ → Endcont
A(Ω)(Sχ(G,U0(p))(Ω)), Ω ⊂ W ouvert affinoide,

soient continues, ces derniers étant munis de la norme sup. Via un isomorphisme de
Λ-modules topologiques : Sχ,Λ(G,U0(p)) ' C0(N,Λ), on vérifie facilement que Eχ est
topologiquement isomorphe au Λ-module (C0(N,Λ))N muni de sa topologique m-adique,
pour laquelle il est complet séparé.

Proposition 4.4. Hχ,Λ est une Λ-algèbre commutative topologique profinie, semi-
locale, telle que Λ ↪→ Hχ,Λ est continue. En particulier, Hχ,Λ est compacte.

Preuve : Hχ,Λ est l’adhérence de l’image de H dans Eχ. Sa topologie est la topologie
donnée par la filtration des (mrEχ) ∩ Hχ,Λ, elle est donc complète et séparée pour cette
dernière. Sa restriction à Λ est la topologie m-adique naturelle de ce dernier, car (mrEχ)∩
Λ = mrΛ. Prouvons que Hχ,Λ est profinie. Il suffit de voir que les quotients Hχ,Λ/(m

rEχ∩
Hχ,Λ) sont finis. Notons que par le lemme 4.2, Λ/mrΛ étant fini, il suffit de voir que M
n’agit sur Sχ,Λ/m

rSχ,Λ que par un nombre fini d’endomorphismes, ou encore de voir la
même chose sur Nχ,Λ/m

rNχ,Λ. Mais il est clair (§2.1, lemme 2.1) que le sous-groupe
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distingué de Γ0(p) d’indice fini 1+ prMn(Zp) y agit trivialement, et que U n’agit que par
un nombre fini d’endomorphismes. On conclut par l’égalité M = Γ0(p)UΓ0(p).

Dans un anneau commutatif A complet séparé pour un topologie donnée par une
famille décroissante d’idéaux {Ir, r ∈ N} telle que IrIs ⊂ Ir+s, on a I1 ⊂ Rad(A). En
particulier A est semi-local si et seulement si A/I1 l’est. Dans notre cas A = Hχ,Λ,
Ir = (mrEχ) ∩Hχ,λ et A/I1 est fini. �

En particulier, Hχ,Λ est un produit fini d’algèbres locales pro-artiniennes à corps
résiduels finis de caractéristique p. Soient eχ,1, ..., eχ,r les idempotents minimaux de Hχ,Λ,

Hχ,Λ '
r∏

i=1

eχ,iHχ,Λ

On note Ψχ,i : Hχ,Λ → Fp, i ∈ {1, ..., r}, les r caractères résiduels.

Proposition 4.5. L’ensemble des Ψχ,i coïncide avec celui des réductions modulo
mOCp

des caractères OCp
-valués de Hχ,Λ dans la réunion des Sχ,t(G,U0(p))

cl, t ∈ Nn−1×Z.

Preuve : Les Fp[M]-modules S0
χ,t ⊗OCp

Fp (resp. N 0
χ,t ⊗OCp

Fp), t ∈ W(Cp) variant,
sont (canoniquement) isomorphes entre eux, car d’une part les ji

si sont triviaux modulo
mOCp

par le dernier point du lemme 3.6, et d’autre part les ua sont constants. Soit Sχ

(resp. N χ) ce Fp[M]-module commun. Si t ∈ Nn−1×Z, on peut considérer la composition
des applications naturelles Zp[M]-équivariantes

B0
t,χτt

↪→ N 0
χ,t � Sχ

Elle se factorise par S0
t,χτt

⊗Zp
Fp. Montrons que la réunion des images de ces dernières

applications, t ∈ Nn−1 × Z variant, recouvre Sχ. Cela vient de ce que N χ → Sχ est
surjective, et de ce que la réunion des images des applications naturelles B0

t,χτt
⊗Zp

Fp →
N χ est tout N χ. Notons enfin que le Fp-espace vectoriel Sχ,Λ/mSχ,Λ est une Fp-structure
de S0

χ,0 ⊗OCp
Fp = Sχ stable par M.

Le foncteur V → V (G,U0(p)) étant exact et commutant à l’extension des scalaires,
on en déduit que Sχ(G,U0(p)) est un Fp[M] module isomorphe à Sχ,Λ(G,U0(p))⊗Λ Fp, et
qu’il est réunion des images des applications Sχ,t(G,U0(p))

cl,0. On conclut par le lemme
de Deligne-Serre (cf. [38] Lemme 6.11), en notant que ces derniers espaces sont obtenus
par extension des scalaires à OCp

du OL-module libre de type fini St,χτt
(G,U0(p))

0⊗Zp
OL,

qui est stable par Hχ,Λ. �

4.6. Opérateurs Ua
p .

Proposition 4.6. Les T (ζ) (ζp ∈ Ta) sont des endomorphismes rationnels et entiers
de Sχ(G,U0(p)) et Nχ(G,U0(p)). Si a est strictement croissante, T (ζ) est complètement
continu au dessus de chaque ouvert affinoide de W.
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Preuve : La première assertion a déjà été vue. Si a est strictement croissante et
ζp ∈ Ta, 4.2 montre que T (ζ) est une somme d’opérateurs composés d’un opérateur
diagonal (via ι) complètement continu (lemme 3.1 ) et d’opérateurs de norme ≤ 1. �

Définition : Soit a = (a1 ≤ · · · ≤ an) croissante positive, on notera U a
p ∈ H

l’opérateur de Hecke T (ζ) sur les V (G,U0(p)), où ζ ∈ G(Af) est partout trivial sauf en p
où il vaut ua. On pose Up := U

(0,1,...,n−1)
p . Les Ua

p commutent entre eux 2 à 2 (cf. §4.5.2).

On déduit alors de [30] §A.2 (cf. 4.3),

Théorème 4.1. Il existe des uniques séries entières P a
χ(s, T ), Qa

χ(s, T ) ∈ A(W){{T}}
telles que pour tout s ∈ Nn−1 × Z,

P a
χ(s, T ) = det(1 − TUa

p |Sχ,s(G,U0(p))
), Qa

χ(s, T ) = det(1 − TUa
p |Nχ,s(G,U0(p))

)

Suivant [33] §1.3, on rappelle que si X est un espace rigide, A(X) l’anneau des
fonctions rigides analytiques globales sur X, P ∈ A(X)[[T ]] est appelée série entière
sur X si c’est la série associée à une fonction rigide-analytique sur X × A1

rig. Si X est
un affinoide réduit, et si P (x, T ) =

∑
i≥0 ai(x)T

n, il est équivalent de demander que
|ai|ri →

i→∞
0, ∀r > 0 ∈ R, |.| étant la norme sup sur X. On note A(X){{T}} l’anneau des

séries entières sur X, une série de Fredholm sur X est une série entière F sur X telle
que F (0) = 1, soit F ∈ 1 + TA(X){{T}}. Par le théorème ci-dessus, P a

χ(T ) et Qa
χ(T )

sont des séries de Fredholm sur W.

Si A est un anneau local complet d’idéal maximal mA, une série entière sur A est un
élément

F (T ) =
∑

i≥1

aiT
i ∈ A[[T ]], tel que si ci = sup{n ∈ N, ai ∈ mn

A}, alors ci/i −→
i→∞

∞

On note A{{T}} l’anneau des séries entières sur A. F ∈ A{{T}} est appelé série de
Fredholm sur A si F (0) = 1. Dans notre cas, A = OL[[t1, ..., tn]] = Λ et si X = W, et de
toute série de Fredholm sur A on déduit par restriction une série de Fredholm sur W au
sens de 4.6. Des séries de Fredholm sur Λ sont fournies par le lemme suivant, généralisant
quelque peu le théorème 4.1 :

Lemme 4.3. Soient a strictement croissante, v ∈ Hχ,ΛU
a
pHχ,Λ, alors il existe une

unique série de Fredholm sur Λ dont l’évaluation en t ∈ Nn−1 × Z coïncide avec det(1−
Tv|Sχ,t(G,U0(p))). En particulier, les P a

χ sont dans 1 + TΛ{{T}}.
Preuve : L’hypothèse sur v implique que sa restriction au A(Wr)-module de Banach

orthonormalisable Sχ(r)(G,U0(p))) est complètement continue, la théorie de Coleman
nous fournit une série entière sur Wr : Pχ,v,r = det(1−Tv|Sχ(r)(G,U0(p))). La compatibilité
à l’extension des scalaires contractante du déterminant de Fredholm (cf. [30] A.2.5)
nous donne, faisant grandir r dans [1, |ω/p|[∩pQ et notant que

⋃
r(Wr × A1

rig) est un
recouvrement admissible de W × A1

rig, un élément Pχ,v(T ) ∈ 1 + TOrig
W (W){{T}}. Ses

coefficients sont dans Λ d’après 4.2, car ce sont des fonctions sur W bornées par 1 et
rationnelles (4.3). Cela implique alors Pχ,v(T ) ∈ 1 + TΛ{{T}}.
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On sait, par [30] A.2.5, que la formation du déterminant de Fredholm est compatible
à l’évaluation en t ∈ W(Cp), l’unicité de la proposition est un argument direct de Zariski-
densité de ces points dans Spec(Λ). �

Définition : On pose Pχ := P
(0,1,...,n−1)
χ et Qχ := Q

(0,1,...,n−1)
χ .

4.7. Classicité des formes de petite pente.
4.7.1. Formes de pente finie. Si V est un Cp-vectoriel de Banach orthonormalisable,

L ∈ EndCp
(V ) complètement continu, α ∈ Q, on note V α le plus grand sous-Cp-vectoriel

de dimension finie stable par L sur lequel L a toutes ses valeurs propres de valuation α.
Un élément de V sera dit de pente finie pour L s’il est dans ⊕α∈QV

α.
Si une forme f ∈ Sχ,t(G,U0(p)) est de pente finie pour un Ua

p avec a strictement
croissante, alors elle est de pente finie pour tous les U a′

p avec a′ strictement croissante.

En effet, Ua
p est un monôme en les n+ 1 opérateurs U (0,...,0,1,...,1)

p , chacun intervenant. Le
sous-espace de dimension finie de Sχ,t(G,U0(p)) sur lequel Ua

p est de pente α donnée est
stable par tous les Ua′

p , car ces derniers commutent à Ua
p . Comme Ua

p y est inversible, les

U
(0,...,0,1,...,1)
p le sont donc aussi, ainsi donc que tout U a′

p avec a′ strictement croissante. La
notion d’être "de pente finie" pour une forme automorphe p-adique est donc indépendante
de l’opérateur Ua

p choisi.

Proposition 4.7. Si p > 2, une forme automorphe classique de type (G,U0(p), χ)
est de pente finie.

Preuve : Dans la traduction exposée au §4.2, il suffit de montrer que si V est une
représentation complexe admissible irréductible de GLn(Qp) ayant un sous-espace non
nul sur lequel l’Iwahori Γ0(p) (car p > 2) agit par un caractère ψ, alors les [IuI] y sont
inversibles. Mais ces endomorphismes sont inversibles dans l’algèbre de Hecke complexe
de Γ0(p) pour ce caractère par [80] lemme 7.6 (dans les notations de son §3, ψ est de
niveau 1 et on a donc (J, ρ) = (Γ0(p), ψ)). �

Cette proposition est fausse en général si p = 2, et ce même pour n = 2.
4.7.2. Classicité en petite pente. La notation V (G,U0(p))

α sous-entendra "pour l’ac-
tion de l’opérateur Up" défini plus haut. Si t = (m1, ..., mn) ∈ Nn−1 × Z, on pose
Min(t) :=Minn−1

i=1 (mi) (noter que mn n’intervient pas).

Proposition 4.8. Soient α ∈ Q, t ∈ Nn−1 × Z tel que α < Min(t) + 1, alors

Sχ,t(G,U0(p))
cl,α = Sχ,t(G,U0(p))

α

Plus généralement, soient a = (a1 < a2 < · · · < an) strictement croissante positive,
α ∈ Q, t = (m1, ..., mn) ∈ Nn−1×Z, tel que α < Minn−1

i=1 (ai+1−ai)(mi +1), alors le sous-
espace de Sχ,t(G,U0(p)) sur lequel u(a1,...,an) est de pente α est inclus dans Sχ,t(G,U0(p))

cl.

Preuve : On pose Sχ,t(G,U0(p))
ncl := Sχ,t(G,U0(p))/Sχ,t(G,U0(p))

cl, Nχ,t(G,U0(p))
cl :=

Bt,τtχ(G,U0(p)) et Nχ,t(G,U0(p))
ncl := Nχ,t(G,U0(p))/Nχ,t(G,U0(p))

cl. On a alors une
surjection canonique Hecke équivariante :

Nχ,t(G,U0(p))
ncl → Sχ,t(G,U0(p))

ncl



4. LES FORMES AUTOMORPHES POUR G 51

On fixe (a1, ..., an) comme dans l’énoncé, on regarde tout d’abord l’action de [ua]t sur Nχ,t.
Pour tout monôme M en les zi,j de poids t′ = (m′1, ..., m

′
n−1), on a [ua]t(M) = pn(M)M où

n(M) est un entier (lemme 2.1). Le monôme de poids t′ pour lequel n(M) est minimal

est M ′ =
∏n−1

i=1 z
m′

i

i,2 , pour lequel n(M ′) vaut m′1(a2 − a1) + · · ·+m′n−1(an − an−1).
L’action de Ua

p sur Nχ,t(G,U0(p)) se décompose sous la forme U a
p =

∑r
i=1[Ti]t · σi où

les σi sont des opérateurs de norme 1, et les Ti sont dans Ta agissant diagonalement via
ι, par l’action [.]t, sur N h

χ,t. Nous allons voir que Ua
p /p

Minn−1
i=1 (mi+1)(ai+1−ai) est entier sur

Nχ,t(G,U0(p))
ncl. Il suffit de le voir pour chacun des Ti, et Γ0(p) agissant par des auto-

morphismes de norme ≤ 1, il suffit de le voir pour [u]t/p
Minn−1

i=1 (mi)+1. Or Nχ,t(G,U0(p))
ncl

est isométriquement isomorphe (avec action de [u]t) au sous-espace de Nχ,t(G,U0(p)) '
N h

χ,t engendré par les vecteurs dont les coordonnées sont des monômes de poids t′ =

(m′1, ..., m
′
n−1) tels qu’il existe i < n vérifiant m′i > mi. Ainsi, [u]t/p

Minn−1
i=1 (mi+1)(ai+1−ai)

est entier sur Nχ,t(G,U0(p))
ncl. Autrement dit, |[u]t/pMinn−1

i=1 (mi+1)(ai+1−ai)| ≤ 1, puis

|Ua
p /p

Minn−1
i=1 (mi+1)(ai+1−ai)| ≤ 1

Par passage au quotient, on en déduit la même chose pour U a
p sur Sχ,t(G,U0(p))

ncl. En
particulier, les valeurs propres de U a

p y sont de pente ≥ Minn−1
i=1 (mi + 1)(ai+1 − ai). Ainsi,

si Ua
p a une valeur propre de pente α < Minn−1

i=1 (mi)+1, son image dans Sχ,t(G,U0(p))
ncl

est nulle, ce que l’on voulait. �

Remarques :
– Les calculs ci-dessus "pour h = 1" montrent qu’une section du fibré en droites

de poids t sur la variété de drapeaux F qui converge sur l’ouvert affinoide F et
qui est propre pour diag(1, p, ..., pn−1) de pente α est une section globale dès que
α < Min(t) + 1.

– Il faut noter que le sous-monoïde de U engendré par les ua avec a = (0 = a1 <
a2 < ... < an) n’est pas de type fini si n > 2. Nous disposons donc, pour n > 2,
d’une infinité de critères distincts de "classicité en petite pente".

Définitions : Soit t ∈ Nn−1 × Z, α ∈ Q, une forme f ∈ Sχ,t(G,U0(p)), de pente
0 ≤ α < Minn−1

i=1 (mi + 1)(ai+1 − ai) pour Ua
p (resp. pour Up) sera dite très classique pour

Ua
p (resp. très classique). Une forme automorphe p-adique très classique pour un U a

p est
classique.

4.8. Opérateurs U et algèbre de Hecke-Iwahori.
4.8.1. Notations. Soient P le Borel supérieur de GLn(Qp), D le sous-groupe du tore

diagonal composé des éléments à coefficients dans pZ, U ⊂ D comme en 2.1, et l’Iwahori
I, i.e. le sous-groupe de GLn(Zp) des éléments triangulaires supérieurs modulo p, I =
Γ0(p) si p > 2. Si M est un sous-groupe de GLn(Zp), M désignera sa projection dans
GLn(Z/pZ). Si 0 ≤ i ≤ n, on notera

ui := diag(1, ..., 1, p, ..., p), avec i fois le terme 1,

et si de plus i > 0,
xi := ui−1/ui
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Si M est un sous-groupe ouvert de GLn(Zp), [MgM ] désignera toujours la double classe
associée à g dans l’algèbre de Hecke de GLn(Qp) relativement àM , notéeH(GLn(Qp),M).

4.8.2. Rappels. Soit χ := (χ1, ..., χn) : (Q∗p)
n → C∗ un caractère continu non ramifié,

on le verra aussi par restriction comme un caractère de D, et par extension comme un
caractère de P . On note Ind(χ) l’induite parabolique lisse normalisée de χ à GLn(Qp).
Explicitement, soit

δ1/2 := (|.|(n−1)/2, |.|(n−3)/2, · · · , |.|(1−n)/2)

le caractère (non ramifié) "module" de P , δ1/2(xi) = p(2i−n−1)/2,

Ind(χ) := {f : GLn(Qp) → C, lisses, f(bg) = δ
1
2 (b)χ(b)f(g), ∀g ∈ GLn(Qp), b ∈ P}

Le caractère χ étant non ramifié, Ind(χ)GLn(Zp) est de dimension 1 sur C et la représen-
tation de l’algèbre de Hecke non ramifiée H(GLn(Qp),GLn(Zp)) sur ce dernier est un
caractère ψ = ψ(χ) vérifiant

∀i = 1, ..., n, ψ([GLn(Zp)un−iGLn(Zp)]) = p
i(n−i)

2

∑

I⊂{1,...,n},|I|=i

∏

j∈I

χj(p)

4.8.3. Action des opérateurs U sur les I-invariants de Ind(χ). Nous examinons dans
ce paragraphe l’action de l’algèbre de Hecke-Iwahori complexe H(GLn(Qp), I) sur Ind(χ)I ,
et plus précisément celle des opérateurs de la forme [IuI], u ∈ U . La décomposition de
Bruhat s’écrit GLn(Qp) =

∐
w∈Sn

PwI, et χ étant non ramifié, il vient que Ind(χ)I est
de dimension n! sur C.

Lemme 4.4. La semi-simplification de la représentation sur Ind(χ)I de la famille
commutative des [IuI], u ∈ U , est somme directe des n! caractères χw, w ∈ Sn, définis
par χw([IuI]) := δ1/2(u)χ(w−1uw).

Ce résultat est une conséquence d’une description de H(GLn(Qp), I) due à Bernstein,
dont nous allons brièvement en rappeler certains aspects, en suivant [81] §1 et §5.

Soit w ∈ D.Sn, [IwI] est un élément inversible de H(GLn(Qp), I) (car on est en
caractéristique première à p), et l’application u ∈ U 7→ [IuI] ∈ H(GLn(Qp), I)

∗ est un
morphisme injectif de monoïdes U −→ H(GLn(Qp), I)

∗. On normalise ce morphisme en
le multipliant par zδ−1/2, ou z est le caractère de D défini par z(xi) = p−1 pour tout i,
il s’étend donc en un unique morphisme de groupes

D −→ H(GLn(Qp), I)
∗

On désignera encore par d ∈ H(GLn(Qp), I), l’image de d ∈ D par ce morphisme. En
particulier, xi = p

n−1
2
−i[Iui−1I][IuiI]

−1.
La décomposition de Bruhat-Iwahori GLn(Qp) =

∐
w∈DSn

IwI montre que la sous-
algèbre

A := C[x±1
1 , ..., x±1

n ]

de H(GLn(Qp), I) est l’algèbre des polynômes formels de Laurent en les xi. Soit HSn
le

sous-C-espace vectoriel de H(GLn(Qp), I) ayant pour base les [IwI] avec w ∈ Sn. C’est
une sous-algèbre de H(GLn(Qp), I), isomorphe àH(GLn(Zp), P ∩ GLn(Zp)), via [IwI] 7→
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[P ∩ GLn(Zp)wP ∩ GLn(Zp)]. Le résultat de Bernstein est que A et HSn
engendrent

H(GLn(Qp), I), avec les relations de commutation suivantes (sj = (j, j + 1) ∈ Sn) :

xi[IsjI] = [IsjI]xi, si i6= j, j+1

xi[IsiI] = [IsiI]xi+1 − (p− 1)xi+1, i = 1, ..., n− 1

xi+1[IsiI] = [IsiI]xi + (p− 1)xi+1, i = 1, ..., n+ 1

Par conséquent, faisant agir Sn sur A par automorphismes de C-algèbre et en per-
mutant les coordonnées sur D, on a la formule suivante. Soient x ∈ A et w ∈ Sn,

x[IwI] = [IwI]w−1(x) +
∑

w′<w

[Iw′I]aw′,w,x, avec aw′,w,z ∈ A,(14)

et < désigne l’ord re de Bruhat associé aux sj dans la formule ci-dessus.

Prouvons le lemme maintenant. Si w ∈ Sn, soit ew l’unique élément de Ind(χ)I tel
que si w′ ∈ Sn, ew(w′) = 0 ou 1 selon que w 6= w′ ou w = w′. Si on ordonne la base des
ew de manière croissante avec la longueur de w (par rapport à la famille des sj), nous
allons voir que les [IuI], u ∈ U , sont triangulaires supérieurs.

– Par la décomposition de Bruhat-Iwahori, si u ∈ U et w′ ∈ Sn, (IuI)∩w′−1(PI) =
(IuI)∩w′−1D.I est vide sauf si w′ = 1, auquel cas il vaut uI. Ainsi ([IuI].e1)(w

′) =
0 si w′ 6= 1, e1(u) = (δ1/2χ)(u) sinon, soit [IuI].e1 = (δ1/2χ)(u)e1. A agit donc sur
e1 par un caractère envoyant xi sur (zχ)(xi) = χi(p)/p.

– Si w,w′ ∈ Sn, (IwI) ∩ w′−1PI = (IwI) ∩ w′−1I, qui est vide sauf si w = w′−1,
auquel cas c’est wI. Ainsi, [IwI].e1 = ew−1.

Par la formule (14), si x ∈ A et w ∈ Sn,

x.ew = (x.[Iw−1I]).e1 = (zχ)(w(x))ew +
∑

w′<w−1

(zχ)(aw′,w,x)ew′−1

On conclut en définissant χw comme le caractère de A sur ew (modulo les eτ , τ < w)
ramené aux [IuI] par la relation [IuI] = δ1/2(u)z−1(u)u. �

Définition : Pour i = 1, ..., n, on pose

Fi := [Iun−iI][Iun−i+1I]
−1

Par le lemme 4.4, χw(Fi) = p
n−1

2 χω(n+1−i)(p)/p
i−1. Soit Pχ(T ) ∈ C[T ] le polynôme de

Hecke de l’unique constituant non ramifié de GLn(Qp) apparaissant dans Ind(χ), on a

Pχ(T ) =
n∏

i=1

(T − p
n−1

2 χi(p)) =
n∑

i=0

(−1)ip
i(i−1)

2 ψ([GLn(Zp)un−iGLn(Zp)])T
n−i

On en déduit que "F1 choisit une racine du polynôme de Hecke". Plus généralement,
χw(Fi) est de la forme λ/pi−1 où λ est une racine du polynôme de Hecke, et à w fixé on
a :

Pχ(T ) =

n∏

i=1

(T − pi−1χw(Fi))
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Remarque : Soient t ∈ Nn−1 × Z, νt : D → C∗ l’inverse du caractère de plus haut
poids t (que l’on a introduit au §3.5), si on considère l’action des [IuI] sur Ind(χ)I tordue
par νt, ce qui sera le cas dans les applications du §7.5, les caractères apparaissant sont
les (νtχw) et vérifient, pour une certaine racine λ du polynôme de Hecke :

(νtχw)(Fi) = λ/pi−1+mn+mn−1+mn−2+···+mn−i+1

5. La série caractéristique de Up

5.1. Borne inférieure uniforme pour le polygone de Newton.

Lemme 5.1. Soient v ∈ Q, r = pv, 1 ≤ r < |ω/p|, t ∈ Wr(Cp), si Qχ(t, T ) =
1 +

∑
i≥1 aiT

i, alors |ai| ≤ 1, et son polygone de Newton est minoré indépendamment de
t dans Wr(Cp) par le graphe de la fonction

x 7→ Cr(h,N)x(x1/N − (h(N + 1))1/N )

avec Cr(h,N) = εr(N !/h)1/N 2N
(N+1)(N+2)2

, N = 2n − n− 1, εr = v(p/ω) − v.

Preuve : Nχ,t(G,U0(p)) ' N h
χ,t, on suppose ici les scalaires étendus à Cp et on fixe

comme base orthonormale sur Cp celle des eM,a, M parcourant l’ensemble des monômes
en les zi,j, 1 ≤ a ≤ h, définie par

eM,a := (0, · · · , 0,M, 0, · · · , 0)

M étant à la aieme case. Up =
∑r

i=1[Ti]t ·σi, où Ti agit diagonalement sur Nχ,t(G,U0(p))
h

par un élément de T sur chaque coordonnée, par l’action [.]t. Soit g un tel élément, on
montre ci-dessous que g(eM,a) a son coefficient en eM ′,a′ dans OCp

de valuation ≥ εr|M ′|
où |M ′| = m′1 + · · · + m′n−1 si M ′ est de poids (m′1, ..., m

′
n−1), εr comme dans l’énoncé.

Notons que cette minoration est indépendante du couple (M, a), de t, et de g, elle vaut
donc aussi par sommation pour Up, les σi étant de simples permutations.

Fixons donc g ∈ Ta, M ∈ Nχ,t un monôme en les zi,j. Si t = (t1, ..., tn), on a
[g]t(M) =

∏n
i=1 ji(g)

tig(M). Notons que g(M) est un produit de g(zi,j) pour chaque zi,j

intervenant dans M (avec multiplicité bien sûr). On fixe i, j, on sait la forme de g(zi,j)
par les équations (8) :

a1 + p(
∑J(i)

k=2 akzi,k)

λ+ p(
∑J(i)

k=2 bkzi,k)
, ak, bk ∈ Zp, λ ∈ Z∗p

En particulier, chaque zi,k apparaît avec un multiple de p comme coefficient, et après
développement du dénominateur, c’est donc une série de puissances des zi,k (1 < k ≤
J(i)) telle que chaque monôme en les zi,k de degré total d a son coefficient dans Zp

divisible par pd. On en déduit le même résultat pour g(M), qui est un produit de g(zi,j).
Il reste à examiner les cocycle ji(g)

ti :

ji(g) = 1 + pfi, fi ∈ Zp +

J(i)∑

i=2

Zpzi,j si i < n, fn ∈ Zp
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(1 + pfi)
ti = 1 +

∑

n≥1

ti(ti − 1)...(ti − n+ 1)

n!
pnfn

i

Notons que |ti| ≤ r et donc que la valuation du coefficient de fn
i est supérieure à

n(v(p/ω) − v) = nεr. Chaque monôme de degré total d en les zi,j apparaît dans ji(g)
ti

avec un coefficient dans OCp
de valuation ≥ dεr. Puisque εr ≤ 1, le développement de

[g]t(M) sur la base des monômes en les zi,j est donc tel que chaque monôme de degré
total d a un coefficient dans OCp

de valuation ≥ dεr, ce qui était annoncé.
Ceci nous conduit à ordonner la base eM,a de la manière suivante. Soient s ≥ 0

et As le sous-Cp-vectoriel de dimension finie engendré par les eM,a tels que |M | = n.
Alors Nχ,t(G,U0(p)) est somme directe topologique "orthogonale" des As. On pose r =
2n − n− 1 (qui est la dimension de B, ou encore le nombre des paramètres zi,j), on aura
besoin des formules suivantes :

dimCp
(As) = h#{(a1, ..., aN) ∈ NN ,

N∑

i=1

ai = s} = h

(
s+N − 1

N − 1

)

s′∑

s=0

dimCp
(As) = h

(
N + s′

N

)

s′ ≥ 1,

s′∑

s=0

s · dimCp
(As) = hN

(
N + s′

N + 1

)

On ordonne totalement la base des eM,a en (ei)i≥1 de façon à ce que e1, ..., eh engendrent
A0, eh+1, ..., eh(N+1) engendre A1, et généralement que les ei avec h

(
N+s−1

N

)
< i ≤ h

(
N+s
N

)

engendrent As.
Soit donc 1+

∑
i≥1 aiT

i = det(1−TUp|Nχ,t(G,U0(p))). Par la majoration des coefficients
de la colonne Up(eM,a) donnée plus haut, et l’expression des ai en fonction des mineurs
de la matrice de Up, on en déduit que





si s ≥ 2, et si h
(

N+s−1
N

)
< i ≤ h

(
N+s
N

)

v(ai) ≥ εr

∑s−1
q=0 q · dim(Aq) + (i− h

(
N+s−1

N

)
)s ≥ εrhN

(
N+s−1
N+1

)

On a hN
(

N+s−1
N+1

)
= N s(s−1)

(N+1)(N+s)
h
(

N+s
N

)
≥ N s(s−1)

(N+1)(N+s)
i, de plus de i ≤ h

(
N+s
N

)
, on tire

N + s ≥ (N !i/h)1/N , d’où

v(ai) ≥ εri(N !i/h)1/N Ns(s− 1)

(N + 1)(N + s)2

Il est facile de voir que s(s−1)
(N+s)2

≥ 2/(2 +N)2 si s ≥ 2, d’où

v(ai) ≥ i1+1/NCr(h,N), Cr(h,N) := εr(N !/h)1/N 2N

(N + 1)(N + 2)2
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On a écarté le cas où i ≤ h(N + 1), il est clair qu’alors v(ai) ≥ 0. On en déduit que le
polygone de Newton de 1 +

∑
n≥1 anT

n est en dessus du graphe de la fonction

fr(x) = Cr(h,N)x(x1/N − (h(N + 1))1/N )

C’est ce que l’on voulait. �

Corollaire 5.1. Soit Pχ(s, T ) = 1 +
∑

n≥1 an(s)T n, alors an(s) =
∑

m≥0 an,ms
m

avec an,m ∈ Zp et |an,m| ≤ |p/ω|m. De plus le polygone de Newton de Pχ(s, T ) est
uniformément minoré sur s ∈ Wr(Cp) par le graphe de la fonction fr.

Preuve : Soit t ∈ W(Cp), la suite exacte de Cp-Banach

0 −→ INχ,t(G,U0(p)) −→ Nχ,t(G,U0(p)) −→ Sχ,t(G,U0(p)) −→ 0

est l’extension des scalaires à Cp d’une suite exacte de Qp-Banach orthonormalisables,
donc scinde topologiquement par [93] §1 prop. 2. L’opérateur compact Up étant un
endomorphisme de cette suite, [93] §2 lemme 2 assure que :

Pχ(t, T )det(1 − TUp|INχ,t(G,U0(p))) = Qχ(t, T )

En particulier, le polygone de Newton de Pχ(t, T ) est extrait de celui de Qχ(t, T ), il est
donc minoré par celui de ce dernier. On conclut par le lemme 5.1. L’assertion d’intégralité
et croissance provient de ce que l’on sait que det(1 − TU|Sχ(1)(G,U0(p))) est à coefficients
dans Qp〈(sk)〉, que ses évaluations sur les Wr(Cp) sont à coefficients entiers (par la
proposition 3.1), et du principe du maximum sur Wr. �

5.2. Une congruence.

Proposition 5.1. Pχ(s, T ) = 1 +
∑

n≥1 an(s)T n ∈ A0(W){{T}}, soient s, s′ ∈
W(Cp), m ∈ N, si |s− s′| ≤ |pm|, alors |an(s) − an(s′)| ≤ |ppm|.

Preuve : Soient s, s′ ∈ W(Cp). On identifie Sχ,s(G,U0(p)) et Sχ,s′(G,U0(p)) au Cp-
espace de Banach Sχ,0(G,U0(p)) = A(F/Cp)χ(G,U0(p)) ' A(F/Cp)

h
χ. On s’intéresse aux

deux actions de Up sur cet espace : [.]s et [.]s′. Comme [u]s = [u]s′, il suffit de comparer
les actions diagonales de Γ0(p). La boule unité A(F/Cp)

0
χ est préservée par les opérations

[.]∗ de Γ0(p), par la proposition 3.1. On fixe un entier m ≥ 0, γ ∈ Γ0(p), on va montrer
que les OCp

-endomorphismes [γ]s et [γ]s′ de A(F/Cp)
0
χ/pp

mA(F/Cp)χ sont égaux.
Par hypothèse, s = s′ + pmu, |u| ≤ 1 ; si s = (s1, ..., sn) et s′ = (s′1, ..., s

′
n), alors

si = s′i + pmui, ui ∈ OCp
. De plus, si 1 ≤ i ≤ n, γ ∈ Γ0(p),

ji(γ)
si = ji(γ)

s′i(ji(γ)
pm

)ui

Notons que ji(γ) est de la forme 1 + pf , f ∈ A(F)0. On en déduit que, (1 + pf)pm

=
1 + ppmg, g ∈ A(F)0, puis que

(1 + pf)uip
m

= 1 +
∑

n≥1

ui(ui − 1) · · · (ui − n + 1)

n!
pnpnmgn

v(pnpnm/n!) = n(v(p) +m) − (n− Sn)

p− 1
≥ v(p) +m, ∀n ≥ 1, m ≥ 0
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On conclut ji(γ)
pmui ≡ 1 ∈ A(F)0/ppmA(F)0, ce que l’on voulait. On en déduit que

les deux opérateurs Up coïncident sur ce même espace, que leurs séries caractéristiques,
qui sont dans 1 + TOCp

{{T}}, sont égales modulo ppm. �

Remarque : La même preuve vaut pour Qχ(s, T ).

5.3. Application d’un résultat de Wan.

Théorème 5.1. Soient α ∈ Q, t et t′ ∈ Wr(Cp), si |t− t′| ≤ |pmr(α)|, avec

mr(α) = [hα(Arα +B)N ], Ar =
(N + 1)(N + 2)2

2v(p/rω)N(N !)1/N
, B = (N + 1)1/N

alors les parties de pente ≤ α des polygones de Newton de Pχ(t, T ) et Pχ(t′, T ) coïncident.

Preuve : On applique le lemme 4.1 de [109], on le rappelle :

Lemme 5.2. (Wan) Soient Q1(T ) et Q2(T ) deux éléments de 1 + TOCp
{{T}}, Ni

(i = 1, 2) la fonction sur R+ dont le graphe est le polygone de Newton de Qi. On suppose
que µ(x) est une fonction continue strictement croissante sur R+ telle que

µ(0) ≤ 0, Ni(x) ≥ xµ(x) (1 ≤ i ≤ 2, x ≥ 1), µ(x)
x→+∞

= ∞

On suppose de plus que xµ−1(x) est croissante sur R+, et on pose m(x) := [xµ−1(x)]. Si
Q1(T ) ≡ Q2(T ) mod pm(α)+1 pour un α ≥ 0, alors N1 et N2 coïncident en pente ≤ α.

Soient t1, t2 ∈ Wr(Cp), on regarde Qi(T ) = Pχ(ti, T ). Alors s’il on considère µ(x) =
Cr(h,N)(x1/N − (h(N + 1))1/N ) comme dans le corollaire 5.1, µ−1(x) = (x/Cr(h,N) +
(h(N + 1))1/N)N et donc xµ−1(x) est croissante et µ satisfait les hypothèses du lemme
de Wan. On en déduit le théorème. Notons que Wan énonce son résultat dans Zp mais
sa preuve est tout aussi valable dans OCp

. �

Exemples : Dans W1, si n = 2, 3 ou 4, on a respectivement m1(α) ≤ [hα(18α + 2)],
[hα(21α+ 2)4], ou [hα(38α + 2)11]. Si n > 4, m1(α) ≤ [hα(3Nα+ 2)N ].

De l’assertion de classicité (proposition 4.8), on déduit :

Corollaire 5.2. Soient α ≥ 0, t, t′ ∈ Nn−1 × Z, si Min(t),Min(t′) > α − 1, et si
|t− t′| ≤ |pm(α)|, avec

m(α) = [hα(A1α +B)N ]

alors

dimCp
(Sχ,t(G,U0(p))

cl,α) = dimCp
(Sχ,t′(G,U0(p))

cl,α)

Corollaire 5.3. Les pentes de Up agissant sur les formes classiques forment une
partie discrète de R ∩ Q+.

Preuve : Soient α ∈ Q, t ∈ W1(Qp), par le théorème précédent, il existe un voisinage
Ut de t dans W1(Qp) tel que si s ∈ Ut, la partie de pente ≤ α du polygone de Newton
des Pχ(s, T ) est indépendante de s, en particulier il n’y a qu’un nombre fini de pentes
≤ α possibles sur Ut. Par compacité de W1(Qp), on conclut qu’il n’y a qu’un nombre
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fini de pentes ≤ α de Up sur les Sχ,t(G,U0(p)) (t ∈ Nn−1 × Z), et donc à fortiori sur les
Sχ,t(G,U0(p))

cl. �

5.4. Polygone de Newton sur un affinoide. Soient K un corps local, π une
uniformisante de K, A une K-algèbre affinoide réduite, X := Specmax(A), et |.| la
norme sup sur A. On fixe f =

∑
i≥0 aiT

i dans 1 + TA{{T}}. Pour tout x ∈ X, on note
fx l’évaluation en x de f , fx ∈ (A/x){{T}}. On supposera de plus que A00 = πA0 et que
|.| est multiplicative sur A, on note v la valuation associée.

Proposition 5.2. Soit s ∈ Q, on suppose que la partie P de pente ≤ s du polygone
de Newton de fx ne dépend pas de x ∈ X, et que v(K) contient les pentes de P. Alors il
existe un unique polynôme P dans 1 + TA[T ] de coefficient dominant inversible et une
unique série entière S ∈ 1 + TA{{T}} telle que f = PS, que le polygone de Newton de
Px soit exactement P, et que (P, S) = 1 dans A{{T}}.

De plus, si P a r pentes distinctes α1,...,αr, de longueur respective N1,...,Nr, il existe
des uniques polynômes Pi(T ) ∈ 1 + TA[T ] de degré Ni, tels que pour tout x ∈ X, le
polygone de Newton de (Pi)x n’a qu’une pente, de longueur Ni, égale à αi, P =

∏r
i=1 Pi.

Enfin, (Pi, S) = 1 et (Pi, Pj) = 1 si i 6= j.

Preuve : i) Cas où P n’a qu’une pente, nulle, de longueur N . Par l’hypothèse sur les
fx, ∀x ∈ X,

|ai(x)| ≤ 1, ∀i ≥ 1

|aN(x)| = 1

|ai(x)| < 1, ∀i > N

On en déduit par le principe du maximum que |ai| ≤ 1 ∀i, que |aN | = 1 et que |ai| < 1 si
i > N . En particulier, f est dans A0<T>. De plus, aN ne s’annulant pas, il est inversible
dans A, son inverse est de norme 1 par l’hypothèse "|.| est multiplicative", aN est donc
un inversible de A0. Enfin, par l’hypothèse A00 = πA0, on a que ai ∈ πA0 si i > N .

On regarde alors M = A0〈T 〉/(f(T )), M/πM = (A0/πA0)[T ]/(f̄) où f̄ est de degré
N , de coefficient dominant inversible (par ce qu’on vient de dire).

Ainsi, M/πM est fini, ce qui est donc le cas aussi de M (qui est π-complet séparé). On
en déduit que A〈T 〉/(f(T )) est fini sur A. Comme il est plat (lemme 5.4), il est localement
libre de rang fini sur A. Son rang se calcule en un point x ∈ X quelconque, c’est donc
N = dimA/x((A/x)〈T 〉/(fx)). La multiplication par T a un polynôme caractéristique Q
unitaire de degré N . La surjection canonique

A〈T 〉/(Q(T )) → A〈T 〉/(f(T ))

est donc un isomorphisme (les deux modules sont projectifs de même rangN). On conclut
que (f) = (Q) dans A〈T 〉, et il existe S ∈ A〈T 〉 inversible tel que f = QS. En regardant
en x ∈ X, on a fx = QxSx et Sx inversible dans (A/x)〈T 〉. Par conséquent les N racines
(avec multiplicité) de pente 0 de fx sont des racines de Qx, qui est de degré N , et Qx est
donc proportionnel (par un facteur non nul dans A/x) à la partie de pente 0 de fx, qui
est un polynôme unitaire de degré N , dont le polygone de Newton est P. Le coefficient
constant b de Q ne s’annule donc jamais, il est inversible dans A. On renormalise ainsi
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Q en P = Q/b, P ∈ 1 + TA[T ], et pour tout x, Px n’a qu’une pente, nulle, de longueur
N (cela implique comme plus haut que P ∈ A0[T ]). On pose S ′ = bS, S ′ ∈ 1 + TA〈T 〉.

Ainsi, f = PS ′, et S ′ est inversible dans A[T ]/(P ) = A〈T 〉/(P ). Par le lemme 5.3,
on conclut S ′ ∈ 1 + TA{{T}} puis (P, S ′) = 1 (sous-entendu dans A{{T}}), ce que l’on
voulait.

ii) Cas où P, n’a qu’une pente, quelconque disons α, de longueur N . Soit u un élément
de K tel que v(u) = α, on regarde g(T ) = f(T/u). C’est encore une série entière dont
les évaluations gx ont pour polygone de Newton celui de fx moins la droite passant par
0 de pente α. La première pente commune est donc 0 de longueur N . Le i) s’applique et
f(T ) = P ′(Tu)S ′(Tu) = P (T )S(T ) ou S est entière et premier à Q, et on obtient ce que
l’on voulait.

iii) Cas général : par récurrence sur le nombre de pente de P. Par hypothèse, f(T ) =
P1(T )S1(T ) ou S1 est entière, P1 a pour polygone de Newton uniforme P privé de sa
dernière pente, et (S1, P1) = 1. Il est clair que Sx a pour première pente la dernière
pente de P, pour tout x, par la théorie du polygone de Newton sur un corps (voir
[66]), et donc qu’on peut appliquer ii) a S1. Par conséquent, S1(T ) = P2(T )S2(T ) et
f(T ) = P1(T )P2(T )S2(T ) avec (P2, S2) = 1 (et (P1, P2S2) = 1). Ainsi, S2 est premier à
P1, P2, et P1P2, et P1 est premier à P2. �

Lemme 5.3. Soient f ∈ 1 + TA{{T}}, P ∈ 1 + TA{{T}} et S ∈ 1 + TA〈T 〉 tels que
f = PS, alors S ∈ A{{T}}.

Preuve : Soit f = 1 +
∑

n≥1 anT
n, par le principe du maximum on choisit xn ∈ X

tel que |an(xn)| = supx∈X |an(x)|. La série
∑

n≥0 an(xn)T n est entière sur Cp, car F ∈
A{{T}}, on note Z son polygone de Newton. Par définition, Z borne inférieurement et
uniformément les polygones de Newton de tous les fx. La formule f = SP et la théorie du
polygone de Newton sur un corps (ici A/x) montre que le polygone de Newton de Sx pour
tout x est celui de fx auquel on a "soustrait" celui de Px. Il est donc à plus forte raison
minoré par Z et ceci par conséquent uniformément en x. Ainsi, si S(T ) = 1+

∑
n≥1 bnT

n,
on a |bn| = |bn(zn)| pour un certain zn ∈ X (principe du maximum). Le polygone de
Newton de 1 +

∑
n≥1 bn(zn)T n est minoré par Z, et donc S est entière. �

Lemme 5.4. Soient A une algèbre affinoide et f ∈ 1+TA〈T 〉, alors A〈T 〉/(f(T )) est
plat sur A.

Preuve : On utilise le critère : soient A → B un morphisme plat entre anneaux
noethériens, et f dans B, supposons que pour tout maximal m de A, f est non diviseur
de 0 dans B/mB, alors B/fB est plat sur A. Ici B := A〈T 〉 est plat sur A. Soit x ∈ X,
B/xB = (A/x)〈T 〉 est intègre et f est non diviseur de 0 car il y est non nul (son coefficient
constant est 1). �

Remarques : Par la même méthode, on peut montrer que si f ∈ 1 + TA{{T}} et
que tous les fx ont même polygone de Newton, alors f se factorise complètement selon
les pentes communes. Une petite partie de la démonstration pourrait être remplacée par
une préparation de Weierstrass dans le cas (qui nous intéresse) où A est l’anneau des
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fonctions sur une boule affinoide. Les hypothèses A00 = πA0 et |.| multiplicatives sont
vérifiées dans nos applications mais sont en fait superflues :

Proposition 5.3. La proposition 5.2 reste vraie sans supposer ni A00 = πA0, ni |.|
multiplicative, et aussi quand K = Cp.

Preuve : Le point essentiel est de prouver sous ces hypothèses le cas i) de la preuve
de 5.2. Pour cela, le modèle de A〈T 〉/(f(T )) que nous avons choisi ne suffit pas, il faut
utiliser la théorie des modèles formels de Raynaud. On conclut par le résultat plus général
suivant :

Lemme 5.5. ([36] théorème 3.6.9) Soit f : X → Y plat, quasi-compact, séparé, entre
deux espaces rigides X et Y , si f a ses fibres géométriques de degré constant d, alors f
est fini de rang d.

L’argument, dû à B.Conrad, consiste en la généralisation d’un théorème analogue en
géométrie algébrique dû à Deligne et Rapoport.

6. Familles de formes automorphes

6.1. Familles ordinaires de Hida. Une forme f ∈ Sχ,t(G,U0(p)) est dite ordi-
naire si c’est un vecteur propre de Up de valeur propre une unité p-adique. Ces formes
ont été largement étudiées par Hida (cf. [53], [54]), on retrouve certains aspects de
sa théorie dans ce paragraphe. Par exemple, notons que si t ∈ Nn−1 × Z, toute forme
f ∈ Sχ,t(G,U0(p)) ordinaire est très classique par 4.8, de plus par 5.1 (avec α = 0) la
dimension du sous-espace de dimension finie des formes ordinaires classiques de poids
t ∈ Nn−1 × Z est indépendante de t.

Lemme 6.1. La suite {U r!
p }r∈N converge dans Hχ,Λ vers un idempotent noté eord

χ .

Preuve : D’après la proposition 4.4, Hχ,Λ est un anneau topologique profini. Il suffit
donc de prouver que dans un tel anneau, une suite de la forme {xr!}r∈N stationne en un
idempotent dans chacun de ses quotients finis. On conclut en notant que tout élément
d’un monoïde fini admet une puissance qui est un idempotent. �

On a donc un idempotent eord
χ dans Hχ,Λ, puis une décomposition

Sχ,Λ(G,U0(p)) = eord
χ Sχ,Λ(G,U0(p)) ⊕ (1 − eord

χ )Sχ,Λ(G,U0(p))

Proposition 6.1. Le Λ-module eord
χ Sχ,Λ(G,U0(p)) est libre de type fini.

Preuve : On pose M := Sχ,Λ(G,U0(p)). Comme eord
χ ∈ Hχ,Λ, il agit continûment sur

M , ainsi que 1 − eord
χ . On en déduit que eord

χ M = ker(1 − eord
χ ) est un sous-Λ-module

complet séparé de M . Comme c’est un facteur direct de M qui est plat sur Λ, il est
aussi plat sur Λ. La proposition suivra donc après avoir prouvé que eord

χ M est de type
fini. Ayant vu que eord

χ M est complet séparé pour la topologie m-adique, il suffit de voir
que eord

χ M/meord
χ M est de type fini. On se ramène de suite à montrer que u agit par un

opérateur de rang fini sur Sχ,Λ/mSχ,Λ, ce qui est immédiat : il est même de rang 1. �
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On définit Sχ,Λ(G,U0(p))
ord := eordχ Sχ,Λ(G,U0(p)) comme étant le Λ-module des

formes Λ-adiques ordinaires de type (G,U0(p), χ), on a vu qu’il est libre de rang fini
sur Λ et facteur direct topologique de Sχ,Λ(G,U0(p)). L’image de Hχ,Λ agissant sur
eordχ Sχ,Λ(G,U0(p)) est une Λ-algèbre de rang fini, sans torsion, équidimensionnelle de
dimension n, dont chaque composante irréductible s’envoie surjectivement sur Spec(Λ)
(cf. lemme 6.4), c’est l’algèbre de Hecke Λ-adique ordinaire, on la note Hord

χ,Λ.

6.2. Construction locale des familles de pentes quelconques.
6.2.1. Décomposition de Coleman du module de Banach des formes automorphes. On

rappelle le théorème suivant de Coleman (voir aussi [22] théorème 3.3) :

Proposition 6.2. ([30] théorèmes A4.3, A4.5) Soient A une algèbre affinoide ré-
duite, U un endomorphisme complètement continu d’un A-module de Banach orthonor-
malisable M , de série caractéristique det(1 − TU) = Q(T )S(T ), S ∈ 1 + TA{{T}},
Q ∈ 1 + TA[T ] de coefficient dominant inversible, Q et S étant premiers entre eux dans
A{{T}}, alors M est somme directe de deux sous-A-modules fermés M = M1 ⊕ M2

stables par U tels que :
– Si d := deg(Q), M1 est localement libre de rang d et det(1 − TU|M1) = Q(T ),
– Si Q∗(T ) := T dQ(1/T ), Q∗(U)|M2 est inversible.

Soit V un ouvert affinoide de W, le A(V )-module de Banach Sχ(V )(G,U0(p)) est
orthonormalisable sur A(V ) et Up y a pour série caractéristique Pχ(s, T ) restreinte à
A(V ){{T}}, que l’on note Pχ(V )(s, T ). Supposons que Pχ(V )(T ) = Q(T )S(T ) dans
A(V ){{T}}, Q(T ) ∈ 1 + TA(V )[T ] de coefficient dominant inversible, (Q, S) = 1. La
proposition 6.2 s’applique car A(V ) est une algèbre affinoide réduite donc semi-simple,
et nous fournit une décomposition

Sχ(V )(G,U0(p)) = Sχ(V, 1)(G,U0(p)) ⊕ Sχ(V, 2)(G,U0(p))

en sous-modules stables par Up avec les qualités suivantes :
– i) Sχ(V, 1)(G,U0(p)) est un A(V )-module localement libre de rang deg(Q), et Up y

a Q∗(T ) pour polynôme caractéristique,

– ii) Sχ(V, 1)(G,U0(p)) = ker(Q∗(Up)), ce qui le détermine uniquement, et Q∗(Up)
est inversible sur Sχ(V, 2)(G,U0(p))

– iii) Le commutant de Up dans EndA(V )(Sχ(V )(G,U0(p))) stabilise Sχ(V, 1)(G,U0(p)).

6.2.2. Variétés de Hecke locales. Nous allons voir dans les paragraphes qui suivent
comment la décomposition ci-dessus nous permet de construire des familles de formes
automorphes p-adiques. On rappelle que l’on a défini l’algèbre de Hecke Hχ,Λ en 4.5.2.
Tous les espaces que nous étudierons sont des modules sur cette algèbre. Le qualificatif
"propre" pour un élément d’un tel module désignera par défaut "non nul, et vecteur
propre pour l’action de tous les éléments de Hχ,Λ". L’anneau Hχ,Λ agit sur un tel vecteur
propre par multiplication par un caractère, qu’il est coutume d’appeler système de valeurs
propres de Hχ,Λ.

On reprend V ⊂ W et Pχ = QS comme dans §6.2.1, la construction qui suit ne va
dépendre que du couple (V,Q). Soient M := Sχ(V, 1)(G,U0(p)) défini loc.cit., A := A(V )
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et h l’image de l’algèbre H ⊗Λ A dans EndA(M). Le A-module EndA(M), normé par
la norme sup, est complet et de type fini sur l’algèbre de Banach noethérienne A. Il
a donc tous ses sous-A-modules fermés et de type fini sur A (cf. [15] 3.7.3). Ainsi,
h ⊂ EndA(M) est une sous-A-algèbre de Banach commutative et finie sur A, c’est donc
une algèbre affinoide par [15] 6.1.1. En particulier, h est fermée et l’application continue
Hχ,Λ → EndA(M) a son image dans h ∩ EndA(M)0 = h0.

Soit X := Specmax(h) l’affinoide sous-jacent à h, on l’appellera la variété de Hecke
locale, elle ne dépend que de la situation (V,Q) choisie initialement. L’affinoide X est
muni d’un morphisme fini κ vers V ⊂ W. Soient Z, l’hypersurface de rigide de V × A1

définie par Q = 0, pr1 et pr2 les projections respectives de Z sur V et A1, on a alors la
description suivante des points fermés de X :

Proposition 6.3. Pour tout t ∈ V (Cp), l’application

x ∈ X(Cp) 7→ (h ∈ h → h(x) ∈ Cp)

induit une bijection entre l’ensemble des points x = (t, λ−1) ∈ Z(Cp) et l’ensemble des
systèmes de valeurs propres de Hχ,Λ agissant sur l’espace des formes automorphes p-
adiques de type (G,U0(p), χ) de valeur propre λ pour Up et de poids t.

Lemme 6.2. Soient A un anneau commutatif, M un module projectif de type fini sur
A, h une sous-A-algèbre commutative de EndA(M). Si I est un idéal de A, le noyau du
morphisme canonique h/Ih → EndA/I(M/IM) est nilpotent.

Preuve : M étant projectif de type fini sur A, l’application canonique

EndA(M) ⊗A A/I −→ EndA/I(M ⊗A A/I)

est un isomorphisme. En effet, M étant de présentation finie sur A, il suffit de le vérifier
si A est local et M est libre de type fini, auquel cas c’est évident. Soit g ∈ h tel que
son image dans EndA/I(M ⊗A A/I) est nulle. Comme g est un élément de EndA(M),
avec M projectif de type fini sur A, il admet un polynôme caractéristique, disons de
degré r. La formation de ce polynôme commutant à la réduction modulo I, comme
le montre l’isomorphisme plus haut, ses coefficients sont dans I. Ainsi, le théorème de
Cayley-Hamilton assure que gr ∈ Ih, ce que l’on voulait. �

Preuve de la proposition 6.3 : Soit t ∈ V (Cp) correspondant à un idéal maximal m de
A(V ), on applique le lemme 6.2 à (A,m,M, h) := (A(V ), m,Sχ(V, 1)(G,U0(p)), h). On
en déduit que le morphisme de Cp-algèbres

h/mh → Im(H⊗Λ Cp → EndCp
(Sχ(V, 1)(G,U0(p))t)

induit un isomorphisme sur les Cp-points, ce que l’on voulait. �

6.2.3. Construction et définition des familles. On prouve dans ce qui suit l’existence
d’une famille passant par toute forme propre de pente finie.

Définition : Soient t ∈ W(Cp), f ∈ Sχ,t(G,U0(p)) une forme propre, on appelle
famille de formes automorphes p-adiques de type (G,U0(p), χ) passant par f , la donnée :

(a) d’un ouvert affinoide V ⊂ W,
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(b) d’un affinoide X muni d’un morphisme fini κ : X → V , surjectif restreint à
chacune des composantes irréductibles de X,

(c) d’un point x0 ∈ X(Cp) tel que κ(x0) = t,
(d) et d’un morphisme continu d’anneaux a : Hχ,Λ → A(X)0,

ayant les propriétés suivantes :
(i) Pour tout x ∈ X(Cp), il existe une forme propre fx ∈ Sχ,κ(x)(G,U0(p)) telle que

pour tout T ∈ Hχ,Λ, T (fx) = a(T )(x)fx,
(ii) La forme f convient pour fx0,
On dira alors que la famille est paramétrée parX, et qu’elle est de pente α (resp. pente

finie) si toutes les formes de la famille ont même pente α (resp. sont de pente finie). Une
famille est de pente finie si, et seulement si, a(Up) est inversible dans A(X). Dans ce cas,
le principe du maximum assure que x 7→ |a(Up)(x)| est minoré sur X, disons par p−α. La
proposition 4.8 assure alors que les fx avec κ(x) ∈ Nn−1 × Z tels que Min(κ(x)) > α− 1
sont des formes automorphes classiques. Ceci est en particulier valable quand la famille
est de pente α.

Un poids t ∈ W(Cp) sera dit classique si t ∈ Nn−1 × Z. Un point x ∈ X(Cp)
sera dit classique si κ(x) est classique, et si l’on peut choisir fx satisfaisant (i) dans
Sχ,κ(x)(G,U0(p))

cl. Un sous-ensemble des Cp-points d’un affinoide Y est dit Zariski-dense
s’il rencontre les Cp-points de tout ouvert Zariski de Y .

Proposition 6.4. Si une famille de formes automorphes p-adiques de pente finie
contient un point classique, les points classiques y sont Zariski-denses.

Preuve : Soit une famille comme dans l’énoncé, on adopte les notations de la définition
ci-dessus. Par hypothèse, V (Cp) contient un poids classique. Comme V ⊂ W est ouvert
affinoide, il contient (cf. [15] 7.2.5) une boule de centre t de rayon suffisamment petit,
ainsi donc que t + pN(Nn−1 × Z) pour N assez grand. Les poids classiques t de ce type
qui satisfont la condition Min(t) > α− 1 sont Zariski-denses dans V (Cp). Les affinoides
étant des anneaux de Jacobson, on conclut par le :

Lemme 6.3. Soit X → Y un morphisme fini entre schémas noethériens tel que chaque
composante irréductible de X s’envoie surjectivement sur une composante irréductible de
Y , alors toute partie dense de Y a pour image inverse une partie dense de X.

Preuve : On pose g : X → Y . Soient D′ une partie dense de Y , D := g−1(D′),
il suffit de montrer que l’intersection de D avec chacune des composantes irréductibles
de X est dense dans cette dernière. Soit T une composante irréductible (réduite) de X,
l’inclusion de T dans X induit un morphisme fini gT de T vers Y , il est surjectif sur une
composante irréductible T ′ de Y par hypothèse. Comme D′ est dense dans Y , et que ce
dernier n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles, D′ ∩ T ′ est dense dans T ′.
On regarde alors l’adhérence Z dans T de D ∩ T = g−1

T (D′). Comme gT est fini, gT (Z)
est fermé, mais il contient D ∩ T ′, d’où gT (Z) = T ′. En particulier, le point générique η
de T ′ a un antécédent dans Z. Or il est clair qu’il n’a qu’un antécédent par gT (qui est
fini entre schémas intègres), qui est le point générique de T , d’où Z = T . �
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Théorème 6.1. Soient α ∈ Q+, t ∈ Wr(Cp), et B ⊂ W la boule fermée de centre t de
rayon m|t|(α) (notations du théorème 5.1). Il existe une famille de formes automorphes
p-adiques de type (G,U0(p), χ), de pente α, passant par toutes les formes automorphes
p-adiques de ce type, de pente α, et poids dans B(Cp).

Preuve : Soient α ∈ Q+, t ∈ Wr(Cp), et r ∈ [1, |ω/p|[∩pQ. On définit B ⊂ W comme
étant la boule fermée de centre t de rayon p−mr(α) (cf 5.1), et on fixe une forme propre
f ∈ Sχ,t′(G,U0(p))

α quelconque avec t′ ∈ B(Cp).
Le théorème 5.1 assure que pour tout x, y dans B(Cp), Pχ(x, T ) et Pχ(y, T ) ont même

partie de pente ≤ α dans leur polygone de Newton. La proposition 5.2, plus précisément
son raffinement 5.3 si t n’est pas dans W(Qp), fournit alors une décomposition

Pχ(B)(T ) = Q(T )S(T ) ∈ A(B){{T}},
et Q(T ) ∈ 1 + TA(B)T de partie de pente ≤ α constante égale à α sur B(Cp), tels que
(S,Q) = 1. Cette donnée de B et Q nous permet de construire comme plus haut une
variété de Hecke locale, que l’on note X, qui est par construction munie d’un morphisme
fini κ : X → B.

L’interprétation de X(Cp) est donnée par la proposition 6.3 ; dans notre cas il est
en bijection avec l’ensemble des systèmes de valeurs propres de Hχ,Λ sur les formes
automorphes p-adiques de pente α et de poids t ∈ B(Cp). En particulier, il existe un
point x0 ∈ X(Cp) correspondant à f , tel que κ(x0) = t′.

Enfin, on prend pour a le morphisme continu Hχ,Λ → h0 = A(X)0 défini en §6.2.2.
Nous avons ainsi prouvé que (B,X, a, x0) satisfait toutes les conditions requises pour
être une famille de formes automorphes p-adiques au sens plus haut, passant par f , à
l’assertion de surjectivité du (b) près, qui découle du lemme 6.4. �

Remarques :
– Les familles construites dans le théorème 6.1 ont un "rayon" explicite dans la

direction d’un analogue pour le groupe G de la conjecture de Gouvêa-Mazur (cf.
[49] conjecture 1). Il serait intéressant de formuler une conjecture précise dans
notre cas. Cela semble accessible, étant donné la nature combinatoire des espaces
de formes mis en jeu.

– Dans le cas particulier où dimCp
(Sχ,t(G,U0(p))

α) = 1, la démonstration qui précède
montre que X = B. Ainsi, les a(T ) étant bornés par 1, on en déduit des "vraies"
congruences : si k, k′ ∈ B(Cp) et k ≡ k′ mod pN alors a(T )(k) ≡ a(T )(k′) mod pN .

Il ne nous reste qu’à prouver le

Lemme 6.4. Soit A un anneau commutatif noethérien,
– Soient N un module projectif de type fini sur A, B une sous-A algèbre commutative

de EndA(N), alors B est sans torsion sur A et ce après tout changement de base
plat sur A,

– Soit B une A-algèbre finie, sans torsion après tout changement de base plat sur
A, alors chaque composante irréductible de Spec(B) s’envoie surjectivement sur
une composante irréductible de Spec(A). En particulier, B est équidimensionnel de
dimension d si A l’est.
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– De plus, si C est une sous-A-algèbre de B, alors chaque composante irréductible de
Spec(B) s’envoie surjectivement sur une composante irréductible de Spec(C).

Preuve : N étant projectif de type fini sur A, EndA(N) l’est aussi. B est donc un
sous-A-module d’un module libre sur A, ce qui prouve la première assertion.

Prouvons la seconde. Soient X = Spec(B), Y = Spec(A), f : X −→ Y , le morphisme
déduit de l’inclusion de A dans B, c’est un morphisme fini. Soit x le point générique d’une
composante irréductible de X, il s’envoie sur le point générique y d’un fermé irréductible
de Y . Soit Spec(By) → Spec(Ay) le changement de base de Spec(B) → Spec(A) à
Spec(Ay), c’est un morphisme fini. Le point x est dans la fibre au dessus de y, et cette
dernière étant discrète et fermée dans Spec(By), x est un point fermé de ce dernier.
Mais comme x est premier minimal, c’est une composante irréductible de Spec(By). Une
composante irréductible réduite à un point ne peut pas intersecter les autres composantes
irréductibles, qui sont en nombre fini par hypothèse de noethérianité. Le point x est donc
ouvert dans Spec(By), et By est produit direct de deux anneaux dont l’un est celui de la
composante irréductible {x}, donc d’anneau By/x

N pour un certain entier N . Comme
By, ainsi que son sous-anneau By/x

N est sans Ay-torsion par hypothèse, et que yBy ⊂ x,
on a yN = 0 dans Ay. Ainsi, Spec(Ay) est irréductible de point générique y, y est donc
le point générique d’une composante irréductible de Spec(A). Ceci montre la seconde
assertion.

Pour la dernière, on considère le morphisme canonique

Spec(B)
f−→ Spec(C)

g−→ Spec(A)

Soit Z une composante irréductible de Spec(B), son image dans Spec(C) est un fermé
irréductible Z ′. Soit Z ′′ ⊃ Z ′ une composante irréductible de Spec(C), on sait par la
seconde assertion que g(Z ′′) est une composante irréductible Z ′′′ de Spec(A). De même,
g(Z ′) = (gf)(Z) est aussi une composante irréductible de Spec(A) incluse dans Z ′′′, donc
g(Z ′) = Z ′′′. Comme g est un morphisme fini, sa fibre au dessus du point générique de
Z ′′′ est discrète, ce qui montre Z ′′ = Z ′. �

6.3. Construction globale de la variété de Hecke Dχ. Ce que nous avons appelé
variétés de Hecke locales dans le paragraphe précédent est une collection d’affinoides
attachés à la donnée (G,U0(p), χ). Il se trouve que ces affinoides recouvrent de manière
admissible un espace rigide sur W, non quasi-compact, construit par recollement à partir
de ces derniers. Cet espace généralise "the eigencurve" dans la théorie de Coleman-Mazur
(cf. [33], précisément celle qu’ils notent D). Nous l’appelons ici "la variété de Hecke"
(de type (G,U0(p), χ)), la traduction française directe du terme "eigenvariety" prêtant a
confusion. Cette section est dédiée à sa construction.

La géométrie de ces espaces analytiques est encore largement incomprise, autant
localement que globalement, et ce même pour GL2. Elle est liée, par le pseudo-caractère
galoisien qu’elle porte (au moins conjecturalement, voir aussi le §7), à des propriétés
arithmétiques subtiles des corps de nombres. Nous renvoyons à l’introduction de [33]
pour une discussion de certains problèmes ouverts, ainsi qu’à [64] §11.
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Nous nous sommes astreints dans ce texte à ne considérer que des formes automorphes
de niveau sauvage Γ1(p) au pire, ce qui est le cas essentiel. Ceci fait que notre espace
de paramètre n’est pas Homgr−cont((Z∗p)

n,C∗p) tout entier, mais son ouvert "central" W,
formé des caractères de restrictions analytiques à (1 + pZp)

n, et ce paramétré logarith-
miquement. Dans un travail en préparation avec Buzzard, nous expliquerons comment
construire la variété de Hecke dans notre contexte sur tout l’espace des poids.

6.3.1. Un recouvrement admissible des hypersurfaces de Fredholm. Soit F (T ) ∈ 1 +
TA(W){{T}} une série de Fredholm sur un espace rigide réduit W (quelconque dans
ce paragraphe). On lui associe une hypersurface de Fredholm, qui est le sous-espace
analytique rigide fermé ZF de W × A1

rig défini par F (s, t) = 0. On dira que F , ou ZF ,
est Λ-adique si F ∈ 1 + TΛ{{T}}. On a

ZF
� � // W × A1

rig

pr2 //

pr1

��

A1
rig

W

Par le lemme 5.4, pr1 : ZF → W est plat. Considérons, à la suite de [30], l’ensemble
C des ouverts affinoides Y de ZF tels que :

– i) pr1(Y ) est un ouvert affinoide de W,
– ii) Y est une composante connexe rigide de pr−1

1 (pr1(Y )),
– iii) pr1|Y : Y → pr1(Y ) est fini.

Comme le montre la proposition suivante, dont le sens se précisera dans sa preuve,
étudier ces ouverts revient à étudier la factorisation de F :

Proposition 6.5. La donnée d’un élément de C est équivalente à celle d’un ou-
vert affinoide V de W et d’une factorisation F (T ) = Q(T )S(T ) ∈ 1 + TA(V ){{T}},
avec Q(T ) ∈ 1 + TA(V )[T ] de coefficient dominant inversible, tel que (Q, S) = 1 dans
A(V ){{T}}.

Preuve : Soient Y ∈ C, V := pr1(Y ), et ZV := ZF ∩ (V × Arig
1 ). L’affinoide Y est un

ouvert de ZV par le ii), il est donc plat sur V . Par ii) et iii), c’est donc un fermé de ZV

qui est fini et plat sur V . Autrement dit, A(Y ) est localement libre sur A(V ) engendré
par A(V ) et l’image de T . La multiplication par T admet un polynôme caractéristique,
que l’on note Q ∈ A(V )[T ], évidemment de coefficient constant égal à 1. La surjection
canonique A(V )[T ]/(Q) → A(Y ) est alors un isomorphisme, car les deux A(V )-modules
en jeu sont projectifs de même rang sur A(V ). On en déduit que Q divise F (T ), puis
que son coefficient constant est inversible, et que (F, F/Q) = 1 dans A(V ){{T}}. De
F (0) = 1 il vient que l’on peut supposer Q(0) = 1, et Q est unique sous cette condition.

Réciproquement, à une donnée comme dans l’énoncé, on définit Y comme le fermé
affinoide de ZV découpé par Q = 0. Une relation de Bezout entre S et Q fournit des
idempotents montrant que Y est un ouvert fermé de ZV , il est en particulier ouvert
affinoide. Il est donc plat sur V , fini car Q(T ) = 0 dans A(Y ) par hypothèse. �
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Il reste essentiellement à comprendre pourquoi F se factorise sur de "gros" ouverts
affinoides. Par exemple, ceux que l’on obtiendrait seulement en appliquant la proposition
5.2 ne recouvrent pas en général ZF de manière admissible. Le résultat essentiel est alors
la

Proposition 6.6. (Coleman, Buzzard) C est un recouvrement admissible de ZF .

Preuve : Voir [22]. Le cadre est celui d’une série de Fredholm F (T ) ∈ A(W){{T}} où
W est un espace rigide réduit. La preuve suit les lignes de celle de [30], en surmontant
les difficultés techniques provenant de ce que la base n’est plus de dimension 1. En
particulier, un point technique crucial repose sur le résultat de Conrad énoncé dans le
lemme 5.5. �

6.3.2. Application à la construction de la variété de Hecke. Soit χ ∈ ∆n fixé, Pχ(s, T ) ∈
1 + TΛ{{T}} la série de Fredholm attachée à Up agissant sur Sχ(G,U0(p)) (cf. 4.6), et

Zχ := ZPχ
⊂ W × A1

rig,

l’hypersurface de Fredholm qui lui est associée. On considère le recouvrement admissible
C associé à Pχ comme dans le paragraphe 6.3.1.

Soit Y ∈ C, la proposition 6.5 nous donne une factorisation Pχ(T ) = Q(T )S(T ) sur
V =: pr1(Y ), on note Dχ(Y ) la variété de Hecke locale (sur Cp) construite dans 6.2.2 à
l’aide de cette donnée. On note de plus H(Y ) l’algèbre affinoide de Dχ(Y ). Il faut recoller
les Dχ(Y ) entre eux. Pour cela on a le lemme suivant, tiré de [33] (7.2) :

Lemme 6.5. Soient Y ∈ C, V ⊂ pr1(Y ) un ouvert affinoide, alors pr−1
1 (V ) ∩ Y ∈ C

et le morphisme canonique Dχ(pr−1
1 (V )∩Y ) → Dχ(Y ) est une immersion ouverte. Si Y1

et Y2 sont dans C, Y1 ∩ Y2 l’est aussi, et le morphisme canonique Dχ(Y1 ∩ Y2) → Dχ(Y1)
est une immersion ouverte.

Preuve : Si Y ∈ C est associé à Pχ = QS comme ci-dessus, on désignera par M(Y )
le A(pr1(Y ))-module

Sχ(pr1(Y ), 1)(G,U0(p)),

avec les notations du §6.2.1.
Il est clair que pr−1

1 (V ) ∩ Y est dans C. De plus, H(pr−1
1 (V ) ∩ Y ) est par défini-

tion l’image de A(V ) ⊗Λ H dans M(pr−1
1 (V ) ∩ Y ). Par l’unicité de la décomposition de

Coleman, ce dernier s’identifie canoniquement à M(Y ) ⊗A(pr1(Y )) A(V ). On en déduit
un morphisme canonique H(Y ) ⊗ A(V ) → H(pr−1

1 (V ) ∩ Y ) : c’est un isomorphisme
(ce qui conclut la première partie du lemme). En effet, A(pr1(Y )) → A(V ) est plat,
H(Y ) ↪→ EndA(pr1(Y ))(M(Y )) est injectif et le morphisme canonique

A(V ) ⊗A(pr1(Y )) EndA(pr1(Y ))(M(Y )) → EndA(V )(M(Y ) ⊗ A(V ))

est un isomorphisme. Si Y1 et Y2 sont comme dans l’énoncé, Y1 ∩ pr−1
1 (pr1(Y2)) ∈ C et

le morphisme canonique Dχ(pr−1
1 (pr1(Y2)) ∩ Y1) → Dχ(Y1) est une immersion ouverte,

par l’étude précédente. On peut donc supposer pr1(Y1) = pr1(Y2). Il est alors clair que
Y1 ∩ Y2 ∈ C, et que l’on peut supposer Y2 ⊂ Y1, qui est alors une immersion ouverte
dans une composante connexe. La décomposition de Coleman montre que M(Y1) est
facteur direct de M(Y2), puis que le morphisme canonique Dχ(Y2) → Dχ(Y1) est un
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isomorphisme sur une composante connexe de ce dernier, en particulier une immersion
ouverte. �

On montre maintenant que les Dχ(Y ), Y ∈ C se recollent en un espace rigide Dχ (on
suit [33] 7.2). Soient V, V ′ ∈ C, on définit Dχ(V, V ′) comme étant l’image de Dχ(V ∩ V ′)
dans Dχ(V ) via l’immersion ouverte canonique, notée iV,V ′. Si ϕV,V ′ := iV ′,V .i

−1
V,V ′, on a :

ϕV ′,VϕV,V ′ = idDχ(V,V ′), Dχ(V, V ) = Dχ(V ) et ϕV,V = idDχ(V )

De plus, ϕV,V ′ induit un isomorphisme

ϕV,V ′,V ′′ : Dχ(V, V ′) ∩ Dχ(V, V ′′) → Dχ(V ′, V ) ∩ Dχ(V ′, V ′′),

tel que

ϕV,V ′,V ′′ = ϕV ′′,V ′,V ϕV,V ′′,V ′

Cette dernière égalité provenant de ce que Dχ(V, V ′)∩Dχ(V, V ′′) est l’image de Dχ(V ∩
V ′ ∩ V ′′) dans Dχ(V ) par l’immersion ouverte canonique. Par [15] (9.3.2),

({Dχ(V )}, {Dχ(V, V ′)}, {ϕV,V ′})V,V ′∈C

est une donnée de recollement des Dχ(V ).

Théorème 6.2. Il existe un espace analytique rigide Dχ = Dχ(G,U0(p)) muni d’un
morphisme continu de Λ-algèbres topologiques

a : Hχ,Λ −→ Orig
Dχ

(Dχ)0,

ainsi qu’un diagramme commutatif :

Dχ

κ

��

π
  @

@@
@@

@@
@

U
−1
p

((PPPPPPPPPPPPPPPP

Zχ pr2

//

pr1
~~}}

}}
}}

}}

A1
rig

W
tels que :
i) π est un morphisme fini,
ii) Up := a(Up) est inversible sur Dχ,
iii) Pour tout x ∈ Dχ(Cp), il existe un voisinage ouvert affinoide Ω de x tel que :

(a) z 7→ |Up(z)| est constante sur Ω(Cp),
(b) κ(Ω) est un ouvert affinoide de W,
(c) κ : Ω → κ(Ω) est fini, surjectif restreint à chaque composante irréductible de Ω,

iv) L’application
x ∈ Dχ(Cp) 7→ (h ∈ Hχ,Λ 7→ a(h)(x)),

induit pour chaque t ∈ W(Cp) une bijection entre les points x ∈ Dχ(Cp) tels que κ(x) = t,
et les systèmes de valeurs propres de Hχ,Λ agissant sur l’espace des formes automorphes
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p-adiques de type (G,U0(p), χ), de pente finie et de poids t, ces derniers étant comptés
sans multiplicité.

Preuve : On définit l’espace rigide Dχ comme étant l’espace rigide obtenu par re-
collement à partir de la donnée décrite plus haut. Par définition, il est admissiblement
recouvert par les Dχ(Y ), Y ∈ C. Commençons par définir π. Soient Y ∈ C, V := pr1(Y ),
et Q(T ) ∈ 1 + TA(V )[T ] définissant Y (cf. 6.5). Le théorème de Cayley-Hamilton et la
proposition 6.2 assurent que Q∗(Up) = 0 dans H(Y ), T 7→ U−1

p induit donc un mor-
phisme fini πY : Dχ(Y ) → Y . Si Y ′ ∈ C, il est immédiat de voir que le changement de
base à Y ′ ∩ Y ↪→ Y de πY est canoniquement isomorphe à πY ∩Y ′. Comme C et Dχ(C)
recouvrent respectivement Y et Dχ(Y ) de manière admissible, ceci définit par recolle-
ment un unique morphisme π : Dχ → Zχ ([15] 9.3.3. proposition 1). Par construction, il
est fini ([15] 9.4.4), ce qui prouve i), et κ := pr1.π envoie Dχ(Y ) sur pr1(Y ), de manière
correspondante à l’inclusion A(pr1(Y )) ↪→ H(Y ).

Soit T ∈ Hχ,Λ, on définit a(T )|Dχ(Y ) pour tout Y dans C comme étant l’image de
T dans H(Y )0 par l’application continue Hχ,Λ → H(Y ) définie en 6.2.2. On vérifie im-
médiatement que si Y ′ ∈ C, la restriction de a(T )|Dχ(Y ) à Dχ(Y ∩ Y ′) est exactement
a(T )|Dχ(Y ∩Y ′), ce qui définit une unique fonction analytique globale notée a(T ). On ob-

tient ainsi une application a : Hχ,Λ → Orig
Dχ

(Dχ)0, envoyant T sur a(T ). C’est un mor-
phisme continu de Λ-algèbres topologiques, car c’est le cas après restriction sur chaque
Dχ(Y ), Y ∈ C. Il suffit de vérifier l’assertion ii) sur les Dχ(Y ), sur lesquels elle découle
de ce que Y ⊂ W × (A1

rig\{0}). La propriété iv) est une conséquence de la proposition
6.3.

Soit x ∈ Dχ(Cp), par l’assertion iv) on peut trouver une forme propre fx 6= 0 ∈
Sχ,κ(x)(G,U0(p)) ayant même système de valeurs propres que l’évaluation en x. Le théo-
rème 6.1 nous fournit alors une famille de formes automorphes p-adiques de type (G,U0(p), χ),
de pente α := v(Up(x)), passant par fx, qui est par construction (voir le dernier para-
graphe de la preuve loc.cit.) de la forme (pr1(Y ),Dχ(Y ), a|Dχ(Y ), x) pour un Y ∈ C bien
choisi. Ainsi, Ω := Dχ(Y ) convient. �

Remarques :
– Soit Λ un anneau local noethérien complet sur l’anneau des entiers OL d’un corps

local L, de corps résiduel celui de OL. Soient W l’espace rigide sur L qui lui est
attaché comme dans [33](1.1), M un module de Banach orthonormalisable sur W,
H une sous-algèbre commutative de Endcont

Λ (MΛ) contenant un endomorphisme
compact. Alors si W est réduit, la construction de ce paragraphe se généralise
entièrement et sans aucune modification à cette situation.

– La propriété iv) montre que toutes les variétés de Hecke locales, et en particulier
celles du théorème 6.1, sont des ouverts admissibles de Dχ. Les propriétés i) à v) réa-
lisent Dχ comme "une famille p-adique passant par toutes les formes automorphes
p-adiques de pente finie, et de type (G,U0(p), χ)", dans un sens légèrement étendu
de la définition du §6.2.3. Cependant, nous ne savons pas si Dχ a un nombre fini
ou non de composantes connexes.
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– L’espace rigide Dχ est séparé, emboîté ("nested" dans la terminologie de [33], §1.1),
car Zχ l’est et que π est fini.

Nous avons vu que Up est une fonctions analytique inversible sur Dχ. On pose plus
généralement pour ua ∈ U ,

Ua
p := a(T (ua))

Soient i ∈ {1, ..., n}, ui ∈ U comme en 4.8.1, alors vi := u(0,1,...,n−1)/ui ∈ U . Si i > 0, la
relation T (ui)T (vi) = Up implique que a(T (ui)) est inversible sur Dχ. Il est de plus aisé
de voir que T (u0) est inversible. Ceci nous permet de définir les fonctions :

Fi := a(T (un−i))/a(T (un−i+1)), i ∈ {1, ..., n}

Corollaire 6.1. Soit a = (a1 ≤ · · · ≤ an) ∈ Zn, alors Ua
p =

∏n
i=1 Fai

n−i+1, c’est une
fonction analytique inversible sur Dχ.

6.4. Quelques propriétés de Dχ.
6.4.1. Composantes irréductibles de Dχ. L’étude des composantes irréductibles des

espaces rigides a été amorcée dans [33] (chapitre 1), et reprise en détail dans [36],
auquel nous nous référerons. On rappelle qu’une composante irréductible d’un espace
rigide X est par définition un fermé analytique réduit de X, image d’une composante
connexe de la normalisation de X ([36] §2). Si X est un affinoide, ses composantes
irréductibles sont les composantes irréductibles au sens usuel du terme, elles sont en
bijection avec les idéaux premiers minimaux de A(X). L’espace X est dit irréductible s’il
n’a qu’une composante irréductible. C’est un fait que X est recouvert sur les Cp-points
par ses composantes irréductibles (qui ne dépendent que de X red) et qu’une composante
irréductible est irréductible. Nous renvoyons à [33] 1.3 et [36] 4 pour la description des
composantes irréductible des hypersurfaces de Fredholm.

Proposition 6.7. Dχ est équidimensionnel de dimension n. Chacune de ses compo-
santes irréductibles s’envoie par le morphisme fini π surjectivement sur une composante
irréductible de Zχ. Ces dernières sont toutes des hypersurfaces de Fredholm Λ-adiques.

Preuve : Soient Y ∈ C et V := pr1(Y ). L’algèbre affinoide H(Y ) de Dχ(Y ) ⊂
Dχ est une sous-A(V )-algèbre commutative de EndA(V )(Sχ(V, 1)), avec les notations du
paragraphe 6.2. Il est bien connu que W, et donc V , est équidimensionnel de dimension n
(par exemple, [36] 2.1.5. Voir aussi [15] 7.3.2-8 pour la comparaison "dimension rigide-
dimension algébrique"). Le lemme 6.4 s’applique à A(V ) ⊂ A(V )[a(Up)

−1] ⊂ H(Y ),
et montre que V , Specmax(A(V )[a(Up)

−1]) et Dχ(Y ) ont même équidimension n. En
particulier, 6.2 iv) assure que Dχ et Zχ sont équidimensionnels de dimension n.

Le lemme 6.6 montre que l’application canonique A(Y ) → A(V )[a(Up)
−1] induit un

isomorphisme sur les nilréductions. Le lemme 6.4 entraîne donc que les morphismes π et
pr1 de la suite

Dχ(Y )
π|Dχ(Y )−→ Y

pr1−→ V

envoient composantes irréductibles sur composantes irréductibles.
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Si f : X → Y est un morphisme fini entre espaces rigides, tout fermé analytique irré-
ductible de X est envoyé sur un fermé analytique irréductible de Y (pour l’irréductibilité
de ce dernier, utiliser [36] 2.2.3). Soit Σ une composante irréductible de Dχ, son image
π(Σ) dans Zχ est donc un fermé analytique irréductible de Zχ. Par [36] 2.2.9, pour tout
Y ∈ C, Σ∩Dχ(Y ) est soit vide, soit une réunion de composantes irréductibles de Dχ(Y ).
Ceci et ce que l’on a vu dans le paragraphe précédent assure que Zχ et π(Σ) sont équi-
dimensionnels de dimension n. Cela entraîne que π(Σ) est une composante irréductible
par [36] 2.2.7.

Par [33] 1.3.11, ou [33] 1.3.10 et [36] 4.3.2, Pχ(T ) a une unique écriture

Pχ(T ) =
∏

i

Pi(T )ni

où les Pi(T ) ∈ 1 + TΛ{{T}} sont des séries de Fredholm premières, i.e. engendrant un
idéal premier dans Λ{{T}}. Les composantes irréductibles de Zχ sont alors les hypersur-
faces de Fredholm découpées par les Pi(T ) (cf. loc.cit.), ce qui conclut. �

Lemme 6.6. Soient A un anneau commutatif, N un module projectif de type fini de
rang r sur A, u ∈ EndA(N), P le polynôme caractéristique de u sur N , I l’idéal des
Q ∈ A[T ] tels que Q(u) = 0, alors Ir ⊂ (P ) ⊂ I.

En particulier, si B désigne la sous-A-algèbre A[u] ⊂ EndA(N), le morphisme cano-
nique Spec(B) = Spec(A/I) ↪→ Spec(A[T ]/(P )) est une nilimmersion.

Preuve : La formation de P , EndA(N), B et de I commute à tout changement de
base plat sur A, il suffit de prouver la première assertion après changement de base
fidèlement plat. On peut donc supposer N libre de rang r sur A et identifier EndA(N)
avec Mr(A). Par le théorème de Cayley-Hamilton, (P ) ⊂ I. Soit Q ∈ I, considérons la
factorisation Q(X) −Q(Y ) = (X − Y )f(X, Y ) ∈ A[X, Y ], pour un certain f ∈ A[X, Y ].
Substituant u dans X, il vient −Q(Y ) = (u−Y )f(u, Y ) ∈ Mr(A[Y ]). En multipliant par
la transposée de la comatrice de u− Y , notée (mi,j(Y )), on a

−(mi,j(Y ))Q(Y ) = P (Y )f(u, Y )

De là, on tire que ∀i, j, P (Y ) | mi,j(Y )Q(Y ). Soient Q1, ..., Qr ∈ I, il vient

P (Y )r | det(mi,j(Y ))Q1(Y ) · · ·Qr(Y )

Mais det(mi,j(Y )) = P (Y )r−1, et donc P (Y ) | Q1(Y ) · · ·Qr(Y ). �

Corollaire 6.2. L’image par κ de chaque composante irréductible de Dχ est un
ouvert Zariski de W.

Preuve : Soit Σ une composante irréductible de Dχ. Le morphisme κ se factorise par
π et π envoie Σ surjectivement sur une hypersurface de Fredholm Λ-adique par 6.7. Ainsi,
κ(Σ) est l’image par la projection pr1 d’une hypersurface de Fredholm ZP découpée par
P (T ) ∈ 1 + TΛ{{T}}, ZP ⊂ W × A1

rig. Si P (T ) = 1 + a1T + a2T
2 + · · · ∈ Λ{{T}},

les points x ∈ W(Cp) qui ne sont pas dans pr1(ZP ) sont exactement ceux tels que
∀i ≥ 1, ai(x) = 0. On en déduit que pr1(ZP ) est l’ouvert Zariski complémentaire du
fermé défini par l’annulation des ai. �
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6.4.2. Zariski-densité des points classiques.

Définitions : Un point x ∈ Dχ(Cp) sera dit classique, si κ(x) ∈ Nn−1 × Z et si le
système de valeurs propres de Hχ,Λ associé à x par le théorème 6.2 v) est celui d’une
forme propre classique fx ∈ Sχ,κ(x)(G,U0(p))

cl.
Un point classique x ∈ Dχ(Cp) sera dit ancien en p s’il on peut de plus choisir la

forme fx de façon à ce que la forme automorphe complexe associée en §4.2 engendre sous
G(Qp) une représentation ayant un GLn(Zp)-invariant non nul.

On a vu que si κ(x) ∈ Nn−1 × Z et Min(κ(x)) > v(Up(x)) − 1, alors x est automa-
tiquement classique, un tel point sera dit très classique. De manière générale, un point
sera dit très classique pour Ua

p si il est associée à une forme très classique pour U a
p (cf.

§4.7.2).

Un sous-ensemble Z des Cp-points d’un espace rigide X sera dit rigide-Zariski-dense,
ou plus simplement Zariski-dense, si tout fermé analytique F de X tel que Z ⊂ F (Cp)
est tel que F (Cp) = X(Cp). En particulier, Z est Zariski-dense dans X si et seulement si
il l’est dans Xred, ou encore si et seulement si son intersection avec chaque composante
irréductible est Zariski-dense dans cette dernière (un sens est trivial sachant que X
est recouvert par ses composantes irréductibles, pour l’autre utiliser [36] 2.2.8). Si X
est réduit et si Z est Zariski-dense dans X, toute fonction f ∈ Orig

X (X) s’annulant en
tout z ∈ Z est nulle. Si X est irréductible, par [36] 2.2.3, les Cp-points de tout ouvert
affinoide de X sont Zariski-denses. Enfin, un exemple trivial mais important est que
Nn−1 × Z ⊂ W(Cp) est Zariski-dense dans W.

Proposition 6.8. Les points très classiques de chaque composante irréductible de
Dχ y sont Zariski-dense. En particulier, toute composante irréductible de Dχ contient
une infinité de points très classiques.

Preuve : Soit Σ une composante irréductible de Dχ. Par le corollaire 6.2, κ(Σ) est
le complémentaire d’un fermé strict de W. Comme Nn−1 × Z est Zariski-dense dans W,
κ(Σ) contient au moins un t ∈ Nn−1×Z. Soit x ∈ Σ(Cp) tel que κ(x) = t, α := v(Up(x)).
On peut par exemple considérer la famille de formes automorphes p-adiques de pente
α passant par x du théorème 6.1, qui est par construction paramétrée par un affinoide
de la forme Dχ(Y ) ⊂ Dχ, Y ∈ C. Par [36] 2.2.9, Σ ∩ Dχ(Y ) est une réunion non vide
(car x ∈ Σ(Cp)) de composantes irréductibles de Dχ(Y ). La proposition 6.4 conclut, en
rappelant que les Cp-points de tout ouvert affinoide d’un espace rigide irréductible sont
Zariski-denses. �

Proposition 6.9. Soit p > 2, l’ensemble des points très classiques de Dχ qui sont
anciens en p est Zariski-dense.

Preuve : Remarquons tout d’abord que pour tout p, {t ∈ Nn−1 × Z, χτt = 1} est
Zariski-dense dans W. On fixe un tel t, ainsi que C ∈ R, et N ∈ N. L’ensemble

Xt,C,N = {t′ = (m1, ..., mn) ∈ Nn−1 × Z, ∀i, mi > C, χτt′ = 1 et t′ ≡ t mod pNZn}
est Zariski-dense dans le polydisque fermé de centre t et de rayon p−N dans W. Comme
le montre la preuve des propositions 6.8 et 6.4, il suffit, pour prouver la proposition 6.9,
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de montrer que si Dχ(Y ), Y ∈ C, paramètre une famille de pente finie contenant un
point classique de poids t tel que χτt = 1, alors tous ses points de poids dans Xt,C,N sont
anciens en p si C > 0 et N sont assez grands. On fixe donc un tel Y ∈ C.

On fixe un entier N assez grand de façon à ce que κ(Y ) contienne une boule de centre
dans t ∈ Nn−1 ×Z, de rayon p−N . Soient C > 0 et x ∈ Dχ(Y )(Cp) tel que κ(x) ∈ Xt,C,N .
Le système de valeurs propres de H associé à x par 6.2 est alors celui d’une forme
propre fx ∈ St,1(G,U0(p)), par l’hypothèse χτκ(x) = 1 (cf. §4.4). Soit πp un constituent
irréductible de la représentation de G(Qp) engendrée par la forme automorphe complexe
associée à fx comme en 4.2. La représentation πp admet des invariants sous l’Iwahori
I (cf. 4.8), car I = Γ0(p) si p > 2. Par un théorème de Borel-Casselman (cf. [12]), πp

est un sous-quotient d’un Ind(χ) (cf. 4.8.3) pour certains caractères complexes, lisses,
non ramifiés, χ1,...,χn de Q∗p. Par construction, πp a de plus un I-invariant sur lequel la
sous-algèbre de H(G, I) formée des opérateurs [IuI], u ∈ U , agit par un caractère qui est
le même que celui déterminant l’action de cette dernière sur fx. Par le lemme 4.4 et la
remarque qui le suit, ce caractère est de la forme χw, et s’il on pose κ(x) = (m1, ..., mn),

Fi(x) = ιp(νκ(x)χw(Fi)) = ιp(p
(n−1)/2χw(i)(p))/p

i−1+mn+mn−1+....+mn−i+1

D’après [6] théorème 4.2, la représentation Ind(χ) est irréductible si

∀i 6= j, χi(p) 6= χj(p)p

Ce qui s’écrit encore :

∀i < j, pj−i+mn−j+1+...+mn−i+1±1 6= Fi(x)/Fj(x)(15)

Si Ind(χ) est irréductible, elle est égale à πp. En particulier, ce dernier a un GLn(Zp)-
invariant et x est ancien en p. Il n’y a donc qu’à s’assurer que l’on peut trouver C > 0
tel que pour tous les points de Dχ(Y ) de poids dans Xt,C,N , la condition ci-dessus est
vérifiée.

Par le principe du maximum, les fonctions Fi sont bornées et atteignent leurs bornes
sur Dχ(Y ), on peut donc trouver u, v ∈ R tels que ∀x ∈ Dχ(Y )(Cp) et ∀i ∈ {1, ..., n},

0 < u < |Fi(x)| < v

Alors, ∀x ∈ Dχ(Y )(Cp), ∀i, j :

uv−1 < |Fi(x)/Fj(x)|

Ainsi, tout C > − log(uv−1)
log(p)

convient. �

Remarque : Il nous semble très probable que le résultat soit encore vrai pour p = 2.
6.4.3. Diverses composantes. Soit e un idempotent de Hχ,Λ, on peut lui associer

l’ouvert fermé Dχ,e de Dχ défini par ae = 1. En particulier, la décomposition Hχ,Λ =∏r
i=1 eχ,iHχ,Λ en produit de Λ-algèbres locales du §4.5.2 nous fournit une partition de

Dχ en un nombre fini d’ouverts fermés rigides

Dχ =

r∐

i=1

Dχ,eχ,i
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Si x ∈ Dχ(Cp), on notera x : Hχ,Λ → Fp la composition du morphisme d’évaluation
en x par la surjection canonique OCp

� Fp. On pose Ψχ,i : Hχ,Λ → Fp le morphisme
d’anneaux valant 1 sur eχ,j si, et seulement si, i = j.

Proposition 6.10. L’application x 7→ x est constante, égale à Ψχ,i, sur chaque
Dχ,eχ,i

.

Preuve : Si i 6= j, aeχ,j
est nulle sur Dχ,eχ,i

, car eχ,ieχ,j = 0. Si x ∈ Dχ,eχ,i
(Cp), x est

donc nul sur tous les eχ,j tels que j 6= i, c’est donc Ψχ,i. �

Définition : Le lieu ordinaire de Dχ est l’ouvert fermé Dord
χ := Dχ,eord

χ
(cf. 6.1). Dans

la traduction du théorème 6.2, ses Cp-points paramètrent exactement les systèmes de
valeurs propres de Hχ,Λ sur les formes automorphes p-adiques propres sur lesquelles Up

agit par une unité p-adique, ou encore (de manière équivalente) sur lesquelles tous les Fi

agissent par une unité p-adique.

Proposition 6.11. Hχ,Λ → Orig
Dχ

(Dord
χ ) se factorise par Hord

χ,Λ, le morphisme π :

Dord
χ → W est fini et provient par extension des scalaires du morphisme fini

Spec(Hord
χ,Λ) −→ Spec(Λ)

Preuve : La première assertion est immédiate, prouvons la seconde. Soit Zord
χ l’ouvert

admissible de Zχ défini par pr−1
2 ({λ ∈ A1

rig, |λ| = 1}), c’est aussi un fermé de Zχ car sa
nilréduction est l’image de (Dord

χ )red par le morphisme fini π. Soit r ∈ pQ ∩ [1, |π/p|[, le
morphisme canonique

Sχ,Λ(G,U0(p)) ⊗Λ A(Wr) −→ Sχ(Wr)(G,U0(p))(16)

s’identifie, via le choix d’une base orthonormée de A(F)χ(G,U0(p)) auquel Sχ(G,U0(p))
est associé (cf. 4.4), à l’application canonique C0(N,Λ) ⊗Λ A(Wr) −→ C0(N, A(Wr)).
Le lemme 6.7 assure donc que (16) est injective d’image dense. Après application de
l’idempotent continu eord

χ à (16), il vient que

Sχ,Λ(G,U0(p))
ord ⊗Λ A(Wr) −→ eord

χ (Sχ(Wr)(G,U0(p)))(17)

est encore injective d’image dense. Cela implique que (17) est un isomorphisme, car son
image est de rang fini sur A(Wr) par 6.1, et qu’elle est donc fermée par [22] lemme 2.3.
On en déduit facilement que Zord

χ est l’hypersurface de Fredholm associée au polynôme
det(1 − TUp|Sχ,Λ(G,U0(p))ord). En particulier, pr1 : Zord

χ → W est fini et plat. Cela montre
la seconde assertion. La dernière vient de ce que (17) est un isomorphisme, et de la
platitude de Λ → A(Wr) (cf. [91] proposition 4.7 avec G = (Zp)

n). �

Lemme 6.7. L’application canonique C0(N,Λ)⊗ΛA(Wr) −→ C0(N, A(Wr)) est injec-
tive, d’image dense.

Preuve : La densité de l’image est claire, montrons l’injectivité. Il suffit de voir que
si M est un sous-Λ-module de type fini de A(Wr), muni de la topologie induite, alors



7. REPRÉSENTATIONS ET PSEUDO-CARACTÈRES GALOISIENS 75

l’application canonique

ϕM : C0(N,Λ) ⊗Λ M −→ C0(N,M)

est injective, où C0(N,M) est le Λ-module des suites d’éléments de M tendant vers
0. Rappelons que Λ étant compact séparé, toute application Λ-linéaire entre deux Λ-
modules topologiques de type fini est continue. On en déduit d’une part que ϕM est
un isomorphisme si M est libre de rang fini, et d’autre part que tout application Λ-
linéaire M →M ′ entre deux Λ-modules topologiques de type fini induit une application
Λ-linéaire C0(N,M) → C0(N,M ′). Si M est de type fini quelconque, il est de présentation
finie car Λ est noethérien. On fixe Λn → Λm →M → 0 une telle présentation, de laquelle
on déduit le diagramme commutatif suivant :

Λ〈T 〉 ⊗Λ Λn

ϕΛn

��

// Λ〈T 〉 ⊗Λ Λm

ϕΛm

��

// Λ〈T 〉 ⊗Λ M

ϕM

��

// 0

C0(N,Λn) // C0(N,Λm) // C0(N,M) // 0

La suite du haut est exacte par exactitude à droite du produit tensoriel, celle du bas est
bien définie par ce qui a été dit plus haut. Les deux flèches verticales de gauche étant
des isomorphismes, on en déduit immédiatement que ϕM est injective. �

7. Représentations et pseudo-caractères galoisiens

7.1. Prolongement des pseudo-caractères. Soient X/Cp un espace rigide réduit,
H′ un sous-anneau compact de Orig

X (X). La topologie sur Orig
X (X) est la moins fine pour

laquelle les restrictions Orig
X (X) → Orig

X (Ω), Ω ouvert affinoide de X, sont continues.
Soient Γ un groupe topologique, S ′ un ensemble, (Fv)v∈S′ une famille d’éléments de
Γ, et (av)v∈S′ une famille d’éléments de H′. On suppose que la réunion des classes de
conjugaison des Fv, v ∈ S ′, est dense dans Γ. Soit n ∈ N fixé, faisons l’hypothèse suivante :

(H) Il existe Z ⊂ X(Cp) Zariski-dense et des représentations continues

ρ(z) : Γ → GLn(Cp), z ∈ Z,

tels que pour tout v ∈ S ′, tr(ρ(z)(Fv)) = av(z)

En particulier pour chaque z ∈ Z, Tz := tr(ρ(z)(.)) : Γ → Cp est un pseudo-caractère
de dimension n de Γ dans Cp. Pour les généralités sur ces pseudo-caractères, on se référera
à [86]. Soient T : Γ → A une fonction (resp. un pseudo-caractère) de Γ à valeurs dans
un anneau A, x ∈ Spec(A), on appellera évaluation en x de T la fonction (resp. le
pseudo-caractère) Tx : Γ → A/x déduite de T par composition avec A→ A/x.

Proposition 7.1. Sous l’hypothèse (H), il existe un unique pseudo-caractère continu
de Γ dans H′, de dimension n, dont l’évaluation en tout z ∈ Z coïncide avec Tz. De plus,
T (1) = n.
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Preuve : Soit le morphisme d’anneaux

ψ : H′ −→
∏

z∈Z

Cp, f 7→ (f(z))z∈Z

On munit
∏

z∈Z Cp de la topologie produit, ψ est alors continue par définition de la
topologie sur Orig

X (X). Par Zariski-densité de Z dans l’espace réduit X, ψ est injective.
Comme

∏
z∈Z Cp est séparé et que H′ est compact, ψ induit un homéomorphisme sur

son image, et cette dernière est fermée.
Considérons l’application

ϕ : Γ →
∏

z∈Z

Cp, g 7→ (Tz(g))z∈Z

Cette application est continue car les Tz le sont. Ses valeurs sur le sous-ensemble de
Γ réunion des classes de conjugaison des Fv, v ∈ S ′, sont dans ψ(H′) par hypothèse.
La densité ce sous-ensemble dans Γ et le fait que ψ(H′) est fermé assurent alors que
ϕ(Γ) ⊂ ψ(H′). L’application continue T := ψ−1ϕ, Γ → H′, est donc l’unique application
continue dont les évaluations sur Z sont les Tz.

L’application ψ étant un morphisme injectif d’anneaux, T est un pseudo-caractère
de dimension n si, et seulement si, ψ en est un. Mais ce dernier est la trace d’une
représentation dans GLn(

∏
z∈Z Cp) par définition, ce qui conclut. �

7.2. Représentation attachée à un pseudo-caractère absolument irréduc-
tible.

7.2.1. Lieu d’irréductibilité d’un pseudo-caractère. Soient X un espace rigide, Γ un
groupe topologique, et T : Γ → Orig

X (X) un pseudo-caractère continu de dimension n tel
que T (1) = n. Soit x ∈ X(Cp), Tx : Γ → Cp est un pseudo-caractère continu. Un résultat
de R.Taylor ([106]) implique que c’est la trace d’une unique représentation semi-simple
ρ(x) de Γ sur Cp.

Lemme 7.1. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, Γ un groupe,
T : Γ → k un pseudo-caractère de dimension n, ρ : Γ → GLn(k) une représentation
semi-simple de Γ de trace T , les conditions suivantes sont équivalentes :

– i) T est absolument irréductible ([86] §4),
– ii) ρ est irréductible,
– iii) ρ(k[Γ]) = Mn(k),
– iv) Il existe g1, ..., gn2 ∈ Γ, tels que (T (gigj))1≤i,j≤n2 ∈ GLn2(k)

Preuve : L’équivalence de iii) et iv) vient de ce que la trace est une forme bilinéaire
non dégénérée sur Mn(k), et donc qu’une famille m1, ..., mn2 ∈ Mn(k) est une base de
Mn(k) si et seulement si det((tr(mimj))1≤i,j≤n2) 6= 0. L’équivalence de ii) et iii) est un
théorème de Burnside, et i) ⇒ ii) est triviale. On rappelle que la condition i) est par
définition : pour toute extension L algébriquement close de k, T ne s’écrit pas T1 + T2,
avec T1, T2 des pseudo-caractères Γ → L. Par manque de référence, détaillons ii) ⇒ i).
Soit L une extension algébriquement close de k telle que T = T1 + ... + Ts, les Ti étant
des pseudo-caractères absolument irréductibles de dimension ni au sens de Rouquier.
Chaque Ti, ainsi que T , est la trace d’une unique représentation semi-simple de Γ, et
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ρ⊗ L est donc somme de s représentations (en fait irréductibles par [86] 4.4). Or ρ⊗ L
est encore irréductible (car iii) ⇔ ii)) et s = 1. �

En vertu du lemme précédent, on définit le lieu de réductibilité de T comme le fermé
rigide-Zariski Z de X défini par l’annulation de tous les det((T (gigj))1≤i,j≤n2), (gi)1≤i≤n2

parcourant les familles de n2 éléments de Γ. Si x ∈ X(Cp), x /∈ Z(Cp) si et seulement
si Tx est absolument irréductible. L’ouvert complémentaire X\Z =: Xirr est un espace
rigide pour la structure induite de X que l’on appellera lieu d’irréductibilité de T . Nous
allons montrer que sur Xirr, T est le pseudo-caractère attaché à une représentation de Γ
dans les inversibles d’une algèbre d’Azumaya sur Xirr.

7.2.2. Algèbres d’Azumaya et représentations. Une algèbre d’Azumaya sur un espace
rigide X est une Orig

X -algèbre A, cohérente comme Orig
X -module ([15] 9.4.3), et telle que

sur tout ouvert affinoide Ω, A(Ω) est une Orig(Ω)-algèbre d’Azumaya au sens classique
du terme. Il est équivalent à demander que A soit une Orig

X -algèbre localement libre de
rang fini qui est centrale simple sur les corps résiduels des points fermés, ce qui montre
que la condition d’être d’Azumaya est locale pour la topologie rigide. Si A est d’Azumaya
sur X, on peut définir sa trace réduite Trd : A → Orig

X , qui est un morphisme de Orig
X -

modules. En effet, on peut la définir sur chaque ouvert affinoide V par la trace réduite
A(V ) → Orig

X (V ), et on a la compatibilité à la restriction car la formation de la trace
commute à l’extension des scalaires (ici, Orig

X (V ) → Orig
X (W ) si W ⊂ V est ouvert

affinoide).

Lemme 7.2. Soit X un affinoide, T : Γ → A(X) un pseudo-caractère continu de di-
mension n tel que T (1) = n. On suppose que ∀x ∈ X(Cp), Tx est absolument irréductible.

Alors il existe une unique représentation surjective de A(X)[Γ] dans une algèbre
d’Azumaya A de rang n2 sur A(X), de trace réduite T . Sa restriction à Γ est une repré-
sentation continue de Γ dans les inversibles de A.

Preuve : Le théorème 5.1 de [86] affirme que si un pseudo-caractère T : Γ → A(X) est
tel que pour tout x ∈ X(Cp), Tx est absolument irréductible de dimension n = dim(T ),
alors T est la trace réduite d’une vraie représentation de A(X)[Γ] à valeurs dans une
algèbre d’Azumaya A de rang n2 sur A(X), d’image engendrant A sur A(X). Ceci nous
fournit l’existence de la représentation. L’unicité découle du corollaire 5.3 de [86]. On
note ρ : Γ → A la représentation de Γ ainsi construite, prouvons sa continuité.

Soient g1, ..., gs ∈ Γ tels que ρ(g1), ..., ρ(gs) engendrent A comme A(X)-module, on
considère

ϕ : A −→ A(X)s, défini par v −→ (Trd(ρ(g1)v), ...,Trd(ρ(gs)v)),

alors ϕ est une injection A(X)-linéaire car la trace réduite est non dégénérée sur une
algèbre d’Azumaya. On munit A de son unique topologie de module de Banach de type
fini sur A(X), de même pour A(X)s. L’injection A(X)-linéaire ϕ est alors un homéomor-
phisme sur son image, qui est fermée dans A(X)s ([15] 3.7.3). Comme Trd(ρ(g)) = T (g),
on en déduit que T est continue si, et seulement si, ρ l’est, vue comme application de Γ
dans A. Ainsi, ρ : Γ → A est continue.
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La topologie sur A∗ est celle induite par son plongement dans le fermé de A × A
défini par xy = 1. L’application ρ : Γ → A∗ est donc continue si, et seulement si, les
deux applications Γ −→ A, g 7→ ρ(g) et g 7→ ρ(g)−1 = ρ(g−1) le sont. Mais la première
est continue comme on l’a vu, et la seconde est la composition de l’inversion de Γ par la
première, ce qui conclut. �

Soit Orig
X [Γ], la Orig

X -algèbre du groupe Γ, définie sur les ouverts admissibles Ω par
Orig

X [Γ](Ω) := Orig
X (Ω)[Γ]. En tant que Orig

X -module, Orig
X [Γ] est une somme directe in-

dexée par Γ de copies du faisceau structural Orig
X . Sa formation commute à la restriction

à un ouvert admissible Ω : l’application canonique Orig
X [Γ]|Ω → Orig

Ω [Γ] est un isomor-
phisme. Si Ω est un ouvert affinoide, Orig

Ω [Γ] est le Orig
Ω -module associé au A(Ω)-module

A(Ω)[Γ], au sens de [15] 9.4.2. On notera Γ le faisceau de groupes topologiques Γ constant
sur X. On a une injection canonique Γ → Orig

X [Γ].

Si B est un faisceau en Orig
X -algèbres, un pseudo-caractère T : B → Orig

X de dimension
n est un morphisme de Orig

X -modules tel que pour pour tout ouvert admissible Ω, TΩ :

B(Ω) → Orig
X (Ω) est un pseudo-caractère de dimension n de la Orig

X (Ω)-algèbre B(Ω) au
sens classique du terme. Si B = Orig

X [Γ], la restriction de T à Γ le détermine entièrement,
cette dernière étant à son tour uniquement déterminée par ses sections globales TX :
Γ → Orig

X (X). La fonction TX est alors un pseudo-caractère à valeurs dans Orig
X (X) si,

et seulement si, T est un pseudo-caractère au sens ci-dessus. Si x ∈ X(Cp), on notera
Tx : Γ → Cp l’évaluation de TX en x. On définit un sous-faisceau ker(T ) en idéaux
bilatères de Orig

X [Γ], sur les ouverts admissibles Ω de X, par :

ker(T )(Ω) := {m ∈ Orig
X (Ω)[Γ], ∀g ∈ Γ, T (gm) = 0}

Proposition 7.2. Soient X un espace rigide et T : Orig
X [Γ] → Orig

X un pseudo-
caractère de dimension n tel que T (1) = n. On suppose que pour tout x ∈ X(Cp), Tx est
un pseudo-caractère absolument irréductible.

Alors A := Orig
X [Γ]/ ker(T ) est une algèbre d’Azumaya sur X de rang n2 et de trace

réduite T . La représentation déduite Γ −→ A∗ est continue, de trace réduite T .

Preuve : Il s’agit de globaliser [86] 5.1. La condition d’être d’Azumaya étant locale sur
X, ainsi que la formation de Orig

X [Γ], ker(T ), et du faisceau quotient, on peut supposer
que X est affinoide. Par le lemme 7.2, TX est alors le pseudo-caractère associé à une
représentation A(X)-linéaire surjective ρ : A(X)[Γ] → A′, A′ étant d’Azumaya sur
A(X) et T coïncidant avec la trace réduite de A′.

Soient g1, ..., gr ∈ Γ engendrant A′ sur A(X), considérons les Orig
X -morphismes T1, ..., Tr

de Orig
X [Γ] vers Orig

X , définis sur les ouverts admissibles Ω de X par

Ti(f) := T (gif), f ∈ A(Ω)[Γ]

Soient Ki := ker(Ti) le faisceau noyau de Ti et K := ∩r
i=1Ki. Par [15] 9.4.2 (proposition

2 et corollaire 3), K et les Ki sont respectivement les faisceaux sur X associés aux A(X)-
modules K(X) et Ki(X). Soit Ω un ouvert affinoide de X, la surjection A(X)[Γ] → A′
induit une surjection A(Ω)[Γ] → A′ ⊗A(X) A(Ω), et A′ ⊗A(X) A(Ω) est d’Azumaya sur
A(Ω), de trace réduite coïncidant avec T (Ω). En particulier l’image des gi engendre
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A′ ⊗A(X) A(Ω) sur A(Ω) et la non dégénérescence de la trace réduite sur cette der-
nière implique que l’application canonique ker(T )(Ω) → K(Ω) est un isomorphisme.
En particulier, ker(T ) est le faisceau associé à K(X), et [15] 9.4.2.2.iii) implique que
Orig

X [Γ]/ ker(T ) est le faisceau associé à A(X)[Γ]/(ker(T )(X)). Comme cette dernière
A(X)-algèbre coïncide avec A′, cela conclut la première assertion de la proposition.

Soit ρ : Γ → A∗, le morphisme canonique déduit de Γ → Orig
X [Γ], il reste à voir qu’il

est continu. Ceci se vérifie sur les sections sur les ouverts affinoides de X, on est donc
ramené à le vérifier sur les sections globales quand X est affinoide, cas qui découle du
lemme 7.2. �

Corollaire 7.1. Soient X un espace rigide, T : Γ → Orig
X un pseudo-caractère

continu, Xirr le lieu d’irréductibilité de X. Alors il existe une algèbre d’Azumaya A sur
Xirr qui est une représentation continue surjective de Orig

Xirr
[Γ] → A de trace réduite T .

Elle induit une représentation continue de Γ → A∗.
7.3. Certains groupes unitaires.
On considère un groupe unitaire G comme en §4.1. Nous devrons faire quelques

restrictions sur G pour assurer l’existence, selon les résultats actuels, de représentations
galoisiennes attachées à ses formes automorphes. Rappelons que G est le groupe unitaire
d’une algèbre centrale simple D de dimension n2 de centre une extension quadratique
imaginaire E de Q munie d’une involution de seconde espèce, cette dernière étant de type
(n, 0) à l’infini. L’extension des scalaires à E de G est le groupe D∗/E des inversibles de
D, qui est une forme intérieure de GLn/E. On fera les hypothèses suivantes :

– D n’est ramifiée sur E qu’en des places décomposées sur Q, où elle est de surcroît
une algèbre à division,

– il existe au moins un telle place.

Théorème 7.1. (Labesse-Clozel) Soit π une représentation automorphe irréductible
de G(A), alors il existe une représentation automorphe irréductible BC(π) de D∗(AE),
qui est un changement de base faible de π.

Ce résultat est une conséquence de [28] Appendice A, théorème 5.2, notant que
la condition d’être cohomologique à l’infini est satisfaite en degré 0 par l’hypothèse
"G(R) compact", et que l’on est dans leur hypothèse (b). On entend par changement
de base faible une représentation automorphe qui coïncide en toutes les places où E,
D et π sont non ramifiés avec le changement de base local non ramifié. Le plongement
distingué E ⊂ C défini en 4.1 nous permet de voir π∞ comme la restriction à G(R) d’une
représentation de tout G(C). On notera πC

∞ la représentation de dimension finie π∞⊗π∗∞
de G(C). Il est démontré loc.cit. que BC(π)∞ a de la cohomologie dans (πC

∞)∗.

On passe de D∗/E à sa forme intérieure déployée GLn/E par la correspondance de
Jacquet-Langlands globale. Cette correspondance est due à Vignéras (cf. [51] chapitre
VI.1), on en énonce une version un peu affaiblie ci-dessous. Elle utilise l’hypothèse que
l’algèbre à division est supposée déployée aux places où elle n’est pas une algèbre à
division :
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Théorème 7.2. (Vignéras) Soit π une représentation automorphe irréductible de
D∗(AE), alors il existe une unique représentation automorphe irréductible JL(π) de GLn(AE),
intervenant dans le spectre discret, isomorphe à π aux places où D est non ramifiée.

Enfin, on obtient les représentations galoisiennes par le résultat suivant, dont les
premières versions sont dues à Clozel dans [27], se basant sur les résultats de Kottwitz,
puis amélioré par Harris-Taylor dans [51].

Théorème 7.3. ([51] théorème VII.1.9) Soit π une représentation automorphe cus-
pidale de GLn(AE), irréductible, telle que :

– π∗ ' πc,
– π∞ a le même caractère infinitésimal qu’une représentation algébrique complexe de

la restriction des scalaires de E à Q de GLn,
– à une place finie v de L, πv est de carré intégrable.

Alors il existe un unique système compatible de représentations semi-simples λ-adiques

Rλ(π) : Gal(E/E) −→ GLn(Ql),

découpées dans la cohomologie l-adique d’une variété algébrique propre et lisse, telles
que :

– Rλ(π) est non ramifiée en toutes les places finies v de E, v 6= λ, où πv est non
ramifiée, et correspond en ces même places, par la correspondance de Langlands
locale non ramifiée, à πv ⊗ | det(.)|(1−n)/2,

– Rλ(π) est potentiellement semi-stable en toutes les places v de E divisant l, et
cristalline en ces places si πv est non ramifiée,

– (Rλ(π)c)∗ ' (Rλ(π))(n− 1)

Pour une représentation ρ de Gal(E/E) ou de GLn(AE), nous entendons par ρc la
représentation sur l’espace de ρ définie par

g 7→ ρ(τ(g)),

où τ désigne la conjugaison complexe. Nous faisons agir τ sur Gal(E/E) par conjugaison,
et sur GLn(AE) par son action naturelle sur AE. Nous normalisons la correspondance
de Langlands en faisant correspondre Frobenius géométriques et uniformisantes dans la
théorie du corps de classe locale (cf. [51] p.2). Le caractère cyclotomique est noté Qp(1),
la convention que l’on adopte pour son poids de Hodge-Tate est −1. On fixe pour chaque
place v, un élément de Frobenius géométrique Fv ∈ Gal(E/E).

On considère l’ensemble fini S des places finies v de E divisant p, ou divisant une
place v′ de Q en laquelle soit G est ramifié, soit il est non ramifié mais U0(p)v′ n’est pas
maximal de type hyperspécial dans G(Qv′) (cf. [107] §1.10,3.2). On fixe une algèbre de
Hecke H (cf. 4.5.2) contenant l’algèbre de Hecke globale hors de S de (G(Af), U0(p)). On
note S ′ l’ensemble des places finies de E non dans S, et Gal(E/E)S le groupe de Galois
de la plus grande sous-extension de E/E non ramifiée hors de S. On rappelle de plus que
nous avons fixé en 4.1 une place décomposée w de E divisant p. On note Dw un groupe
de décomposition en w de Gal(E/E)S.
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Soit v ∈ S ′ divisant l ∈ Z et décomposé dans E, la donnée de v nous permet
d’identifier G(Ql) à GLn(Ql) = GLn(Ev), et de considérer l’opérateur de Hecke Tv ∈ H
donné par la double classe :

[GLn(Zl)diag(1, 1, .., 1, l)GLn(Zl)]

De même, si v ∈ S ′ divise un premier l ∈ Z inerte dans E, il existe un opérateur de Hecke
Tv ayant la propriété suivante : pour toute représentation non ramifiée πv de G(Ql), la
valeur propre de Tv sur la droite non ramifiée πU0(p)v

v est la même que celle de

[GLn(OEv
)diag(1, 1, .., 1, l)GLn(OEv

)]

sur la droite non ramifiée BC(π)
GLn(OEv )
v .

Définitions : Si f ∈ St(G,U0(p)), on dira que f est ancienne en p si elle engendre12

une représentation automorphe de G(A) contenant un GLn(Zp)-invariant non nul. Un
poids t = (m1, ..., mn) ∈ Nn−1×Z est dit régulier si aucun des mi, i ∈ {1, ..., n−1}, n’est
nul.

Corollaire 7.2. Soient t ∈ Nn−1×Z régulier, f ∈ St,χ(G,U0(p))
cl une forme propre

pour H, alors il existe une unique représentation semi-simple

ρf : Gal(E/E)S → GLn(Qp),

potentiellement semi-stable aux places de E divisant p, telle que pour toute place v ∈ S ′,

Tv(f) = tr(ρf (Fv))f

La représentation ρf ne dépend que du point x ∈ Dχ(G,U0(p))(Cp) attaché à f par le
théorème 6.2, on la note ρ(x).

Si f est ancienne en p et πp est un facteur irréductible non ramifié de la représentation
de GLn(Qp) engendrée par f , alors la restriction de ρf à Dw est cristalline, de poids de
Hodge-Tate

mn < 1 +mn +mn−1 < · · · < (n− 1) +mn + ... +m1

et le polynôme caractéristique de son Frobenius cristallin est l’image par ip du polynôme
de Hecke de πp.

Preuve : Notons encore f l’élément de St(G,U1(p),C) associé à la forme de l’énoncé
comme au paragraphe 4.2. L’espace G(Q)\G(A) étant compact, L2(G(Q)\G(A)) est
l’adhérence de la somme directe de ses sous-représentations (automorphes) irréductibles
sous l’action de G(A). Soit A(t, U1(p)) le sous-espace vectoriel de L2(G(Q)\G(A)) somme
directe des représentations automorphes irréductibles π de G(A) telles que

π∞ ' St(C)∗, et πU1(p) 6= 0.

La représentation A(t, U1(p)) est engendrée par St(G,U1(p),C), et se décompose comme
somme finie de représentations irréductibles,

A(t, U1(p)) = ⊕r
i=1πi

12On rappelle que l’on a fixé en §4.1 un isomorphisme ip : C → Qp, qui nous permet en particulier
d’associer à f un élément de St(G,U0(p),C) comme en §4.2.
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Soit f = f1 + ... + fr ∈ St(G,U1(p),C) écrite selon cette décomposition. Comme f est
propre pour l’algèbre de Hecke non ramifiée hors de S, tous les fi le sont aussi, avec même
caractère. On choisit une quelconque des représentations automorphes irréductibles πi

telle que fi soit non nulle, on la note π(f). On a vu que les π(f)v avec v ∈ S ′ sont non
ramifiées et que leurs paramètres de Langlands se lisent sur l’action de H sur f . L’image
par ip de ces derniers se lit donc sur le point xf ∈ Dχ(G,U0(p))(Cp) correspondant à f
par le théorème 6.2.

Par la discussion précédent 7.3, on peut considérer la représentation automorphe
π′ := JL(BC(π(f))) de GLn(AE), qui est discrète par 7.2. Elle satisfait (π′)∗ ' (π′)c

car c’est vrai aux places finies hors de S, et par le théorème de multiplicité 1 forte
dans le spectre discret de GLn(AE). On sait de plus que la représentation BC(π(f))∞
a de la cohomologie dans (πC

∞)∗, et en particulier même caractère infinitésimal que πC
∞

(cf. [14] chapitre I corollaire 4.2). Le théorème principal de [76] assure qu’il existe un
diviseur d de n, ainsi qu’une représentation automorphe cuspidale irréductible π ′′ de
GLn/d(AE), tels que si P est un parabolique de GLn de Levi GLd

n/d, alors π′ est un sous-
quotient de l’induite parabolique normalisée de P (AE) à GLn(AE) de la représentation
π′′⊗ | det |(1−d)/2 × · · ·×π′′⊗ | det |(d−1)/2. La composante archimédienne de cette induite
admet un caractère infinitésimal ([65] proposition 8.22), qui est donc aussi celui de tous
ses constituants. Si t est un poids régulier, l’identification de ce caractère infinitésimal
avec celui de πC

∞ entraîne que d = 1, puis que π′ est cuspidale (le théorème 6.1 de [40]
montre même que π′∞ est tempérée). Un théorème de Shalika ([92] corollaire du §5)
assure alors que les composantes locales de π ′ sont génériques en toutes les places finies
de E. Soit v une place finie de E telle que Dv est une algèbre à division, il en existe par
hypothèse sur G. Une version plus précise du théorème 7.2, énoncée et prouvée en [51]
(cf. I.3 et théorème VI.1.1 no 2), montre qu’il y a deux possibilités à priori pour π′v (cf.
loc.cit.). Le théorème 9.7 de [110] assure que seule celle de carré intégrable est générique
(non dégénérée dans sa terminologie). Ainsi, π′ est de carré intégrable aux places finies
ramifiées pour D, et π′ entre dans les hypothèses du théorème 7.3.

La donnée de ip comme place λ-adique nous fournit en particulier une représentation
p-adique semi-simple de dimension n comme dans l’énoncé :

ρf := Rip(π
′)

Les transferts à D∗ puis GLn sont compatibles avec le transfert non ramifié aux places
dans S ′, π(f) 7→ ρf est donc compatible avec la correspondance de Langlands non ra-
mifiée par le théorème 7.3. Ceci détermine les polynômes caractéristiques dans ρf des
Frobenius de S ′, le théorème de Cebotarev conclut que ρf est indépendante du π(f)
choisi initialement, puis ne dépend que du point xf ∈ Dχ(G,U0(p))(Cp) associé à f .

Si f est ancienne en p on peut choisir un π(f) ayant pour composante en p le πp

de l’énoncé, qui est non ramifié. Mais les transferts 7.1 et 7.2 étant compatibles aux
transferts locaux non ramifiés en les places non ramifiées pour D, E et π, ils le sont en
la place w. Le théorème 7.3 implique alors que la représentation p-adique ρf , restreinte
à chaque groupe de décomposition aux places v de E divisant p, est cristalline et que le
paramètre de Langlands de π′w est celui de πp.
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L’assertion sur les poids de Hodge-Tate de (Rip(π
′))|Dw

découle du théorème VII.1.9,
no 4, de [51], car π′∞ a même caractère infinitésimal que πC

∞. La représentation (ρf)|Dw

obtenue dans [51] (cf. §3) est réalisée dans la cohomologie étale p-adique de la fibre
générique d’une variété propre et lisse sur Zp, un de ses multiples étant découpé par
une correspondance algébrique (cf. [51] chapitre III.2). Un théorème de Katz-Messing
([62] théorème 2.2), combiné avec 7.3 et le théorème de changement de base lisse en
cohomologie l-adique, assure que le polynôme caractéristique du Frobenius de cristallin
de (ρf)|Dw

coïncide avec l’image par ip du polynôme de Hecke de π(f)p. �

7.4. Applications aux familles de représentations galoisiennes. On conserve
dans ce paragraphe les notations du §7.3. Soit Dχ la nilréduction de l’espace rigide
associé à la donnée (G,U0(p), χ,Hχ,Λ) par le théorème 6.2. La proposition 7.1 s’applique
en prenant :

- X := Dχ,

- H′ l’image par le morphisme a (6.2) de Hχ,Λ dans Orig
Dχ

, elle est compacte par la
proposition 4.4,

- Γ := Gal(E/E)S défini en 7.3,

- S ′ ainsi que les (Fv)v∈S′ définis loc.cit. (la réunion des classes de conjugaison des Fv

est dense dans Γ par le théorème de Cebotarev),

- pour v ∈ S ′, av := a(Tv), Tv étant défini loc.cit.,

- Z l’ensemble des points classiques de poids régulier de Dχ(Cp) (il est Zariski-dense
par une modification triviale de 6.8),

- les représentations ρ(z), z ∈ Z, données par le corollaire 7.2.

Corollaire 7.3. Il existe un unique pseudo-caractère continu, de dimension n,

T : Gal(E/E)S → Orig
Dχ
,

dont l’évaluation en tout point classique de poids régulier de Dχ est la trace de la repré-
sentation galoisienne associée à ce point par 7.2.

Tout pseudo-caractère continu Cp-valué étant la trace d’une unique représentation
continue, semi-simple, de dimension finie ([106]), on en déduit le :

Corollaire 7.4. Soit t ∈ W(Cp), f ∈ St,χ(G,U0(p)) une forme propre pour Hχ,Λ,
de pente finie, il existe une unique représentation semi-simple continue

ρf : Gal(E/E)S −→ GLn(Cp)

telle que pour tout v /∈ S, Tv(f) = tr(ρf (Fv))f .

En utilisant la théorie de Sen développée dans [100], ainsi que 7.2, on montrerait
facilement que si t = (t1, ..., tn) ∈ W(Qp), alors ρf a pour poids de Hodge-Tate-Sen

(tn, 1 + tn + tn−1, ..., (n− 1) + tn + ... + t1)
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En particulier, ρf n’est pas de Hodge-Tate en général. La théorie de Hodge p-adique de
ces représentations peut être comprise à l’aide des travaux récents Kisin dans [64] (voir
aussi §7.5, ainsi que le chapitre III §5 et §6 de cette thèse).

Enfin, si Dχ,irr désigne le lieu d’irréductibilité du pseudo-caractère T , le corollaire 7.1
donne :

Corollaire 7.5. Il existe une unique algèbre d’Azumaya A sur Dχ,irr et une repré-
sentation continue Gal(E/E)S −→ A∗, dont l’évaluation en tout point classique régulier

x ∈ Dχ,irr(Cp) est l’extension des scalaires à Cp de la représentation galoisienne associée
à ce point par 7.2.

Remarques :
– L’irréductibilité des représentations galoisiennes attachées aux représentations au-

tomorphes du théorème 7.3, bien que conjecturée, n’est connue en générale que si
n ≤ 3 (Ribet, Blasius-Rogawski, cf. [71]), ou si elles sont supposées supercuspidales
à au moins une place finie (Harris-Taylor [51] théorème C). Dans le premier cas,
on a donc, Z ⊂ Dχ,irr 6= ∅.

Expliquons rapidement comment utiliser le second cas. Soit v ′ une place finie de
E décomposée, ne divisant pas p, telle que D∗(Ev′) = GLn(Ev′). Soit (J, r) un type
d’une supercuspidale fixée de GLn(Ev′) (cf. [18] §5), choisissons U0(p) de façon à
ce que U0(p)v′ = J . Une modification triviale des constructions faites au §4 nous
permettrait de construire des familles de formes automorphes p-adiques de pentes
finies pour G avec type (U0(p), χ⊗ r). Un exemple est traité en détail pour n = 3
dans le chapitre III §8.2 de cette thèse, le cas général est formellement identique.
Notant que les transferts 7.1 et 7.2 sont compatibles au transfert local en la place
v′ ([69] 3.4, 4.5.2, 4.6.2), il vient que si π est une représentation automorphe pour
G ayant le type (J, r) en v′, JL(BC(π)) est supercuspidale en v. On est donc dans
le second cas discuté ci-dessus et Dχ,irr = Dχ.

Enfin, par des techniques de théorie de Hodge p-adique, il est possible de dé-
montrer que sur certaines composantes irréductibles de Dχ, (Tx)|Dw

est la trace
d’une représentation irréductible (cf. III.9.1 et III.6.1).

– D’après le lemme 4.8.3, chaque représentation ρf avec f classique apparaît jusqu’à
n! fois sur Dχ(Cp). Ce phénomène est l’analogue de l’existence des formes jumelles
dans le cas du groupe GL2. Les déformations de ρf construites à partir de différents
points de Dχ(Cp) sont en général très différentes.

7.5. Variétés de Hecke et p-motifs classiques raffinés.
7.5.1. p-motifs raffinés de Mazur. Soient E un corps de nombres, K ⊂ Cp un corps

local, et n ≥ 1 un entier. Suivant Mazur dans [73], on appelle p-motif classique de
rang n à coefficients dans K, la donnée d’un K-espace vectoriel W de rang n et d’une
représentation continue de Gal(E/E) sur W , qui est non-ramifiée hors d’un ensemble
fini, et dont la restriction à chaque groupe de décomposition aux places de E divisant p
est cristalline.

Soit w une place de E divisant p telle que Ew = Qp, Dw un groupe de décomposition
en w, et W un tel p-motif. À W vue comme représentation de Dw = Gal(Qp/Qp), on
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peut alors associer, suivant Fontaine, un ϕ-module filtré D(W ) faiblement admissible.
Comme Ew = Qp, ϕ est K-linéaire et on notera R(W ) l’ensemble des n valeurs propres
de ϕ, comptées avec multiplicités. De plus, on note J (W ) ⊂ Z l’ensemble des poids de
Hodge-Tate de W , et

δi := dimK(Fili(D(W ))/Fili+1(D(W )))

Mazur définit loc.cit. un raffinement de W comme étant la donnée R d’une partition
ordonnée de R(W ), soit R =

∐r
i=1 Ii, satisfaisant |Ii| = δi. Si W est régulier, i.e. si

∀i ∈ J (W ), δi = 1, se donner un raffinement équivaut à ordonner les racines de ϕ. Si
(W,R) est un p-motif classique raffiné de rang n, on peut lui attacher les nombres

Fi(W ) := λi/p
ki

où ki est le i-ème poids de Hodge-Tate de W , ces derniers étant rangés par ordre croissant,
et R = {λ1, ..., λn}, ainsi que son polynôme-U ∈ Qp[T ] qui est le polynôme dont les
racines sont les Fi(W ).

L’intérêt de la notion de raffinement vient de ce que les p-motifs raffinés semblent
se déformer p-adiquement "avec leur raffinement", dans le sens où les Fi (et non pas
les λi) varient analytiquement dans la déformation. Ceci est discuté en détail dans [73],
et les résultats de cet article (cf. §7.5.2) peuvent être vus comme une confirmation des
prédictions faites loc.cit. Mazur a proposé de plus une condition de non criticité pour les
p-motifs raffinés :

Définition : (Mazur) (W,R) est dit de pente non critique si

v(λ1) < k2, v(λn) > kn−1 et si

∀i ∈ {2, ..., n− 1}, v(λi) ∈]ki−1, ki+1[

Par exemple, si W est ordinaire, il a un unique raffinement de pente non critique
R = {λ1, ..., λn}, satisfaisant v(λi) = ki ; un tel (W,R) sera dit ordinaire. Il nous sera
utile de définir, si a = (a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an) est une suite croissante d’entiers, (W,R) un
p-motif raffiné comme ci-dessus,

Ua(W ) :=

n∏

i=1

Fi(W )an−i+1

Définition : (W,R) sera dit Ua-non critique si a est strictement croissante et si

v(Ua(W )) < Minn−1
i=1 (ai+1 − ai)(kn−i+1 − kn−i)

(W,R) sera dit U -non critique si il est U a-non critique pour au moins une suite a.

Proposition 7.3. Si (W,R) est U-non critique, il est de pente non critique. La
réciproque est vraie si (W,R) est ordinaire, ou si n = 2.

Preuve : Soit (W,R) Ua-non critique, on supposera a1 = 0 et aussi k1 = 0, ce qui
est loisible. Si i ∈ {1, ..., n− 1}, on pose mi + 1 := kn−i+1 − kn−i, En terme des Fi(W ),
la condition de pente non critique s’écrit F1(W ) < mn−1 + 1, Fn(W ) > −m1 − 1 et



86 I. FAMILLES p-ADIQUES DE FORMES AUTOMORPHES POUR U(n)

∀i ∈ {2, ..., n−1}, −mn−i+1−1 < Fi(W ) < mn−i+1. Or on a Ua(W ) =
∏n

i=1 Fi(W )an−i+1 ,
et si pour j ∈ {0, ..., n− 1}, on pose vj =

∑n−j
i=1 v(Fi(W )), alors

∀j ∈ {1, ..., n− 1},
n−1∑

i=1

(ai+1 − ai)vi < (mj + 1)(aj+1 − aj)

De ceci et du fait que ∀j ∈ {1, ..., n}, vj ≥ 0 (le polygone de Hodge est au dessous
du polygone de Newton), on déduit facilement que (W,R) est de pente non critique.
Si (W,R) est ordinaire, il est U (0,1,...,n−1)-critique. Enfin, l’équivalence quand n = 2 est
immédiate. �

Exemple : Dans le cas n = 3, il est facile de montrer que (W,R) (avec k1 = 0 comme
on peut le supposer) est U -non critique si et seulement si il est de pente non critique et
si il vérifie la condition :

v(λ1)

k2
+
v(λ2)

k3
< 1

Cette condition ne serait pas vérifiée par exemple pour un (W,R) de poids de Hodge-
Tate (0, 1, 2) tel que v(λ1) = 1/2, v(λ2) = 1, et v(λ3) = 3/2 (il n’y a pas d’obstruction
locale en p à ce qu’un tel W existe).

7.5.2. p-motifs raffinés attachés aux formes automorphes non ramifiées en p.

On se replace dans le cadre du paragraphe 7.3, en particulier E est un corps quadra-
tique imaginaire décomposé en p. On fixe

x ∈ Dχ(G,U0(p))(Cp),

un point classique de poids régulier ancien en p, de poids t = κ(x) = (m1, ..., mn) ∈
Nn−1 × Z. Soit ρ(x) la représentation galoisienne attachée à x comme en 7.2, elle prend
ses valeurs dans un corps local E. D’après 7.2, on sait que sa restriction à Dw (ainsi qu’à
l’autre place divisant p par la dernière assertion de 7.3) est cristalline. Cela nous fournit
donc un p-motif classique noté W (x). On sait de plus de 7.2 que W (x) est régulier, de
poids de Hodge-Tate :

(mn, mn +mn−1 + 1, mn +mn−1 +mn−2 + 2, · · · , mn +m1 +m2 + ...+mn−1 + n− 1)

Il est commode de poser

ki := mn +mn−1 +mn−2 + ... +mn−i+1 + i− 1,

c’est le ieme poids de Hodge-Tate de W (x), rangés par ordre croissant.
Ceci nous permet d’associer à W (x) un raffinement canonique de la manière qui suit.

D’après 7.2, le polynôme caractéristique du Frobenius de W (x) est ip(P (T )) où P (T ) est
le polynôme de Hecke d’une certaine représentation non ramifiée πp de GLn(Qp). Fixons
f ∈ St(G,U0(p),C) telle que x est associé à f par 6.2 et §4.2, engendrant πp. D’après
§4.8, lemme 4.4, les opérateurs de Hecke [IuI] opèrent par un caractère χ sur f ayant la
propriété que le polynôme de Hecke soit
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n∏

i=1

(T − pi−1χ(Fi))

De plus, par construction et la remarque concluant §4.8, ιp(pi−1χ(Fi)) = pkiFi(x).
On pose donc

λi := Fi(x)p
ki

D’après la remarque suivant la définition 4.8.3 §4.8, ceci nous fournit bien un raffinement
de W (x), que l’on note R(x). Son polynôme-U est

∏n
i=1(T−Fi(x)), Fi(x) = Fi(W (x)) et

pour toute suite croissante positive a, Ua
p(x) = Ua(W (x)). La traduction de non criticité

est donc :

(W (x),R(x)) est Ua-non critique ⇔ x est très classique pour U a
p

D’après la proposition 6.9, si p > 2, les x ∈ Dχ(G,U0(p))(Cp) très classiques et
anciens en p sont Zariski-denses. Ainsi, le couple (Dχ(G,U0(p)), {F1, ...,Fn}) peut être
vu comme espace rigide d’interpolation de p-motifs raffinés en p. Ceci est un point de
départ pour étudier la famille de représentations galoisiennes portée par Dχ(G,U0(p)),
par exemple à la manière des travaux récents de Kisin [64].
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1. Introduction

Soient D/Q l’algèbre de quaternions définie de discriminant d, p un nombre premier
et N un entier tels que (Np, d) = (N, p) = 1, nous établissons dans ce texte un transfert
"à la Jacquet-Langlands" bijectif entre les formes modulaires p-adiques surconvergentes
de pente finie ([61], [29]), propres, cuspidales et nouvelles en d, et les formes modulaires
p-adiques quaternioniques pour D de pente finie ([21]), en niveau modéré N et poids-
caractère quelconque (théorème 5.3). Ce transfert est Hecke-équivariant et coïncide avec
la correspondance de Jacquet-Langlands usuelle lorsqu’on le restreint aux formes modu-
laires "classiques" de part et d’autre. Mieux, il respecte les familles p-adiques, et nous
prouvons qu’il provient d’un isomorphisme rigide-analytique entre les courbes de Hecke
("the eigencurves") correspondantes (théorème 6.2).

Notre preuve est basée sur l’existence de systèmes de modules de Banach de part et
d’autre (2.1), et de leur comparaison. On démontre en fait un énoncé général (théorème
6.1) sur la comparaison de ces systèmes. Des arguments de Zariski-densité de points
"classiques" sur certaines hypersurfaces de Fredholm et sur les variétés de Hecke y jouent
un rôle important. On en déduit notre correspondance en utilisant la correspondance de
Jacquet-Langlands usuelle, et les assertions de "classicité en petite pente" de part et
d’autre.

Un des charmes de cette correspondance est que les objets qu’elle compare sont, dans
une large mesure, de natures assez différentes. Les formes modulaires p-adiques surconver-
gentes usuelles sont des sections de fibrés surconvergentes sur le lieu ordinaire des courbes
modulaires, alors que les formes modulaires quaternioniques p-adiques sont purs produits
de la théorie des groupes, spécialement des représentations p-adiques de GL2(Qp). Nous y
voyons plusieurs intérêts, l’un d’entre eux étant la possibilité d’introduire des méthodes
de théorie des représentations p-adiques des groupes de Lie p-adiques dans la théorie
des formes modulaires surconvergentes. Ceci est par exemple en accord avec une philos-
phie de Langlands purement p-adique (encore non formulée à notre connaissance). Un
autre intêret vient de qu’il reste une multitude de questions non résolues concernant "the
eigencurve" (voir l’introduction de [33]), l’origine plus combinatoire des formes quater-
nioniques peut permettre, sinon de les résoudre, de faciliter tout au moins les expériences
numériques. Nous discutons de certaines conséquences de notre correspondance, ainsi que
de problèmes encore ouverts, dans la dernière partie du texte.

Dans le chapitre 1 de cette thèse, nous avons construit des variétés de Hecke pour
tous les groupes algébriques G sur Q tels que G(R) = Un(C), G(Qp) = GLn(Qp), et
on peut se demander de manière générale si les transferts usuels se prolongent, et com-
ment, aux formes modulaires surconvergentes pour ces groupes. En ce qui concerne les
correspondances de Jacquet-Langlands éventuelles entre de tels groupes, les résultats de
ce chapitre s’y appliquent sans modification, du moment que la correspondance classique
entre les deux groupes en question est connue pour suffisament de poids (voir le théorème
6.1).
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Ce travail repose substantiellement sur ceux de Buzzard, Coleman, et Mazur, nous les en
remercions. La question de l’existence ou non d’un morphisme entre les deux courbes de Hecke
avait notamment été posée par Buzzard.

Notations : p est un nombre premier. Cp est le complété d’une clôture algébrique
de Qp, muni de la norme telle que |p| = 1/p, v(.) est la valuation associée. Si X/Cp est
un espace rigide, A(X) est l’anneau des fonctions rigides analytiques sur X ; si X est
de plus affinoide réduit, la norme sup. sur X munit A(X) d’une structure de Cp-algèbre
de Banach. A1 désigne la droite rigide sur Cp. A (resp. Af , resp. A(d)

f ) est l’anneau des
adèles (resp. adèles finies, resp. adèles hors de {d,∞}) de Q. Si d et n sont des entiers,
on note d ||n si d divise n et (d, n/d) = 1. Si B est un anneau, B∗ désigne le groupe

multiplicatif de ses inversibles. diag(a, b) désigne la matrice

(
a 0
0 b

)
.

2. Systèmes de modules de Banach

2.1. Modules de Banach. La notion de systèmes de modules de Banach ortho-
normalisables est introduite dans [33] §4.3.

On appellera système d’espaces de Banach la donnée d’un ensemble E = {En, in, n ∈
N} de Cp-espaces de Banach orthonormalisables En, et d’applications Cp-linéaires com-
pactes in : En → En+1, on notera E† la limite inductive des En selon les in. Si W/Cp est
un espace rigide réduit, on appellera faisceau de modules de Banach orthonormalisables
sur W la donnée d’un faisceau B sur W tel que pour tout ouvert affinoide V ⊂ W, B(V )
ait une structure de A(V )-module de Banach orthonormalisable, et tel que si V ⊂ V ′

sont des ouverts affinoides de W, l’application canonique B(V ′)⊗̂A(V ′)A(V ) → B(V ) soit
un isomorphisme de A(V )-modules de Banach. Un système de modules de Banach sur
W est la donnée d’un ensemble E = {En, in, n ∈ N} où En est un faisceau de modules
de Banach orthonormalisables sur W, et in : En → En+1 est un morphisme de faisceaux
tel que si V est un ouvert affinoide de W, in(V ) : En(V ) → En+1(V ) soit A(V )-linéaire
compacte. On notera alors E(V, n) := En(V ), et on abrégera le tout en E = (E(V, n)).
Enfin, on dispose d’une notion évidente de sous-système de modules de Banach sur W.

Exemple : Si E = {En, in, n ∈ N} est un système d’espaces de Banach, on peut lui
associer un système de modules de Banach sur W comme suit. Soit EW ,n le faisceau de
modules de Banach orthonormalisables sur W associé à En au sens du §I.3.7. On rappelle
que si V est ouvert affinoide, on aEW ,n(V ) := A(V )⊗̂Cp

En que l’on notera encore E(V, n).
in nous fournit de plus par extension des scalairs une application compacte A(V )-linéaire
in(V ) : E(V, n) → E(V, n+ 1). On appellera (E(V, n)) le système de modules de Banach
sur W associé à E.

Fixons E = (E(V, n)) un système de modules de Banach sur W. Si x ∈ W(Cp), on
notera Ex le système d’espaces de Banach déduit de E par évaluation en x : Ex,n :=
E(V, n)⊗̂A(V )Cp pour tout V tel que x ∈ V (Cp) (A(V ) → Cp étant l’évaluation en x),
ix,n : Ex,n → Ex,n+1 l’application compacte déduite. Dans nos applications, les ix,n seront
toujours injectives. C’est par exemple le cas si EW est le système de modules de Banach
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sur W associé a un système d’espaces de Banach {En, in, n ∈ N} tel que les in soient
injectives.

On appellera endomorphisme de E la donnée, pour chaque V ⊂ W ouvert affinoide,
et pour tout n assez grand (V étant fixé), d’un endomorphisme continu A(V )-linéaire
U(V, n) de E(V, n), tel que les U(V, n) commutent aux applications E(V, n) → E(V, n+
1), et aux changements de bases ouverts affinoides E(V, n) → E(V ′, n) lorsqu’ils sont
définis. On dira que U := (U(V, n)) est un endomorphisme de E et on identifiera deux
endomorphismes U et U ′ si pour tout V et n assez grand, U(V, n) = U ′(V, n). L’ensemble
End(E) de ces endomorphismes est alors une Cp-algèbre de manière naturelle. Si H est un
anneau (resp. G un moinoide), une représentation de H (resp. de G) sur E est la donnée
d’un morphisme de Cp-algèbre H → End(E) (resp. Cp[G] → End(E)). On parlera alors
de système de H-modules de Banach sur W.

On note Comp(E) l’idéal bilatère de End(E) composé des éléments ayant la propriété
suivante : pour V ⊂ W un ouvert affinoide fixé, il existe pour tout n assez grand un endo-
morphisme A(V )-linéaire continu T (V, n) : E(V, n+ 1) → E(V, n) tel que le diagramme
suivant soit commutatif :

E(V, n)

in(V )
��

U(V,n)
// E(V, n)

in(V )
��

E(V, n + 1)
U(V,n+1)

//

T (V,n)
55jjjjjjjjjjjjjjjj

E(V, n + 1)

En particulier, U(V, n) est compact, et [30] A.2.3 assure que det(1−U(V, n)|E(V,n)) ∈
1 + TA(V ){{T}} est indépendant de n assez grand. La formation des séries de Fred-
holm commutant aux changements de base ouverts affinoides, toutes ces séries pro-
viennent par restriction d’une unique série de Fredholm FredE(U) sur W, FredE(U)
∈ 1 + TA(W){{T}}.

2.2. L’espace des poids-caractères.
On fixe p > 2 dans ce qui suit, Λ est l’anneau local complet Zp[[(1+pZp)]], W la boule

ouverte rigide de centre 1 et rayon 1, W(Cp) := {z ∈ Cp, |z − 1| < 1}. L’application
Λ → A(W) définie par [1+p] 7→ Z identifie topologiquement Λ aux fonctions analytiques
Qp-valuées sur W(Qp) bornées par 1 sur tout W(Cp). L’application κ 7→ κ(1 + p) induit
une bijection :

Homgr−cont(1 + pZp,C
∗
p) ' W(Cp)

On dispose d’un caractère "universel" continu déterminé par κuniv(1 + p) = Z :

κuniv : 1 + pZp → A(W)∗

On note µp∞ := {ζ ∈ C∗p, ∃r ∈ N, ζpr

= 1}, µp∞ ⊂ W(Cp). Si ζ ∈ C∗p est tel que
ζpr

= 1, ζ.(1 + p)k ∈ W(Cp) correspond au caractère x → xkχ(x), χ étant le caractère
d’ordre fini de 1+pZp tel que χ(1+p) = ζ, caractère que l’on notera (k, χ). Dans ce cas,
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on appellera conducteur de κ, noté cond(χ), le plus petit entier naturel r tel que χ soit
trivial sur 1 + prZp .

On aura besoin en 3.2.2 d’introduire pour r ≥ 1, la boule rigide Wr ⊂ W :

Wr(Cp) := {κ ∈ W(Cp), |κ− 1| < p
− 1

pr−1(p−1) }
On a par exemple (1+ p)kζ ∈ Wr quand ζpr−1

= 1. Tout κ dans Wr(Cp) est un caractère
de 1 + pZp de restriction analytique à 1 + prZp. Mieux, si V ⊂ Wr est ouvert affinoide,
la restriction de κuniv à A(V ) est un caractère A(V )-valué de 1 + pZp dont la restriction
à 1 + prZp est analytique.

On note τ : (Z/pZ)∗ → Z∗p le caractère de Teichmüller. On verra en général les
caractères de 1 + pZp comme des caractères de Z∗p, en les étendant trivialement sur les
racines de l’unité.

3. Formes modulaires p-adiques

Nous allons dans ce qui suit rappeler les acteurs essentiels de ce papier. On fixe un
nombre premier p ≥ 5, des entiers N et d, (N, p) = (N, d) = (p, d) = 1, d sans facteur
carré.

Soit H la Z-algèbre commutative de polynômes sur les lettres Sl, Tl, si l est premier
et (l, Ndp) = 1, et Ul si l premier divise Ndp. On fixe ε = εpεN un caractère de (Z/pZ×
Z/NZ)∗. On notera aussi, si n ≥ 1, Tn l’élément de H obtenu par les formules usuelles :

∑

n≥1

Tnn
−s =

∏

l|Npd

(1 − Ull
−s)−1

∏

l-Npd

(1 − Tll
−s + lSll

−2s)−1

3.1. Formes modulaires surconvergentes.

On fait des rappels sur certaines constructions faites dans [33] §2.1, [30] §4.3 .

Soit X1(Np, d) la courbe propre et plate sur Zp paramétrant les courbes elliptiques
généralisées avec structure de niveau de type Γ1(Np) ∩ Γ0(d), ω le faisceau inversible
habituel sur X1(Np, d). Si p > 3, on rappelle que la série d’Eisenstein normalisée de
niveau 1, Ep−1, est une section globale de ωp−1 sur X1(Np, d)/Zp qui relève l’invariant
de Hasse. Si 0 ≤ v < 1 ∈ Q, on définit X1(Np, d)(v) comme étant l’ouvert affinoide de
X1(Np, d)

rig sur lequel |Ep−1| ≥ p−v, et Z1(Np, d)(v) la composante connexe affinoide
de ∞ dans X1(Np, d)(v) ([33] §2.1, §4.3). Pour tout m ≥ 1, on s’intéressera plus géné-
ralement ([33] §2) à la courbe rigide analytique (lisse irréductible) Z1(Np

m, d)(v), avec
0 ≤ v < 1, qui est la composante connexe affinoide de ∞ dans X1(Np

m, d)(v).

Mk(p
m, d, v) := H0(Z1(Np

m, d)(v), ωk)

est le Cp-espace de Banach des formes modulaires v-surconvergentes de poids k, de niveau
Γ1(Np

m) ∩ Γ0(d), il est muni d’une action naturelle de H ([33] §3.2, [30] B5). On fixe
ici, et pour tout le texte, une suite réelle décroissante (vn)n∈N, telle que ∀n ∈ N, vn =
p−nv0 ∈ [ p

pn+1(p+1)
, p

pn(p+1)
[∩Q. La construction de nos systèmes de modules de Banach
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dépend de v0 d’une manière qui nous importera peu, pour alléger les notations nous
omettrons cette dépendance dans ce qui suit. On pourrait fixer v0 = 1

p+1
.

Si κ = (k, χ) ∈ W(Cp) est de conducteur m, on dispose d’une série d’Eisenstein Eκ,
qui est une forme modulaire de poids k sur X1(Np

m, d)(v) de caractère trivial hors de
p, χτ−k en p. Si 0 ≤ v < p

pm−1p+1
, Z1(Np, d)(v) s’identifie canoniquement au quotient de

Z1(Np
m, d)(v) par l’action des diamants de (1 + pZp)/(1 + pmZp), permettant de voir

M0(p, d, v) comme le sous-espace de M0(p
m, d, v) de caractère trivial sous (1+ pZp)/(1+

pmZp). La multiplication par Eκ est un isomorphisme de Cp-Banach de M0(p
m, d, v) sur

Mk(p
m, d, v) multipliant le caractère en p par χτ−k. Le q-développement à l’infini de

Eκ est la spécialisation en κ d’un q-développement "abstrait" E(q) ∈ 1 + qΛ[[q]] appelé
famille d’Eisenstein restreinte ([33], §2.2).

On pose F := (F (V, n)), le système de modules de Banach sur W associé au système
d’espaces de Banach {A(Z1(Np, d)(vn)), resn, n ∈ N}, les applications

resn : A(Z1(Np, d)(vn)) → A(Z1(Np, d)(vn+1))

étant les restrictions compactes naturelles. Par définition, si V ⊂ W est ouvert affinoide,
F (V, n) = A(V × Z1(Np, d)(vn)). F est de manière naturelle une représentation de H,
Up ∈ Comp(F ) ([33] 3.2, [30] B5). Si κ = (k, χ) ∈ W(Cp) est de conducteurm, n ≥ m−1,
Fκ,n s’identifie, comme représentation de H, au sous-espace de Mk(p

m, d, vn) de caractère
χτ−k sous (Z/pmZ)∗.

En chaque pointe c dans Z1(Np, d)(0), la théorie des courbes de Tate (voir [61] A1.2)
nous fournit un qc-développement : F (V, n) ↪→ A(V )[[qc]]. De plus, (Z/NpZ)∗ agit par
automorphismes naturels sur X1(Np, d) en préservant Z1(Np, d)(v) et donc l’ensemble
de ses pointes. Notons A(Z1(Np

m, d)(vn))0,ε le sous-espace de A(Z1(Np
m, d)(vn)) com-

posé des fonctions de qc-développement nul pour tout c dans Z1(Np, d)(0), et sur lequel
(Z/NpZ)∗ agit par le caractère ε fixé plus haut. On s’intéresse au système de modules
de Banach F 0,ε associé au système d’espaces de Banach

{A(Z1(Np, d)(vn))0,ε, resn|A(Z1(Np,d)(vn))0,ε , n ∈ N}
C’est un sous-système de modules de Banach de F , préservé par H. Son évaluation
F 0,ε

κ,n en κ = (k, χ) ∈ W(Cp) de conducteur m tel que n ≥ m − 1 s’identifie au sous-
espace de Mk(p

m, d, vn) composé des formes de caractère ετ−kχ s’annulant aux pointes
de Z1(Np

m, d)(0) (noter que Eκ est non nulle en chacune de ces pointes).

On définit dans ce qui suit le sous-module de Banach de F 0,ε composé des familles
de formes surconvergentes "nouvelles en d" (voir aussi [30] B5). Soit l premier divisant
d, ld′ = d, on dispose de morphismes canoniques finis et plats

πl : X1(Np
m, d) → X1(Np

m, d′)

oubliant le sous-groupe d’ordre l. Ces morphismes induisent des morphismes rigides ana-
lytiques πl : Z1(Np

m, d)(v) → Z1(Np
m, d′)(v), finis et plats de degré l + 1 (étale hors

des pointes). L’isomorphisme canonique π∗l (ω) ' ω permet d’en considérer la trace,
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πl∗ω → ω, d’où en particulier sur les sections sur Z1(Np
m, d′)(v) :

tr(πl)k : Mk(p
m, d, v) →Mk(p

m, d′, v)

On étend tr(πl)0 : A(Z1(Np, d)(v)) → A(Z1(Np, d
′)(v)), linéairement en un A(V )-

morphisme
Trl : A(V × Z1(Np, d)(v)) → A(V × Z1(Np, d

′)(v))

Trl définit ainsi un endomorphisme du module de Banach F 0,ε, il est bien défini pour
tous les couples (V, n).

Lemme 3.1. Soit κ = (k, χ) ∈ W(Cp), m = cond(κ), n ≥ m − 1, le diagramme
suivant est commutatif :

Fκ,n

Trl

��

×Eκ // Mk(p
m, d, vn)

��
tr(πl)k

��

Fκ,n
×Eκ // Mk(p

m, d′, vn)

Preuve : Il faut montrer que si f ∈ M0(p
m, d, v), tr(πl)k(Eκf) = Eκtr(πl)0(f), ce qui

découle immédiatement de ce que Eκ est de niveau premier à l. �

On vérifie aisément que Trl commute aux correspondances de Hecke hors de l, aux
opérateurs diamants, et que Tr2

l = (l + 1)Trl (cf. [30] B5.1). Notons Wl l’involution
d’Atkin sur X1(Np

m, d)/Zp définie modulairement par (E,H, α) 7→ (E/H,E[l]/H, π ·α),
H étant un sous-groupe d’ordre l de E, π l’isogénie E → E/H, et α une structure de
niveau de type Γ1(Np

m)∩Γ0(d
′). Elle préserve les Z1(Np

m, d)(v) et induit par extension
des scalaires une involution encore notée Wl sur les A(Z1(Np, d)(v) × V ).

Définition : Soit κ ∈ W(Cp), f ∈ F 0,ε
κ,n est dite nouvelle en d si pour tout l divisant

d, Trl(f) = Trl(Wl(f)) = 0.

On notera F 0,ε,d le système de modules de Banach sur W associé au système d’espaces
de Banach {A(Z1(Np, d)(vn))0,ε,d, resn, n ∈ N}, où

A(Z1(Np, d)(vn))0,ε,d := A(Z1(Np, d)(vn))0,ε ∩ (
⋂

l|d

Ker(Trl) ∩ Ker(Trl ·Wl))

Lemme 3.2. F 0,ε,d est un sous-système de modules de Banach de F 0,ε stable par
l’action de H.

Preuve : Ça n’est pas complètement évident en ce qui concerne les Ul avec l|d. Il
suffit de vérifier que pour κ = (k, χ) ∈ W(Cp), m = cond(κ), n ≥ m − 1, Ul pré-
serve F 0,ε,d

κ,n dans F 0,ε
κ,n. Sur Mk(p

m, d, vn), on dispose d’un endomorphisme Wl,k défini par
Wl,k(f)(E,H, α, ω) = f(E/H,E[l]/H, π.α, (π∨)∗(ω)), avec les notations évidentes. On
vérifie que sur le sous-espace de caractère εχτ−k, on a W 2

l,k = ε(l)κ(l) et

tr(πl)k(f) = f + lε(l)−1κ(l)−1Ul(Wl,k(f)), tr(πl)k(Wl,k(f)) = f + l · Ul(f)
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De plus, si g ∈ F 0,ε
κ,n et el désigne la fonction inversible sur X1(Np, d)(vn) de q-dévelop-

pement Eκ(ql)
Eκ(q)

, alors un calcul montre que

E−1
κ Wl,k(gEκ) = elWl(g)

En particulier, la multiplication par Eκ envoie F 0,ε,d
κ,n isomorphiquement sur l’intersection

des Ker(tr(πl)k) ∩ Ker(tr(πl)k ·Wl,k) dans le sous-espace de Mk(p
m, d, vn) de caractère

εχτ−k. Les relations ci-dessus montrent que ce sous-espace est stable par Wl,k puis par
Ul, qui coïncide avec −l−1Wl,k sur ce dernier. �

Si κ = (k, χ) ∈ W(Cp), n ≥ cond(χ)−1, F 0,ε,d
κ,n est Cp⊗ZH-isomorphe au sous-espace

de Banach deMk(p
m, d, vn) constitué des formes s’annulant aux pointes de Z1(Np

m, d)(0),
de caractère εχτ−k, et annulées par les tr(πl)k et tr(πl)k · Wl,k. Ces formes seront ap-
pelées nouvelles en d. Sur le sous-espace de Mk(p

m, d, vn) composé des restrictions à
Z1(Np

m, d)(vn) des formes convergentes sur tout X1(Np
m, d), cette condition d’être nou-

velle en d est précisément la condition usuelle.

Remarques : i) Soit κ = (k, χ) ∈ W(Cp) de conducteur m, r ∈ N, f ∈ F 0,ε,d
κ,r propre

pour tout H, on note χ : H → Cp le caractère défini par Tn(f) := χ(Tn)f . f a un q-
développement sur la pointe ∞ de la forme

∑
n≥1 anq

n tel que an = χ(Tn)a1. Le principe
du q-développement (i.e l’irréductibilité de Z1(Np

m, d)(0)) montre alors que a1 6= 0, et
donc que l’on peut supposer a1 = 1. Ceci définit donc une bijection entre caractères
de H dans F 0,ε,d

κ,r et les éléments de ce dernier qui sont propres et de q-développement
normalisé à 1 ("multiplicité 1 faible").

ii) Les Cp-espaces de Banach A(Z1(Np, d)(v)), ainsi que tous leurs sous-espaces consi-
dérés dans ce paragraphe, sont orthonormalisables. En effet, d’après [93] 1.1, tout espace
de Banach provenant par extension des scalairs d’un espace de Banach sur un corps
local est orthonormalisable. De plus, par [93] 1.2, les inclusions A(Z1(Np, d)(vn)) ⊃
A(Z1(Np, d)(vn))0,ε ⊃ A(Z1(Np, d)(vn))

0,ε,d sont scindées dans la catégorie des Cp-espaces
de Banach.

3.2. Formes modulaires quaternioniques p-adiques.

Dans ce qui suit, nous nous référerons à [21].

3.2.1. Séries principales p-adiques de l’Iwahori. Introduisons tout d’abord quelques
notations de théorie des groupes :

L désigne le Borel inférieur de GL2(Qp)

N les unipotents supérieurs de GL2(Zp)

I(m) le sous-groupe de GL2(Zp) composé des éléments triangulaires supérieurs modulo pm

I := I(0) l’Iwahori, u := diag(1, p)

M(m) est le sous-monoide de GL2(Qp) ∩M2(Zp) engendré par I(m) et u, M := M(1)
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La décomposition d’Iwahori s’écrit I = (L ∩ I) ×N . On identifie N à Zp via
(

1 t
0 1

)
7→ t

La grosse cellule de Bruhat L\LI ⊂ L\GL2(Qp) = P1(Qp) est stable par multiplication
à droite par M. On note T la coordonnée sur Zp, l’action de M par translation à droite
sur les fonctions sur L\LI = Zp s’écrit alors

(
a b
c d

)
.T =

b + dT

a+ cT

Soit n ∈ N, on note Cn la Cp-algèbre de Banach des fonctions sur Zp de restriction
analytique aux a + pnZp, Cn est stable par l’action de M et C0 s’identifie à l’algèbre de
Tate Cp<T >. Les restrictions naturelles in : Cn → Cn+1 sont compactes injectives , ce
qui fait de C = {Cn, in, n ∈ N} un système d’espaces de Banach tel que u ∈ Comp(C).
On note CW le système de modules de Banach sur W associé à C. Il sera commode de
poser C−n := C0 et C(V,−n) := C(V, 0) si n ∈ N, V ⊂ W ouvert affinoide.

Soit j : I → C∗0 le 1-cocycle défini par

j(

(
a b
c d

)
) := τ−1(a)(a + cT ) ∈ 1+pZp<T >⊂ C∗0

Il se prolonge à M en le prenant trivial sur u. Si κ ∈ W(Cp), γ ∈ M, on définit un cocycle
κ(j) : M → ⋃

n∈N C∗n par

(κ(j)(γ))(t) := κ(j(γ)(t)), t ∈ Zp

Si γ ∈ M(m) et κ ∈ Wr(Cp), κ(j)(γ) ∈ C∗r−m. On notera ρκ la représentation de M sur
l’espace

⋃
n∈N Cn tordue par κ(j), i.e ρκ(v) := κ(j)(γ)γ.v. Cette torsion n’affecte pas u

et si κ ∈ Wr(Cp), M(m) préserve Cn dès que n ≥ r −m. Plus généralement, si V ⊂ W
est un ouvert affinoide, on dispose d’un 1-cocycle κuniv(j) : M → ⋃

n∈N C(V, n)∗, tel que
κuniv(j)κ = κ(j) si κ ∈ W(Cp) et κuniv(j)(γ) ∈ C∗r−m si γ ∈ M(m) et V ⊂ Wr. On
dispose donc d’une représentation ρuniv de M sur

⋃
n∈N C(V, n), en tordant par κuniv(j)

la représentation naturelle obtenue par extension complète des scalairs à A(V ) de celle
sur Cn. Si V ⊂ Wr, M(m) préserve C(V, n) dès que n ≥ r −m.

Ainsi, le système de modules de Banach CW sur W est muni d’une représentation
ρuniv : M → End(CW). Si V ⊂ Wr, M(m) préserve C(V, n) dès que n ≥ r −m, et on a
u ∈ Comp(CW). On appelle CW la famille analytique des séries principales p-adiques de
I.

Remarques : i) C† =
⋃

n∈N Cn est l’espace des fonctions localement analytiques sur
Zp, muni de sa topologie localement convexe c’est un espace de type compact au sens de
[90] §1 1. La représentation ρκ de I sur C† est la série principale localement analytique
de I de caractère κ ([90] §5, noter que leur B est l’Iwahori opposé à I).

1Strictement, il faudrait plutôt prendre des fonctions K-valuées avec K sphériquement complet.
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ii) Les assertions de ce paragraphe sont détaillées dans [21] §4, §7, noter qu’il a des
actions à droites, non à gauche. A cette modification près, on a dans ses notations :
Aκ,p−n = Cκ,n et Mm ⊃ M(m) ; d’autre part si κ ∈ Wr(Cp)\Wr−1(Cp), "m is good for
(κ, p−n)" équivaut à n ≥ r −m.

3.2.2. Formes modulaires. Soit D(Q) une algèbre de quaternions sur Q, on fixe D(Z)
un ordre maximal de D(Q), et on note D le schéma en anneaux sur Z associé, D∗ son
groupe des inversibles. On suppose que D est définie. Soit d = disc(D) le produit des
premiers ramifiés, on fixe un isomorphisme au dessus de Z[1/d],

ϕ : D/Z[1/d] ' M2/Z[1/d]

Si M est un entier premier à d, on notera U1(M) (resp. U0(M)) le sous-groupe ouvert
compact de D∗(Af) ' D∗(A(d)

f )×∏l|dD
∗(Ql), décomposé selon ce produit, valant le com-

pact maximal D∗(Zl) en les premiers l divisant d, égal à ϕ−1(Γ1(M)) (resp. ϕ−1(Γ0(M)))
sur l’autre facteur, avec :

Γ1(M) = {g ∈ GL2(Ẑ[1/d]), g ≡
(

1 ∗
0 ∗

)
mod M},

Γ0(M) = {g ∈ GL2(Ẑ), g ≡
(

∗ ∗
0 ∗

)
mod M}

On verra les caractères de (Z/MZ)∗ comme des caractères de U0(M) par l’étoile
supérieure gauche. Si M ≥ 5, D∗(Q) × U1(M) agit librement sur D∗(Af), et l’ensemble

D∗(Q)\D∗(Af )/U1(M)

est fini de cardinal noté h1(M). On choisit M = Np comme en 3.

On note FD le système de modules de Banach sur W tel que si V ⊂ W est ouvert affi-
noide, n ∈ N, FD(V, n) est le A(V )-module de Banach des fonctions f : D∗(Q)\D∗(Af ) →
C(V, n) satisfaisant

f(xu) = j(u−1
p )−2ρuniv(u−1

p )f(x), ∀(x, u) ∈ D∗(Af ) × U1(Np)

et in est l’application déduite de la restriction canonique C(V, n) → C(V, n+ 1). L’ortho-
normalisabilité vient de ce que FD(V, n) s’identifie à C(V, n)h1(Np) car Np ≥ 5 (voir aussi
[21] §7, §4).

On a une représentation naturelle sur FD de U0(Np)/U1(Np) ' (Z/NpZ)∗, définie
par (< γ > .f)(x) = j(γ)−2ρuniv(γ)f(xγ). On notera FD,ε le sous-système de modules
de Banach de FD sur lequel (Z/NpZ)∗ agit par ε−1. On dispose d’une représentation
naturelle H → End(FD,ε) telle que Up ∈ Comp(FD,ε). Les doubles classes considérées ici
pour les opérateurs de Hecke sont (avec les abus évidents) les diag(1, l), pour Tl et Ul si
l - d, diag(l, l) pour Sl si l - Npd, comme en 5.1 pour Ul avec l|d. Si κ ∈ W(Cp), FD,ε

κ,n

s’identifie à l’espace des fonctions D∗(Q)\D∗(Af) → Cn telles que

f(xu) = ε−1(u)j(u−1
p )−2ρκ(u

−1
p )f(x), ∀ (x, u) ∈ D∗(Af) × U0(Np)

(FD,ε
κ )†, vu avec sa structure de H-module, est l’espace des formes modulaires p-

adiques quaternioniques de poids-caractère κ, de niveau modéré N , de caractère ε.
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Soient n, m, r des entiers tels que n ≥ r − 1 ≥ 0, n ≥ m − 1 ≥ 0, et κ ∈ Wr(Cp),
considérons l’espace annexe FD,ε

κ,n [m] des fonctions f : D∗(Q)\D∗(Af) → Cκ,n satisfaisant

f(xu) = ε−1(u)j(u−1
p )−2ρκ(u

−1
p )f(x), ∀(x, u) ∈ D∗(A(d)

f ) × U0(Np
m)

C’est un H-module, en prenant cette fois-ci des doubles classes par rapport à U0(Np
m)

(ce qui ne change que Up, encore défini par la double classe de diag(1, p)). D’après [21]
(§5 lemme 3,iv), FD,ε

κ,n−m+1[m] et FD,ε
κ,n sont isomorphes comme H ⊗Z Cp-modules. Si de

plus κ = (k, χ) est de conducteur m, et k ≥ 2, FD,ε
κ,0 [m] contient comme sous-H ⊗Z Cp-

module l’espace des fonctions à valeurs polynomiales en T de degré ≤ k − 2, ce dernier
est isomorphe comme H ⊗Z Cp-module à l’espace des fonctions f : D∗(Q)\D∗(Af ) →
Symk−2(C2

p) telles que

f(xu) = ε(u)−1χ(up)
−1τk(up)u

−1
p f(x), ∀ (x, u) ∈ D∗(Af) × U0(Np

m)

Ce H⊗Z Cp module est SD
k (Npm, εχτ−k,Cp) dans la notation du §5.2.

4. Préliminaires de théorie spectrale

4.1. Semi-simplification en dimension infinie. Soit K un corps valué complet
non archimédien (non discret), V un K-espace de Banach orthonormalisable, U un en-
domorphisme compact de V . La série caractéristique P (T ) = det(1 − TU) de U se
décompose sous la forme

P (T ) =
∏

i≥0

Pi(T )ni

où les Pi(T ) sont des irréductibles de 1 + TK[T ] deux à deux distincts tels que |Pi(T )−
1| →

i→∞
0 pour la norme |.| sur K[T ] du sup des coefficients. Par [93], on sait que V

est somme directe topologique de Ker(U) et des espaces de dimension finie V (Pi) :=
Ker(P ∗i (u)ni), Q∗(T ) désignant le polynôme réciproque de Q(T ), sur lesquels U a pour
polynôme caractéristique P ∗i (T )ni. Soit H une K-algèbre, ρ : H → EndK(V ) une repré-
sentation telle que ρ(H) contienne U et lui commute, alors ρ(H) stabilise les V (Pi), que
l’on peut semi-simplifier.

Définition : On notera XU(V ) l’ensemble des représentations irréductibles de H ap-
paraissant dans la réunion des semi-simplifications des V (Pi), comptées avec multiplicité
(qui sont nécessairement finies).

Notons que XU(V ) dépend de U , mais que XU(V ) = XU ′(V ) si U ′ ∈ ρ(H) est un autre
endomorphisme compact de V commutant à ρ(H) et à U tel que Ker(U ′) = Ker(U).
Si X est un ensemble de représentations d’une algèbre, on notera |X | l’ensemble des
classes d’isomorphie de représentations apparaissant dans X (autrement dit, on oublie
les multiplicités).

Proposition 4.1. Soient (ρ1, V1) et (ρ2, V2), des représentations d’une K-algèbre H
dans les endomorphismes continus de V1 et V2, telles que Vi (i = 1, 2) est muni d’un
endomorphisme compact Ui commutant à ρi(H).



102 II. UNE CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS p-ADIQUE

On suppose de plus que pour tout h ∈ H, det(1 − Tρ1(h)U1) = det(1 − Tρ2(h)U2) ∈
K{{T}}. Alors XU1(V1) = XU2(V2).

Preuve : Soit α ∈ R, i ∈ {1, 2}, V α
i le plus grand sous-espace de dimension finie de Vi

stable par Ui sur lequel le polygone de Newton du polynôme caractéristique de Ui est de
pente α. Soit h ∈ H, ρi(h) stabilise les V α

i , et ses valeurs propres sur ces derniers sont
toutes bornées par ||ρi(h)|| <∞, ||.|| désignant la norme d’opérateur sur Vi. Soit x ∈ K∗

tel que |x| < 1, on peut trouver par conséquent un N ∈ N tel que ρi(1 + xNh) ait toutes
ses valeurs propres de norme 1 sur les V α

i (i = 1, 2). On pose h′ = 1 + xNh ∈ H. En
co-trigonalisant Ui et ρi(h

′) sur V α
i , on en déduit :

det(1 − TUiρi(h
′))α = det(1 − TUiρi(h

′)|V α
i
)

Si Q ∈ 1+TK{{T}}, Qα désigne le polynôme ∈ 1+TK[T ] divisant Q tel que le polygone
de Newton de Q/Qα n’a pas la pente α. Ainsi, det(1− Tρ1(h

′)U1) = det(1− Tρ2(h
′)U2)

donne

det(1 − Tρ1(h
′)U1|V α

1
) = det(1 − Tρ2(h

′)U2|V α
2
)

ρi(h)Ui étant injectif sur V α
i , notons que cela implique que dim(V α

1 ) = dim(V α
2 ), et que

ρ1(h
′)U1|V α

1
et ρ2(h

′)U2|V α
2

ont même polynôme caractéristique. Ceci reste vrai pour les
même raisons en remplaçant h′ par h′ + λ pour (une infinité de) λ ∈ K assez petit. Si A
et B sont deux endomorphismes qui commutent d’un K-espace vectoriel de dimension
finie r, avec A inversible, la donnée de

det(X.1 − A(B + Y.1)) =
r∏

i=1

(X − aiY − bi) ∈ K[X, Y ]

permet de retrouver det(X.1−B) =
∏r

i=1(X − (bi/ai)) (ici K est une clôture algébrique
de K). On en déduit det(T − ρ1(h

′)|V α
1
) = det(T − ρ2(h

′)|V α
2
), puis la même chose en

remplaçant h′ par h. Ainsi, V α
1 et V α

2 sont deux représentations de H ayant même
polynômes caractéristiques, on sait alors que leurs semi-simplifications sont isomorphes,
ce qui conclut. �

Terminons cette partie par une légère amélioration de 4.1. Soient E i, i = 1, 2, deux
systèmes d’espaces de Banach, munis de représentations ρi : H → End(Ei) et d’endo-
morphismes compacts Ui ∈ Comp(Ei), Ui ∈ ρi(H) commutant à ρi(H). Ei,† est muni
d’une opération de ρi(H) et Ui. Si α ∈ R est fixé et Ei,α

n (Ui) désigne le sous-espace
de Ei

n sur lequel Ui est de pente α, in induit pour tout n assez grand une bijection
Ei,α

n (Ui) → Ei,α
n+1(Ui) qui commute à Ui. Cet espace définit donc un sous-espace de di-

mension finie Ei,α(Ui) de Ei,† qui hérite d’une représentation de H. Ceci permet de définir
à nouveau XUi

(Ei) comme étant l’ensemble des représentations (comptées avec multi-
plicités) de H apparaissant dans les semi-simplifications des E i,α(Ui), α variant dans
R.

Corollaire 4.1. Sous ces hypothèses, supposons que pour tout h ∈ H, det(1 −
Tρ1(h)U1) = det(1 − Tρ2(h)U2) ∈ K{{T}}. Alors XU1(E

1) = XU2(E
2).
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Preuve : Fixons α ∈ R, Ei,α(Ui) est de dimension finie, H agit donc sur E1,α(U1) ⊕
E2,α(U2) à travers un quotient de dimension finie. Considérons une sous-K-algèbre H0

de H de type fini sur K engendrant toute l’image de H dans ce quotient ; pour n assez
grand, H0 et Ui agissent alors par endomorphismes sur E i

n, i = 1, 2. On applique la
proposition 4.1 avec Vi = Ei

n, il vient XU1(E
1,α(U1)) = XU2(E

2,α(U2)), ce qui conclut. �

4.2. Un critère de densité. On fixe M un système de modules de Banach comme
en §2.1, dim(W) > 0, muni d’une action d’une Cp-algèbre H, et d’un endomorphisme
compact U lui commutant, on notera (M,H,U) une telle donnée. On rappelle que si
T/Cp est un espace rigide, un sous-ensemble X ⊂ T (Cp) est dit Zariski-dense si pour
tout fermé analytique F de T tel que X ⊂ F (Cp), alors F (Cp) = T (Cp). Soit X ⊂ W(Cp)
un sous-ensemble Zariski-dense, tel que pour tout x ∈ X et tout voisinage ouvert affinoide
irréductible V de x dans W, V (Cp)∩X est Zariski-dense dans V . On dira alors que X est
très Zariski-dense dans W. C’est par exemple le cas des points de la forme ζ(1+ p)k,
avec ζpm

= 1 et k,m ∈ N, dans la boule ouverte de centre 1 de rayon 1 de Cp.

On se fixe de plus une "structure classique sur X", on entendra par là la donnée pour
tout x ∈ X d’un sous-espace vectoriel de dimension finie M cl

x de M †x stable par l’action
de H. Soit α ∈ R, on notera M≤α

x (resp. Mα
x ) le sous-espace de dimension finie de M †

x

sur lequel U est de pente au plus α (resp. exactement α). On fera de plus l’hypothèse de
"contrôle" :

(Cl) Si α ∈ R, U ⊂ W ouvert affinoide, alors pour tout x ∈ X ∩ U(Cp) sauf peut-être
un nombre fini d’entre eux, M≤α

x ⊂M cl
x

Proposition 4.2. Soient (M1, H, U) et (M2, H, U) deux systèmes de modules de
Banach sur W relativement factoriel. On se donne X ⊂ W(Cp) un ensemble très Zariski-
dense, et une structure très classique sur X pour M1 et M2, chacune de ces structures
satisfaisant (Cl). Soit h ∈ H, supposons

∀x ∈ X, det(1 − ThU|Mcl
1,x

) = det(1 − ThU|Mcl
2,x

) ∈ Cp[T ]

Alors FredM1(hU)=FredM2(hU).

Preuve : Soit Zi ⊂ W × A1 l’hypersurface de Fredholm de Pi :=FredMi
(hU), pi la

première projection Zi → W. On dira que z ∈ Zi(Cp) est classique si z = (x, λ) avec
x ∈ X et si λ−1 est valeur propre de hU sur M cl

i,x. On montrera plus bas que les points
classiques sont Zariski-denses dans Zi(Cp), admettons le pour l’instant. Par hypothèse,
P1 s’annule sur les points classiques de Z2(Cp), donc sur Z2(Cp) par Zariski-densité. Par
symétrie, il vient Zred

1 = Zred
2 et on déduit de [36] 4.3.2 que P1 et P2 ont même facteurs

irréductibles, il reste à prouver que ces derniers ont même multiplicités.
Soit Π un de ces facteurs irréductibles, de multiplicité ni dans Pi, Z(Π)i ⊂ Zi la

composante irréductible associée. Soit Wi l’ouvert de Z(Π)i dont le complémentaire est
l’ensemble points de Z(Π)i qui sont dans au moins deux composantes irréductibles de Zi.
Admettons pour l’instant que l’on puisse trouver x ∈ X et z = (x, λ) ∈ W1(Cp) = W2(Cp)
tels que λ soit une racine de det(1 − ThU|Mcl

i,x
) mais pas de Pi(x, T )/ det(1 − ThU|Mcl

i,x
).

Par le choix de Wi, λ est une racine de Pi(x, T ) qui est en fait une racine de Π(x, T ) mais
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pas des autres facteurs irréductibles. La multiplicité de λ comme racine de Pi(x, T ) est
donc de la forme nin où n est la multiplicité de λ comme racine de Π(x, T ). Mais, par le
choix de z, nni est aussi la multiplicité de λ comme racine de det(1 − ThU|Mcl

i,x
), qui ne

dépend pas de i. Ainsi, n1n = n2n, puis n1 = n2.
Il reste à trouver un tel z et à prouver que les points classiques sont Zariski-denses

dans Zi(Cp). Par hypothèse sur W et [36] 4.3.2, les composantes irréductibles de Zi

sont des hypersurfaces de Fredholm. Ces dernières étant d’image Zariski-ouverte dans
W, elles contiennent toutes des points d’image (par pi) dans X. Soit zi un de ces points,
appartenant a une composante irréductible Ti de Zi, et soit Ωi ∈ C(Zi) contenant zi. C(Zi)
désigne le recouvrement canonique de l’hypersurface de Fredholm Zi (voir la discussion
au début de 6.1). Ωi étant fini et plat sur son image Vi ⊂ W (que l’on peut supposer
irréductible), chacune de ses composantes irréductibles se surjecte sur Vi. hU et U sont
des endomorphismes de Mi(Vi, n) pour un n assez grand que l’on fixe, et Pi(T )|Vi

=
det(1 − ThU |Mi(Vi,n)) ∈ 1 + A(Vi)T{{T}}. Par choix de Ωi ∈ C(Zi) et un théorème de
Coleman ([33] §7.1, [30] A.4.3), on peut trouver un sous-A(Vi)-module Ni de Mi(Vi, n)
localement libre de rang fini, stable par U et hU , tel que Ωi soit le fermé des zéros de
det(1 − ThU |Ni

) dans Vi × A1. hU est un endomorphisme inversible de Ni, ainsi donc
que U , et ils sont automatiquement continus ([15] 3.7.3 proposition 2). En particulier,
les valeurs propres de U−1 sur les Ni,x, x ∈ Vi(Cp), sont bornées par une constante ne
dépendant que des Vi. Ceci et (Cl) impliquent que pour tout x ∈ X ∩ Vi(Cp) sauf peut-
être un nombre fini d’entre eux, Ωi(Cp) ∩ p−1

i ({x}) est composé de points classiques.
X ∩ Vi(Cp) étant Zariski-dense dans Vi(Cp), et Ωi → Vi étant fini et plat, on en déduit
que les points classiques sont Zariski-denses dans chaque composante irréductible de Ωi,
et en particulier dans Zi(Cp) et Ti(Cp) ([36] 2.2.3). Plus exactement, on en déduit que
l’ensemble des points z = (x, λ) tels que MhU=λ−1

i,x ⊂M cl
i,x est Zariski-dense dans Ti(Cp).

MhU=λ−1

i,x désigne ici le sous-espace de Mi,x qui est l’espace caractéristique pour la valeur
propre λ−1 de l’endomorphisme compact hU .

On appliquant cela à Ti := Z(Π)i. Ωi ∩Wi est un ouvert de Ωi et contient donc des
points du type précédent. Si (x, λ) en est un, λ est une racine de det(1− ThU|Mcl

i,x
) mais

pas de Pi(x, T )/ det(1 − ThU|Mcl
i,x

), c’est juste ce qui nous manquait pour conclure. �

5. La correspondance de Jacquet Langlands "p-adique"

5.1. Rappels sur la correspondance classique. Si M ∈ N, on pose :

K1(M) = {g ∈ GL2(Ẑ), g ≡
(

∗ ∗
0 1

)
mod M},

K0(M) = {g ∈ GL2(Ẑ), g ≡
(

∗ ∗
0 ∗

)
mod M}

On pourra voir, par l’étoile inférieure droite, les caractères complexes de (Z/MZ)∗

comme des caractères de K0(M). On fixe ε un tel caractère, ainsi qu’un entier k ≥ 2.

Le C-espace vectoriel Sk(M, ε) des formes modulaires paraboliques de poids k, de
niveau M , de caractère ε : (Z/MZ)∗ → C s’identifie à l’espace des fonctions complexes
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sur GL2(Q)\GL2(A)/K1(M), de caractère central |.|2−kε−1, de caractère ε−1 sous K0(M),
satisfaisant les conditions usuelles de croissance aux pointes et holomorphie, en associant
à f (voir par exemple [55] §3.1 pour des détails) 2

g = (g∞, gf) ∈ GL+
2 (R) ×K0(M) 7→ | det(g)|1−k/2f|kg∞(i)ε−1(gf)

Cette identification préserve l’action des opérateurs de Hecke usuels (non renormalisés
du côté adélique). Soit l premier, l’opérateur de Hecke Tl si (l,M) = 1, Ul sinon, est donné
par la double classe U0(M)diag(l, 1)U0(M) ; si (l,M) = 1, Sl = lk−2ε(l) est l’action de
diag(l, l) (ici, on voit diag(a, b) ∈ GL2(A) partout trivial sauf en l où il vaut effectivement
diag(a, b)).

On notera Sk(M, ε)d−new le sous-espace de Sk(M, ε) composé des formes d-nouvelles
au sens usuel.

On fixe un entier d sans facteur carré, ayant un nombre impair de diviseurs premiers,
tel que d ||M et que ε soit trivial sur (Z/dZ)∗. On reconsidère D(Q) l’algèbre de quater-
nions de discriminant d introduite en 3.2.2. K1(M) (resp. K0(M)) est le compact ouvert
de D∗(Af) décomposé place par place, qui vaut D(Zp)

∗ aux places p|d, ϕ−1(K1(M))
(resp. ϕ−1(K0(M))) hors de d (cf. 3.2.2), noter que K1(M) 6= U1(M).

On note S∗,Dk (M, ε) le C-espace vectoriel des fonctions complexes sur

D∗(Q)\D∗(A)/K1(M),

de caractère ε−1 sous K0(M), de caractère central | det(g)|2−kε−1, engendrant sous D∗(R)
un multiple du dual de la représentation Symk−2(C2). Si k = 2 et ε = 1, on note S la
droite des fonctions constantes sur D∗(A) dans S∗,D2 (M, 1), elle est stable par D∗(A).

Théorème 5.1. (Arthur, Jacquet, Langlands) Si k > 2 ou ε 6= 1, les C-espaces

vectoriels S∗,Dk (M, ε) et Sk(M, ε)d−new sont isomorphes en tant que modules sous l’algèbre

de Hecke de GL2(A
(d)
f ). Si k = 2, ε = 1, c’est encore vrai en remplaçant S∗,D2 (M, 1) par

S∗,D2 (M, 1)/S.

L’action des opérateurs de Hecke dans cette correspondance se précise de plus en l|d,
en faisant correspondre à Ul, l’opérateur de Hecke de S∗,Dk (M, ε) donné par la double
classe K0(M)πlK0(M), où πl ∈ D∗(Af) est partout trivial sauf en l où il vaut une
(quelconque) uniformisante de D(Zl). On notera encore Ul cet opérateur de Hecke pour
D∗.

Il se trouve que nous n’allons pas considérer exactement l’espace S∗,Dk (M, ε), mais un
autre légèrement différent (ce qui explique la notation ∗ provisoire), qui lui est isomorphe
comme module sous l’algèbre de Hecke. Soit

ωM :=

(
0 1
M 0

)
∈ GL2(Q)

2f|kg(z) := f(g(z))j(g, z)−k det(g)k/2, g ∈ GL2(R)+, en particulier, si g ∈ Z(R), f|kg = f
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on le voit comme un élément de D∗(A) trivial aux places divisant d et à l’infini, diago-
nalement ωM dans D∗(A(d)

f ) = GL2(A
(d)
f ). ωM normalise K0(M) et agit par diag(a, b) 7→

diag(b, a) sur le tore diagonal de GL2(A
(d)
f ).

L’application f 7→ ωM .f induit un isomorphisme C-linéaire de S∗,Dk (M, ε) sur l’espace
des fonctions complexes sur D∗(Q)\D∗(A)/U1(M) de caractère ε−1 sous U0(M), de carac-
tère central | det(g)|2−kε−1, engendrant sous D∗(R) un multiple du dual de Symk−2(C2).

On note SD
k (M, ε) ce C-espace vectoriel muni de l’action de l’algèbre de Hecke obtenue

par transport. Explicitement, si l est premier ne divisant pas d, l’opérateur de Hecke Tl si
(l,M) = 1, Ul sinon, est donné par la double classe U0(M)diag(1, l)U0(M) ; si (l,M) = 1,
Sl = lk−2ε(l) est l’action de diag(l, l), Ul est inchangé si l|d.

Comme en 3, H désigne la Z-algèbre de polynômes sur les lettres Tl, Sl si l premier ne
divise pasM , Ul si l|M . Par ce que l’on vient de dire plus haut, SD

k (M, ε) et Sk(M, ε)d−new

sont deux H-modules isomorphes, avec la même exception pour k = 2 que dans 5.1.

5.2. Structures p-adiques des espaces de formes classiques.
Nous allons introduire une Qp-structure sur les espaces SD

k (M, ε) et Sk(M, ε). On
fixe pour cela p premier, ι : Cp → C un isomorphisme de corps, K ⊂ Cp un sous-corps
complet, et M = Npd avec N, p et d comme en §3.

La courbe modulaire X1(M) a une structure naturelle sur Qp, préservée par les cor-
respondances de Hecke. Soit Sk(M, ε,K) le sous K-espace vectoriel de H0(X1(M)/K, ωk)
composé des formes paraboliques de caractère ε. Notons que par "GAGA rigide analy-
tique", ce H-module est canoniquement isomorphe à son analogue sur X1(M)rig/K. La
formation du H-module Sk(M, ε,K) commute à l’extension des scalaires sur K et la
donné de ι identifie Sk(M, ε,Cp) et Sk(M, ε).

SD
k (M, ε,K) le K-espace vectoriel des fonctions f : D∗(Q)\D∗(Af) → Symk−2(K2)

satisfaisant
f(xu) = ε(u)−1u−1

p f(x), ∀(x, u) ∈ D∗(Af) × U0(M)

c’est un H-module de manière naturelle. La formation du H-module SD
k (M, ε,K) com-

mute à l’extension des scalaires surK et la donnée de ι identifie SD
k (M, ε,Cp) et SD

k (M, ε),
on rappelle comment dans ce qui suit.

A une fonction f ∈ SD
k (M, ε) est associé par définition un morphisme ϕf équivariant

sous D∗(R) de Symk−2(C2)∗ vers l’espace des fonctions complexes sur

D∗(Q)\D∗(A)/U1(M)

Si x ∈ D∗(A),
v 7→ ϕf(v)(x)

définit par dualité un unique élément Ff(x) ∈ Symk−2(C2). On considère alors l’applica-
tion qui à f associe l’élément de SD

k (M, ε,Cp) défini par

xf 7→ x−1
p ι−1(Ff (1 × xf ))

c’est l’isomorphisme cherché comme on le vérifie immédiatement.
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Si Sk(M, ε,Qp)
d−new désigne le sous-espace de Sk(M, ε,Qp) composé des formes nou-

velles en d de Sk(M, ε,Qp), il vient

Proposition 5.1. Si k > 2 ou ε 6= 1, les H ⊗Z Qp-modules Sk(M, ε,Qp)
d−new et

SD
k (M, ε,Qp) sont isomorphes. S2(M, 1,Qp) est H-isomorphe au quotient de SD

2 (M, 1,Qp)
par la droite des fonctions constantes.

5.3. La correspondance p-adique à poids-caractère fixé. On reprend les no-
tations du § 3, et on s’intéresse aux systèmes de modules de Banach sur W,

M1 := F 0,ε,d et M2 := FD,ε

Comme on l’a vu, ils sont munis d’une action de l’algèbre H := H, et Ui := ρi(Up) ∈
Comp(M i) commute à ρi(H). On pose X := {ζ(1 + p)k, k ≥ 2, ζ ∈ µp∞} ⊂ W(Cp), il
est très Zariski-dense dans W. On munit M 1 et M2 de structures classiques sur X en
posant pour M i,cl

ζ(1+p)k , k ≥ 3, ζpm

= 1,

– le sous-espace de F 0,ε,d
ζ(1+p)k,n

, avec n quelconque tel que n ≥ m − 1, des restric-

tions à X1(Np
m, d)(vn) des sections de ωk convergentes sur tout X1(Np

m, d)/Cp,
s’annulant à toutes les pointes de X1(Np

m, d)/Cp, si i = 1.
– le sous-espace SD

k (Npm, εχτ−k,Cp) de FD,ε
ζ(1+p)k ,n

, n ≥ m− 1 quelconque, défini à la
fin du paragraphe 3.2.2.

Ce sont bien des structures classiques, satisfaisant (Cl) en (1+p)kζ dès que α < k−1
par les assertions connues de classicité en pente petite devant le poids ([29] §8, [31]
1.1,[21] §4). Il faut noter qu’une forme modulaire de poids k sur X1(Np

m, d) qui est
propre pour Up de pente strictement inférieure à k−1, et qui s’annule en toutes les
pointes de Z1(Np

m, d)(0), est en fait parabolique. On est alors dans les hypothèses de la
proposition 4.2 par le théorème 5.1. On en déduit le

Théorème 5.2. Soit h ∈ H, alors FredF 0,ε,d(hUp) = FredF D,ε(hUp)

Remarques :
– Il est aisé de voir que le membre de droite de cette égalité est en fait dans 1 +
TΛ{{T}}, ainsi donc que le premier.

– On aurait pu se restreindre, dans notre choix de l’ensemble X, à celui de {(1 +
p)k, k ≥ 3} pour obtenir le même résultat 5.2. Via le théorème 6.2 (qui n’utilise
que le résultat de 5.2), on peut alors déduire de la propriété (Cl) pour les formes
quaternionique, et de [29], une nouvelle preuve du théorème principal de [31].

Soit κ ∈ W(Cp), on dispose de deux systèmes d’espaces de Banach F 0,ε,d
κ et FD,ε

κ ,
munis de représentations de H. Le corollaire 4.1 implique le

Théorème 5.3. XUp
(F 0,ε,d) = XUp

(FD,ε)

Autrement dit, l’espace des formes modulaires paraboliques surconvergentes de pente
finie, de poids-caractère κ, de niveau modéré Nd, nouvelles en d, de caractère ε et l’espace
des formes modulaires quaternioniques p-adiques de pente finie, poids-caractère κ, de
niveau modéré N , de caractère ε, ont même semi-simplification comme H-module.
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6. La correspondance en familles p-adiques

6.1. Une propriété d’unicité pour les variétés spectrales attachées aux
systèmes de modules de Banach. Soit W/Cp un espace rigide réduit, soit M la
donnée d’un système de modules de Banach orthonormalisables sur W, muni d’une re-
présentation d’une Cp-algèbre commutative ρ : H → End(M), et d’un U ∈ H tel que
ρ(U) ∈ Comp(M). A une telle donnée (M,U,H), on peut attacher la série de Fredholm
FredM(U) ∈ 1 + TA(W){{T}}, et l’hypersurface de Fredholm associée Z ⊂ W × A1

définie par FredM(U)=0, munie de ses deux projections (pr1, pr2) : Z → W × A1. On
sait alors que Z a un recouvrement admissible canonique C := C(FredM(U)), composé
des ouverts affinoides Ω ⊂ Z finis et plats sur leur image pr1(Ω), et ouverts fermés dans
pr−1

1 (pr1(Ω)) ([30] A5.8, ce qui suffit pour nos applications, [22] §4 pour le cas général).
On sait de plus construire par recollement à l’aide de C, un espace rigide D ([33] §7 3,
ainsi que I.6.3 ), la "variété spectrale attachée à (M,U,H)", muni d’un morphisme fini
π : D → Z. On dispose de plus d’un morphisme d’anneaux a : H → A(D), ainsi que
d’un diagramme commutatif :

D

κ

��

π
��?

??
??

??
?

a(U)−1

''PPPPPPPPPPPPPPP

Z pr2

//

pr1
����

��
��

��
A1

rig

W
H, U ∈ H et W étant fixés, on note E la catégorie dont les objets sont les couples

(π, a) formés d’un morphisme d’espaces rigides π : D → Z au dessus de W, ainsi que
d’un morphisme d’anneaux a : H → A(D) tel que a(U)−1 = pr2 · π. Les morphismes
Hom((π1, a1), (π2, a2)) sont ceux (ϕD, ϕZ) : π1 → π2 au dessus de W tels que ∀h ∈
H, a2(h) · ϕD = a1(h). Si X = (π, a) est un objet de E , on notera D(X) (resp. Z(X))
l’espace rigideD source (resp. Z but) de π, a(X) := a, π(X) := π. Si (M,U,H) est comme
plus haut, on notera E(M) l’objet de E associé à M par la construction précédente. On
notera de plus E(M)red, la réduction de E(M), l’objet (πred, ared) de E , défini par

πred : Dred can
↪→ D

pi−→ Z, ared : H
a−→ A(D)

can−→ A(D)/Nilrad(A(D))

Proposition 6.1. Soient (M 1, U,H) et (M2, U,H) comme plus haut, on suppose

∀h ∈ H,FredM1(hU) = FredM2(hU)

Alors E(M 1)red et E(M2)red sont canoniquement isomorphes.

Preuve : Par hypothèse, Z(E(M 1)) = Z(E(M2)), on la note Z, elle est munie de sa
première projection pr1 : Z → W, on pose de plus Di = Di(E(M i)), E(M i) = (πi, ai).
Soit C le recouvrement canonique de Z → W, Ω ∈ C, V := pr1(Ω) est un ouvert

3Il s’agit de la construction "D" de la courbe de Hecke dans [33], uniquement basée sur de la théorie
spectrale, nous ne nous occupons pas dans ce texte de la "C"
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affinoide de W, et par hypothèse Ω → pr−1
1 (V ) est un ouvert fermé fini sur V . Pour n

assez grand, M i(V, n) contient alors un sous-A(V )-module localement libre de rang fini,
"indépendant de n", dont on note M i(Ω) l’image dans Mi(V )†. M i(Ω) hérite d’une action
de H, ρi(U) ayant pour polynôme caractéristique le polynôme associé à la donnée de Ω
(cf. par exemple I.6.5). Soit HV := H ⊗Cp

A(V ), par construction Di(Ω) est l’affinoide
d’algèbre l’image de HV dans EndA(V )(M

i(Ω)).
Soit h ∈ H, montrons que si Pi,h(X) := det(h|M i(Ω) −X.1), alors P1,h(X) = P2,h(X).

V ⊂ W étant réduit, il suffit de le faire après évaluation en tout x ∈ V (Cp). Soit
x ∈ V (Cp), alors le corollaire 4.1 s’applique à (H,U) agissant sur les systèmes de modules
de Banach M i

x, on en conclut que les même caractères de H apparaissent dans les semi-
simplifications de ces deux espaces (avec multiplicités). M i(Ω)x est par définition le sous-
espace de

⋂
n∈NM

i
x,n sur lequel ρi(U) a ses valeurs propres d’inverse dans pr−1

1 ({x})∩Ω,
et ces dernières ne dépendent pas de i, la série caractéristique de U n’en dépendant pas.
Il vient donc P1,h(X)(x) = P2,h(X)(x), puis P1,h(X) = P2,h(X). Si plus généralement
h ∈ HV , on a encore P1,h(X) = P2,h(X) car par l’argument précédent on a cette égalité
après évaluation en tout x ∈ V (Cp).

Soit Ii l’idéal de HV noyau du morphisme HV → EndA(V )(M
i(Ω)), prouvons que√

I1=
√
I2. Soit f ∈ I1, alors P1,h(X) = Xd, d étant le rang de M 1(Ω) (égal au rang de

M2(Ω)), on en déduit que P2,h(X) = Xd puis que Id
1 ⊂ I2. Il vient

√
I1 ⊂

√
I2, puis par

symétrie
√
I1 =

√
I2, ce que l’on voulait. On en déduit l’existence d’un isomorphisme

d’anneau HV -linéaire : ϕ∗(Ω) : A(D2(Ω)red) → A(D1(Ω)red). Un tel morphisme HV -
linéaire est nécessairement unique s’il existe, il est au dessus de A(Ω).

Soit alors ϕ(Ω) : D1(Ω)red → D2(Ω)red l’isomorphisme induit au dessus de Ω. Véri-
fions que si Ω′ ⊂ Ω ∈ C, ϕΩ envoie D1(Ω

′)red dans D2(Ω
′)red. Soit V = pr1(Ω) ⊂ W,

V ′ = pr1(Ω
′), alors ΩV ′ := Ω ∩ pr−1

1 (V ′) ∈ C et Di(ΩV ′) est l’ouvert Di(Ω)red ×V V ′ de
Di(Ω)red. ϕ(Ω) induit un HV ′-isomorphisme D1(ΩV ′) = D1(Ω)red ×V V ′ → D2(Ω)red =
D2(Ω

′)red, ce qui conclut le cas Ω′ = ΩV ′. Il reste donc le cas V = V ′. On a Di(Ω)red =
Di(Ω

′)red
∐
Di(Ω\Ω′)red. ϕΩ étant A(Ω) et HV -linéaire sur les fonctions, elle envoie

D1(Ω
′)red isomorphiquement sur D2(Ω

′)red au dessus de HV et A(Ω′). On conclut par
unicité d’un tel morphisme que les ϕΩ se recollent en un isomorphisme Dred

1 → Dred
2 au

dessus de Z par [15] 9.3.3/1. �

Remarque : Il est bien sur faux en général que sous les hypothèses de la proposition
6.1, M1 et M2 soient des H-modules isomorphes ; 6.1 est la généralisation naturelle de
4.1.

Nous pouvons énoncer un résultat général combinant 4.2, 6.1 et 4.1. Fixons W réduit
de dimension > 0 et relativement factoriel, (M 1, H, U) et (M2, H, U) des systèmes de
H-modules de Banach sur W munis de structures classiques sur un sous-ensemble très
Zariski-dense X ⊂ W(Cp) comme en 4.2, satisfaisant (Cl) :

Théorème 6.1. Supposons pour tout h ∈ H, x ∈ X,

det(1 − ThU|M1,cl
x

) = det(1 − ThU|M2,cl
x

) ∈ Cp[T ]



110 II. UNE CORRESPONDANCE DE JACQUET-LANGLANDS p-ADIQUE

alors,

– FredM1(hU) = FredM2(hU) ∈ 1 + TA(W){{T}},
– E(M1) est canoniquement isomorphe à E(M 2),

– Pour tout x ∈ W(Cp), XU(M1
x) = XU(M2

x).

Nous allons énoncer, pour terminer ce paragraphe, un critère sur (M,U,H) assurant
que D(E(M)) est réduit. Ce passage peut être omis en première lecture, et apparaît ici
par manque de référence satisfaisante. On fera les hypothèses suivantes sur W : W est
relativement factoriel ([36] §4), de dimension > 0, et pour tout x ∈ W(Cp), ÔX,x est
intègre. On suppose de plus que l’on dispose de X ⊂ W(Cp) un ensemble très Zariski
dense, et une structure classique sur X au sens de §4.2, satisfaisant (Cl). On fait de plus
l’hypothèse de type "multiplicité 1" suivante :

"Soit α ∈ R, pour presque tout x ∈ X, H agit de manière semi-simple sur M cl
x ∩M≤α

x ”

Proposition 6.2. Sous ces hypothèses, D(E(M)) est réduit.

Rappels : Si A est une algèbre affinoide, x ∈ Specmax(A), on notera Ax (resp. Arig
x ) le

localisé Zariski (resp. rigide) en x ([15] 7.3.2). Ils sont tous deux locaux noethériens, ont
des complétés canoniquement isomorphes, et Ax, A

rig
x et Âx sont simultanément réduits

([15] 7.3.2/8). Notons que si A→ A′ est un morphisme plat entre anneaux noethériens,
alors si A′ n’a pas d’idéaux premiers associés immergés, il en va de même pour A. Ceci

vaut en particulier pour Ax → Arig
x → Ârig

x = Âx. Par exemple, si tous les Arig
x sont sans

composantes associées immergées, alors A est sans composante associée immergée. Enfin,
pour qu’un anneau noethérien A sans composante associée immergée soit réduit, il suffit
que pour un ensemble {x1, ..., xn} ⊂ Specmax(A) tel que chaque composante irréductible
de Spec(A) contienne un des xi, chacun des Axi

soit réduit. En effet, sous ces hypothèses
l’application canonique A → ⊕r

i=1Axi
est injective. En particulier, si un tel anneau A

a son spectre irréductible, soit il est réduit, soit aucun des Ax, x ∈ Specmax(A) n’est
réduit.

Preuve : On reprend les notations du début du §6.1, un point z ∈ D(Cp) sera dit
classique si κ(z) ∈ X, et si le caractère de H obtenu par évaluation en z sur D(Cp)
est dans la semi-simplification du H-module M cl

κ(z). Les points classiques sont alors très
Zariski denses car W est relativement factoriel de dimension > 0, et par (Cl).

Soit Ω ∈ C tel que D(Ω) contienne un point classique, il en contient alors un ensemble
Zariski-dense. Soit M(Ω) le A(V )-module projectif de type fini associé à Ω comme dans
la preuve de 6.1. Soit u ∈ A(D(V )) ⊂ EndA(V )(M(Ω)) nilpotent, par hypothèse de
multiplicité 1, les évaluations de u sont nulles en presque tout x de X ∩ V (Cp), et u est
donc nul ; D(V ) est donc réduit s’il contient un point classique.

Soit Ω ∈ C quelconque, montrons que les complétés des anneaux locaux aux points
fermés de D(Ω) n’ont pas de composantes associées immergées. C’est en fait une propriété
générale des sous-A-algèbres B de EndA(P ) où A est intègre noethérien tel que les
Âm, m ∈ Max(A), soient intègres, et P projectif de type fini sur A. En effet, si m ∈
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Max(A) est fixé, A′ := Âm, la platitude de A → A′ entraîne que Bm := B ⊗A A
′ est

canoniquement isomorphe à son image dans EndA′(P ⊗A A
′) ' Mr(A

′), où r := rgA(P ).
A′ étant hensélien, Bm est un produit d’algèbres locales Bi

m finies sur A′, sans A′-torsion,
car incluse dans Mr(A

′). En particulier si Q est un idéal premier associé de Bi
m, Q ∩ A′

est un idéal premier de A′ de même hauteur que Q annulant un élément de Bi
m, donc

Q ∩ A′ = 0 et cette hauteur commune est nulle, ce que l’on voulait.

Les D(Ω) recouvrant D de manière admissible, tous les Orig
D,x, x ∈ D, sont sans

composantes immergées associées, on conclut par le lemme suivant. �

Lemme 6.1. Soit X/Cp un espace rigide dont les anneaux locaux n’ont pas de compo-

santes associées immergées, et ayant un ensemble Zariski dense de x tels que Orig
X,x soit

réduit, alors X est réduit.

Preuve : Soit X0 l’ensemble des x de X qui sont dans une seule composante irréduc-
tible de X, X0 est un ouvert admissible de X. Soit Red(X) := {x ∈ X,Orig

X,x est réduit },
c’est (sans condition sur X) un ouvert admissible de X, on définit de même Red(X0).
Red(X) est Zariski-dense dans X, comme il est ouvert il y est aussi très Zariski-dense.
On en déduit que Red(X0) est Zariski-dense dans X0. Les rappels ci-dessus assurent que
Red(X0) est un ouvert fermé admissible de X0, on a donc X0 = Red(X0). Si V est un
ouvert affinoide de X, V ∩ X0 est Zariski-dense dans V , et les rappels montrent que
V ⊂ Red(X). �.

6.2. L’isomorphisme rigide analytique JLp. Soient W, N, p, d comme en §3,

D0,ε,d := D(E(F 0,ε,d))red, DD,ε := D(E(FD,ε))red

On note Z ⊂ W × A1 l’hypersurface de Fredholm associée à FredF 0,ε,d(Up), qui est
encore FredF D,ε(Up) par le théorème 5.2 ; et l’on pose

a := a(E(F 0,ε,d)),

aD := a(E(FD,ε))

On dispose aussi de morphismes naturels D0,ε,d → W et DD,ε → W que l’on notera par
le même nom κ.

Théorème 6.2. Il existe un unique isomorphisme rigide analytique JLp : DD,ε →
D0,ε,d au-dessus de W, coïncidant avec la correspondance de Jacquet-Langlands sur les
points classiques différents du point non tempéré. Il satisfait ∀h ∈ H, a(h).JLp = aD(h).

Avant de prouver ce théorème, rappelons qu’un point x de D0,ε,d(Cp) (resp. DD,ε(Cp))
est dit classique si :

i) κ(x) = (1 + p)kζ, où k ≥ 2 est un entier, ζ ∈ µp∞,

ii) le caractère H → Cp obtenu par l’évaluation en x apparaît dans la semi-simplifi-
cation du H-module F 0,ε,d,cl

(1+p)kζ
(resp. FD,ε,cl

(1+p)kζ
).

On notera x0 le point de DD,1(Cp) correspondant au caractère de H sur la droite des
fonctions constantes dans FD,1,cl

(1+p)2 , on l’appellera le point non tempéré.
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Preuve : L’assertion d’unicité de 6.2 découle de la Zariski-densité des points clas-
siques de DD,ε. Le théorème 5.2 combiné à la proposition 6.1 assure l’existence d’un
isomorphisme canonique φ : E(FD,ε)red → E(F 0,ε,d)red. On définit alors

JLp : DD,ε → D0,ε,d

comme étant l’isomorphisme induit par φ. Par construction, il est au dessus de W et
satisfait a = JLp.aD.

Prouvons que JLp induit la correspondance de Jacquet-Langlands sur les points clas-
siques tempérés (i.e. différents du point non tempéré). Rappelons (cf. par exemple I.6.3
et I.6.2) que si w ∈ W(Cp), l’application qui a un point x ∈ D0,ε,d(Cp) (resp. DD,ε(Cp))
tel que κ(x) = w associe le caractère Cp-valué de H d’évaluation en x induit une bi-
jection entre κ−1(w) et |XUp

(F 0,ε,d
w )| (resp. |XUp

(FDε
w )|, voir §4.1 pour la notation |.|).

En particulier, si x ∈ DD,ε(Cp) est un point classique tempéré, la relation a = JLp.aD

assure que JLp(x) correspond au même caractère de H que x. Or la correspondance de
Jacquet-Langlands usuelle nous assure l’existence d’une forme classique de poids κ(x)
ayant ce caractère sous H ; par unicité (i.e par la bijection rappelée ci-dessus) le point
de D0,ε,d(Cp) correspondant est nécessairement JLp(x), ce qui prouve le théorème. �

Remarques : i) Par des techniques usuelles, on peut montrer que l’adhérence H de la
Λ-algèbre engendrée par l’image de H dans A(DD,ε) est compacte. De ceci et de l’exis-
tence des représentations galoisiennes attachées aux formes modulaires classiques résulte
facilement (voir par exemple I.7.1) l’existence d’un unique pseudo-caractère continu de
dimension 2

T : Gal(Q/Q)Npd −→ H ⊂ A(D0,ε,d)

tel que si l est premier avec (l, Npd) = 1, T (Frobl) = a(Tl).

ii) JLp(x0) correspond à la forme modulaire parabolique surconvergente de poids 2,
nouvelle en d, de q-développement q +

∑
n≥2 anq

n avec al = l + 1 si (l, pd) = 1, 1 si l|d,
et p si l = p. Elle n’est pas classique au sens strict précédent, mais elle est quand même
convergente sur tout X1(Np, d), bien que non cuspidale. Elle est "critique", car de pente
1 et de poids 2. On rediscute de cette forme en A.5.2.

En prenant X := {(1+p)k, k ≥ 2 ∈ W(Cp)}, les structures classiques sur X ci-dessus,
N = 1, l’hypothèse de multiplicité 1 pour H agissant sur M cl

(1+p)k ∩M≤α
(1+p)k sont vérifiées

dès que k−1
2
> α et 6.2 donne la

Proposition 6.3. Si N = 1, D(E(F 0,ε,d)) et D(E(FD,ε)) sont réduits.

7. Quelques conséquences, remarques et questions

7.1. Opérateurs thêta. Soit κ = (k, χ) de conducteur m, k ≥ 2, il existe un
opérateur d’entrelacements surjectif

C†(1+p)−2κ −→ (C†(1+p)−2κ∗) ⊗ detk−1, f 7→ (
d

dT
)k−1(f), κ∗ := (2 − k, χ)
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en tant que représentations de M (cf. [21] §6, voir aussi [90] 5.5). Son noyau est l’es-
pace des fonctions localement polynomiales de degré ≤ k − 2. Il induit un opérateur
Θ1−k : FD,ε

κ,0 [m] → FD,ε
κ,0 [m] avec les notations de 3.2.2, tel que ∀n ∈ N, Tn(Θ1−k(f)) =

n1−kΘ1−k(f). Le noyau de Θ1−k est le H-module SD
k (Npm, εχτ−k,Cp).

Du côté des courbes modulaires, on peut définir via l’application de Kodaira-Spencer
([29] §4, [31]) un opérateur M2−k(Np

m, d)† →Mk(Np
m, d)† noté Θk−1, qui agit sur les q-

développements par ( d
dq

)k−1, et satisfait donc ∀n ∈ N, Tn(Θk−1(f)) = nk−1Θk−1(Tn(f)).
Les formes modulaires classiques propres, de pente finie, de poids k et de niveau Npmd
ne sont pas dans l’image de θ1−k.

Si x ∈ DD,ε(Cp) est non classique mais de poids κ, il existe une forme fx ∈ FD,ε
κ [m]

propre, non classique, ayant pour système de valeurs propres celui associé à x. Θ1−k(fx) ∈
FD,ε

κ∗ [m] est propre et non nul, et correspond donc à un point que l’on notera Θ1−k(x) ∈
DD,ε(Cp). On définit de même Θk−1(x) pour tout x ∈ D0,ε,d(Cp) de poids κ∗, 6.2 implique
la :

Proposition 7.1. Soit x ∈ DD,ε(Cp) non classique de poids κ(x) = (k, χ), alors

Θk−1(JLp(Θ
1−k(x))) = x

7.2. Questions.
(Q1) Nous n’avons pas montré que les systèmes de modules de Banach F 0,ε,d et FD,ε

sont isomorphes. Est-il vrai, par exemple, que si κ ∈ W(Cp), les sous-espaces de (FD,ε
κ )† et

de (F 0,ε,d
κ )† composés des vecteurs de pente finie sont des H-modules isomorphes ? Cette

version "non semi-simplifiée" de notre correspondance serait par exemple intéressante
pour des questions de multiplicité 1 mieux comprises du côté GL2 (essentiellement par
la présence du q-développement).

(Q2) Existe-t’il une réalisation géométrique de la correspondance donnée ? Cette
question semble prématurée pour l’instant puisqu’on ne dispose pas à notre connais-
sance d’isomorphismes de comparaisons "naturels" (par exemple faisant intervenir des
périodes p-adiques appropriées) entre les espaces de formes modulaires p-adique surcon-
vergentes et les espaces de Banach p-adiques de cohomologie Betti introduits par Stevens
dans [103].

(Q3) Plusieurs autres espaces de "formes modulaires p-adiques" naturels peuvent être
définis autant au niveau quaternionique que pour GL2. Par exemple, on peut remplacer
les séries principales de I dans notre définition des formes quaternioniques p-adiques par
des restrictions des séries cuspidales de GL2(Qp), qui apparaissent aussi en familles sur
W et contiennent les représentations de dimension finie usuelles aux poids-caractères
arithmétiques : à quoi correspondent-elles du côté GL2 ?

Nous espérons revenir aussi sur l’étude d’une autre famille d’espaces de Banach
(construite du côté elliptique cette fois-ci), obtenue en considérant les sections de ωk

sur la réunion finie des disques supersinguliers de X1(N)/Cp (N premier à p disons). Ces
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espaces sont aussi liés à des espaces de formes modulaires quaternioniques pour D rami-
fiée en p et l’infini cette fois-ci (cf. une lettre de Serre à Tate [97] pour une correspondance
modulo p).
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1. Introduction

1.1. Énoncé du théorème principal. Soit E/F une extension CM , (ρ, V ) une
représentation de Gal(E/E) sur une extension finie L de Qp, continue, irréductible, et
géométrique (cf. [44, page 650]). On note τ l’élément non trivial de Gal(E/F ) et ρ⊥ la
représentation sur V ∗ donnée par g 7→ tρ(τgτ)−1. On suppose que la représentation ρ
vérifie1

ρ⊥ = ρ(−1),(18)

où ρ(−1) est un twist à la Tate de ρ.
Il est conjecturé que la fonction L de ρ, notée L(ρ, s), admet un prolongement méro-

morphe à tout le plan complexe, holomorphe en zéro si ρ n’est pas le caractère cycloto-
mique, ce que nous supposerons. Sous l’hypothèse (18), la fonction Λ(ρ, s) déduite de L
admet une équation fonctionnelle de la forme

Λ(ρ,−s) = ε(ρ, s)Λ(ρ, s), avec ε(ρ, 0) = ±1,

En particulier, l’examen des facteurs Γ à l’infini montre que ε(ρ, 0) = −1 si et seulement
si la fonction L(ρ, s) s’annule en 0 à l’ordre impair.

À la suite de Janssen, Bloch-Kato, Fontaine-Perrin-Riou, notons H1
f (Gal(E/E), ρ)

le sous groupe de H1(Gal(E/E), ρ) paramétrant les extensions U de la représentation
triviale 1 par ρ

0 → V → U → 1 → 0

qui ont bonne réduction en toute place, ce qui signifie que les suites

0 → V Iw → U Iw → 1 → 0

sont exactes pour toute place w de E ne divisant pas p, Iw désignant un sous-groupe
d’inertie en w, et que les suites

0 → Dcris,w(V ) → Dcris,w(U) → 1 → 0

sont exactes pour toute place w divisant p. La conjecture de Bloch et Kato (cf. [44,
3.4.5]) implique que

Conjecture 1.1. Si ε(ρ, 0) = −1, alors dimH1
f (Gal(E/E), ρ) ≥ 1.

Cet article propose une nouvelle méthode pour aborder cette conjecture, basée sur
des congruences entre formes automorphes non tempérées et tempérées. Son but est d’en
démontrer le cas particulier suivant :

Théorème 1.1. Supposons que E est un corps quadratique imaginaire. Soit χ un
caractère de Hecke algébrique sur E, qui vérifie

χ⊥ = χ|.|−1

1Notons par exemple que si ρF est une représentation de Gal(F̄ /F ) vérifiant ρ∗F ' ρF (−1), sa
restriction ρ à Gal(E/E) vérifie 18. C’est la cas par exemple d’un twist convenable des représentations
attachées aux formes modulaires.
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et dont le type à l’infini est de la forme

z 7→ zaz̄1−a,

avec a ≥ 2. Soit p un nombre premier décomposé dans E et non ramifié pour χ, et
χp : Gal(E/E) → L∗ une réalisation p-adique de χ sur un corps L. Alors, si ε(χ, 0) = −1,
on a

dimH1
f (Gal(E/E), χp) ≥ 1.

Autrement dit, il existe une extension non triviale ayant bonne réduction partout de la
forme

0 → χp → U → 1 → 0.(19)

Notons que ce théorème peut se démontrer facilement à partir de la conjecture d’Iwa-
sawa pour les corps quadratiques imaginaires, prouvée par Rubin ([87]). Cependant,
notre méthode est différente (Rubin utilise des systèmes d’Euler et non des formes auto-
morphes), susceptible de généralisations ultérieures (voir plus bas) et donne une informa-
tion supplémentaire : elle prouve que les réductions modulo mn, (m idéal maximal de OL,
n entier arbitraire) de l’extension (19) dont le théorème affirme l’existence apparaissent
comme sous-quotient de la cohomologie étale de variétés algébriques sur E. Cet énoncé
est prédit par la conjecture de Fontaine-Mazur et ne découle pas de la preuve de Rubin.

1.2. La méthode.
1.2.1. Le théorème 1.1 est une généralisation du théorème principal de la thèse d’un

des auteurs (cf. [3] théorème VIII.1.7.2), où il est prouvé, sous les mêmes hypothèses,
l’existence d’une extension non triviale ayant bonne réduction partout sur OL/m de la
forme 0 → χ̄p → U → 1 → 0, et ce pour un ensemble de densité non nulle de p. La
méthode utilisée ici est similaire à celle de cette thèse, à une variante près (l’emploi
de familles p-adiques combinées avec un résultat de Kisin, au lieu d’augmentation du
niveau) dont l’idée est due à Urban et Skinner. Ils ont en effet récemment annoncé (cf.
[102]) un analogue du théorème 1.1 pour des formes modulaires ordinaires de niveau 1,
par une méthode semblable. Il nous a semblé bon de reprendre cette idée dans notre cas,
notamment parce qu’elle nous permet de se passer d’hypothèses sur p, que les familles
p-adiques pour U(n) sont construites dans le chapitre 1 de cette thèse, et qu’elle est plus
simplement généralisable (voir 1.3).

1.2.2. Expliquons le principe de la méthode employée. La première idée est d’utiliser
les formules de multiplicités, données par des conjectures d’Arthur, des représentations
automorphes dans le spectre discret. Pour certaines représentations non tempérées, ces
formules font apparaître le signe de certains facteurs ε. Plus précisément, dans le cas
du groupe unitaire U(3) compact à l’infini attaché au corps quadratique imaginaire E,
ces formules sont démontrées par Rogawski et affirment que pour χ un caractère de
Hecke comme dans l’énoncé du théorème, il existe dans le spectre discret de E une
représentation π(χ), minimalement ramifiée2, dont la représentation galoisienne associée
ρ : Gal(E/E) → GL3(L) est de la forme ρ = χp ⊕ 1 ⊕ χp(−1) si, et seulement si,
ε(χ, 0) = −1.

2Voir la proposition 4.1 pour plus de détails.
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1.2.3. Plaçons-nous sous cette hypothèse. On dispose donc de π(χ) et de sa représen-
tation galoisienne associée ρ. L’étape suivante est d’obtenir une déformation générique-
ment irréductible ρ′ de ρ, i.e. une représentation ρ′ de Gal(E/E) sur un anneau de
valuation discrète R de corps résiduel L avec (ρ′ ⊗R L)ss = ρ, et ρ′ ⊗R Frac(R) irréduc-
tible ; il faut également contrôler la ramification de ρ′ ainsi que son comportement aux
places divisant p. Le méthode3 utilisée pour construire ρ′ consiste à placer Π(χ) dans une
famille p-adique de formes automorphes4.

Pour contrôler la ramification de ρ′ aux places w de E ne divisant pas p, en particulier
aux places où χ est ramifié, on est obligé d’imposer aux formes de la famille p-adique
construite de contenir certains types de Bushnell et Kutzko. Pour traduire l’existence
de ces types en termes de la ramification de ρ′, on bute sur la difficulté suivante : il ne
semble pas connu 5 que la construction de la représentation galoisienne ρ attachée à une
forme automorphe pour U(3) est compatible, en chaque place, avec la correspondance
de Langlands locale. Nous montrons comment contourner cette difficulté. Pour contrôler
le comportement de ρ′ aux places w divisant p, on utilise une forme convenable d’un
résultat récent de Kisin.

1.2.4. La dernier étape consiste à appliquer une vieille idée de Ribet (cf. [79]) :
l’existence d’une déformation de ρ comme ci-dessus implique l’existence d’extensions
non triviales entre les facteurs de ρ. Dans le cas de Ribet, ρ n’avait que deux facteurs
et Ribet montrait qu’on pouvait obtenir les extensions d’un facteur par l’autre dans les
deux sens possibles. Mais c’est un fait incontournable (cf. [5] ) que quand ρ a plus
de deux facteurs irréductibles, on ne peut assurer l’existence de toutes les extensions
entre ces facteurs. On obtient seulement une disjonction d’assertions d’existence. Autre-
ment dit, pour montrer l’existence de l’extension cherchée, on est ramené à montrer la
non-existence de certaines autres extensions, non-existence qui a une signification arith-
métique globale, étant aussi un cas des conjectures de Bloch-Kato. Dans [3] ainsi que
dans la méthode décrite dans [102] (voir loc. cit. dernier paragraphe), la preuve de ces
cas de non-existence repose sur des résultats récents et difficiles de Rubin ([87]) et de
Kato (p-adic Hodge theory and values of Zeta functions of modular forms, prépublica-
tion) respectivement. Dans cet article, le seul cas de non-existence que nous avons à
vérifier est celui d’une extension ayant bonne réduction partout du caractère trivial par
le caractère cyclotomique, qui est une application élémentaire de la théorie de Kummer.

1.3. Généralisations. Tout d’abord, l’hypothèse sur p dans le théorème 1.1 est
inessentielle, et devrait être supprimée lorsque les familles p-adiques seront disponibles

3Mentionnons ici que l’utilisation systématique des formes automorphes sur les groupes compacts à
l’infini dans les questions de congruences semble due à R.Taylor

4C’est là la principale différence avec [3] où l’on ne construisait qu’une déformation de ρ̄ ' χ̄p ⊕
1 ⊕ χ̄p(1) à l’aide d’un théorème d’augmentation du niveau. Notons cependant que l’on pourrait aussi
prouver le théorème 1.1 à l’aide de cette méthode, en construisant des déformations de ρ̄ qui sont
congrues à ρ modulo mn, à l’aide de théorèmes d’augmentation du niveau modulo mn. On obtiendrait
ainsi des extensions modulo mn, puis on passerait à la limite sur n. Cette méthode fera l’objet d’un
travail ultérieure, dans un cadre un peu différent.

5On ne peut appliquer à nos formes le résultat principal de [51] car elles n’en vérifient pas l’hypothèse,
à savoir d’être de carré intégrable en au moins une place finie.
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aux places non décomposées et en niveau sauvage (travail en cours d’un des auteurs avec
K.Buzzard).

La méthode que nous avons esquissée ci-dessus se prête à des généralisations aux
groupes unitaires U(n) compact à l’infini associé à un corps quadratique imaginaire E.
Cependant, on ne dispose pas pour l’instant pour ces groupes, si n ≥ 4, de la construction
d’une représentation galoisienne attachée à chaque forme automorphe et vérifiant les pro-
priétés attendues en presque toute place, pas plus que l’on ne dispose des cas nécessaires
des formules de multiplicités d’Arthur (cependant des progrès ont été fait récemment
dans le cas n = 4). Nous avons néanmoins pris garde à énoncer et à démontrer la plupart
des lemmes que nous utilisons sous une forme générale, en vue de leur utilisation pour
le cas de U(n). Nous comptons revenir sur ce cas dans un avenir proche.

Enfin, il semble par contre plus délicat de généraliser cette méthode au cas où E est un
corps CM quelconque, et non quadratique imaginaire (voir à ce propos la remarque 9.1).

1.4. Plan de l’article. Indiquons brièvement le contenu des différentes parties de
cet article. Dans la partie 2, nous fixons les conventions (concernant essentiellement les
normalisations de la théorie du corps de classes et de la correspondance de Langlands
locales) et les principales notations que nous utiliserons. La partie 3 décrit la construction
par Blasius et Rogawski du système de représentations l-adiques attaché aux formes
automorphes pour U(3). Nous démontrons quelques résultats concernant la compatibilité
de cette construction avec la correspondance de Langlands locale. La partie 4 construit
et décrit la représentation non tempérée π(χ) discutée plus haut.

Les parties 5, 6 et 7 sont rédigées dans une plus grande généralité. La partie 5 fait,
pour GL(n), la théorie des différents choix possibles d’une forme propre ancienne de
niveau Iwahorique en p, attachée à une forme non ramifiée en p. La partie 6 traite
des raffinements des représentations p-adiques cristallines, contrepartie galoisienne de
la théorie précédente, et des familles de telles représentations raffinées. On y énonce
en particulier, sous une forme adaptée à notre usage, un résultat récent de Kisin. La
partie 7 contient les résultats nécessaires sur les pseudo-caractères et les représentations
galoisiennes, ainsi que la généralisation adéquate du lemme de Ribet.

Dans la partie 8 nous revenons aux groupes unitaires à trois variables, et construisons
des familles p-adiques passant par π(χ). Enfin, la partie 9 montre le théorème principal.

Les auteurs6 sont heureux de remercier Laurent Berger, Laurent Clozel, Pierre Colmez,
Michael Harris, Guy Henniart et Éric Urban pour de nombreuses et utiles conversations durant
la réalisation de cet article.

2. Notations et conventions

2.1. Corps et groupes de Galois. Dans tout cet article, on note E ⊂ C une corps
quadratique imaginaire, Ē la clôture algébrique de E dans C, AE l’anneau des adèles
de E, WE et Gal(E/E) les groupes de Weil et de Galois de Ē sur E. Pour v place de
E on notera Dv un sous-groupe de décomposition de Gal(E/E) en v, Iv le sous-groupe

6Durant la rédaction de cet article l’un des auteurs (Joël Bellaïche) a bénéficié de l’aide du Bell
fund et du Ellentuck Fund
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d’inertie de Dv, et Frobv ∈ Dv un Frobenius géométrique. On note τ ∈ Gal(Ē/Q) la
conjugaison complexe, τ 2 = 1.

2.2. Anti-auto-duale. Soit ρ une représentation de WE ou de Gal(E/E) dans
GLn(A), où A est un anneau commutatif. On notera ρ⊥ la représentation définie par

ρ⊥(g) = tρ(τgτ)−1

2.3. Représentations algébriques. Soit w = (k1 ≥ · · · ≥ kn) ∈ Zn, on note
Vw la représentation algébrique de GLn/Q de plus haut poids w relativement au Borel
supérieur de GLn. C’est l’unique représentation algébrique irréductible de GLn/Q telle
que le tore diagonal de GLn agissent sur la droite stable par le Borel supérieur par
diag(x1, · · · , xn) 7→∏n

i=1 x
ki

i . On note

Zn,+ := {(k1, ..., kn) ∈ Zn, k1 ≥ ... ≥ kn}
Zn,−− := {(k1, ..., kn) ∈ Zn, k1 < k2 < ... < kn}

Si w = (k1, ..., kn) ∈ Zn, on pose

−w = (−kn, ...,−k1) ∈ Zn et δ(w) = Minn−1
i=1 (ki − ki+1) ∈ Z

Si w ∈ Zn,+, −w ∈ Zn,+ et δ(w) ∈ N. Le dual de Vw est alors V−w. Si F est un corps de
caractéristique 0, on notera Vw(F ) la représentation de GLn/F extension des scalaires à
F de Vw.

2.4. Correspondance de Langlands locale. Nous précisons dans ce paragraphe
les conventions choisies pour fixer l’isomorphisme de réciprocité de la théorie du corps
de classes ainsi que la correspondance de Langlands locale pour GLn. Soit F un corps de
nombres, on normalise l’isomorphisme d’Artin de la théorie du corps de classes globale

recF : A∗F/F ∗(F ⊗Q R)0,∗ → Gal(F̄ /F )ab

en demandant qu’il envoie toute uniformisante locale πv en une place finie v sur le
Frobenius géométrique de Dv/Iv, avec l’abus de langage évident. Pour toute place v de
F , on dispose alors par restriction de recF , d’un isomorphisme du corps de classes local

recFv
: F ∗v −→ W ab

F

compatible à l’isomorphisme global.

Supposons maintenant que F est un corps local non archimédien. On choisit la norma-
lisation à la Langlands pour la correspondance de Langlands locale pour GLn(F ), notée
L (voir par exemple [50] p.2). Ainsi, pour π une représentation irréductible lisse de
GLn(F ), L(π) est une représentation complexe Φ-semisimple de dimension n du groupe
de Weil-Deligne WDF (cf. [104, 4.1]). Pour n = 1, π est un caractère de GL1(F ) = F ∗

et L(π) est le caractère de WF qui s’en déduit via l’isomorphisme recFv
ci-dessus. Par

exemple, L envoie le quotient de Langlands de l’induite parabolique attachée à deux
représentations lisses irréductible π1 et π2 sur la somme directe L(π1) ⊕ L(π2).

Soit l un nombre premier, on fixe ιl : C → Ql un isomorphisme de corps. Pour π
une représentation lisse irréductible de GLn(F ), F un corps local non archimédien, on
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peut voir L(π), par transport de structure via ιl comme une représentation sur Ql en
fait définie sur une extension finie de Ql, et on peut donc lui associer une représentation
notée Ll(π) du groupe de Weil ordinaire WF sur Q̄l, comme en [104, 4.2.1].

2.5. Caractères de Hecke. Soit χ : E∗\A∗E → C∗ un caractère de Hecke de E,
pour toute place v de E on note χv la restriction de χ à E∗v et χf sa restriction aux idèles
finies A∗f,E . On identifie E ⊗Q R à C via l’inclusion E ⊂ C. On suppose dans ce qui suit
que χ est algébrique, i.e χ∞(z) = zaz̄b avec a, b ∈ Z, et on fixe encore l et ιl comme
dans la section précédente en supposant de plus l = v1v2 totalement décomposé dans E,
v1 étant la place définie par E ⊂ C

ιl→ Ql. À (χ, ιl) on peut alors associer un caractère
continu E∗\A∗f,E → Q

∗

l défini par la formule :

x 7→ ιl(χf(x)))x
a
v1
xb

v2

Par composition avec recE, on en déduit un caractère l-adique de Gal(E/E) que nous
noterons χl (à ne pas confondre avec une composante locale de χ, mais c’est sans ambi-
guïté).

2.6. Poids de Hodge. Dans ce paragraphe, p est un nombre premier fixé, µpn dé-
signe le Gal(Qp/Qp)-module des racines pn-ièmes de l’unité de Qp. On note ω le caractère
cyclotomique Gal(Qp/Qp) → EndZp

( lim
n←∞

µpn) = Z∗p. On note Qp(1) le Qp-espace vecto-

riel de dimension 1 muni d’une action de Gal(Qp/Qp) par le caractère cyclotomique.
Notre convention est que cette représentation est de Hodge-Tate de poids de Hodge-Tate
−1 (cf. [98]). Si n ∈ Z, on note Qp(n) := Qp(1)⊗n, et si V est un Qp-espace vectoriel
représentation de Gal(Qp/Qp), V (n) := V ⊗Qp

Qp(n).

Si F est un corps local et V un F -espace vectoriel de dimension finie qui est une
représentation continue de Gal(Qp/Qp), nous noterons Dcris(V ) := (V ⊗Qp

Bcris)
Gal(Qp/Qp)

(cf. [42] §2.3, 3.1). Il hérite de Bcris d’un endomorphisme K-linéaire ϕ, le Frobenius
cristallin, et lorsque nous parlerons des valeurs propres de ce dernier, ce sera toujours vu
comme K-endomorphisme. On rappelle que V est dite cristalline sur dimK Dcris(V ) =
dimK(V ) (cf. [43] 5.4). On parlera parfois, par abus, du Frobenius cristallin de V pour
celui de Dcris(V ).

2.7. Géométrie rigide. Si X/F est un affinoide sur un corps local F , on notera
A(X) la F -algèbre affinoide de X. Si X est réduit, la norme sup. sur X fait de A(X) une
F -algèbre de Banach commutative. On notera A(X)0 les éléments de A(X) de norme
≤ 1. An désigne l’espace affine rigide analytique de dimension n sur Qp.

3. Rappel sur la classification de Rogawski

3.1. Les groupes unitaires considérés. Soit f la forme hermitienne sur E3 de
matrice 


−1

1
−1



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Comme Rogawski ([82] p. 66,67), on note U(2, 1) le groupe unitaire sur Z défini par
cette forme, il est quasi-déployé. On fixe U(3) une forme intérieure de U(2, 1) compacte
à l’infini, inchangée aux places finies ([27, lemme 2.1]).

3.2. Classification de Rogawski.
3.2.1. Suivant Rogawski, et comme prédit par les conjectures d’Arthur, les représen-

tations automorphes discrètes des groupes U(2, 1) et U(3) sont regroupées en A-paquets
de 5 types ([82, 2.9]). Chaque A-paquet Π possède un changement de base πE qui est
une représentation automorphe de GL(3)/E ([82, 2.8]).

3.2.2. Étant donné un nombre premier l et un isomorphisme de corps ιl : C → Ql,
on peut associer, grâce aux travaux de Rogawski, à un A-paquet Π de U(3) (resp. de
U(2, 1) s’il est cohomologique à l’infini) une représentation l-adique continue, semi-simple,
découpée dans la cohomologie l-adique des surfaces de Picard :

ρl(Π) : Gal(E/E) → GL3(Ql),

caractérisée par la propriété suivante, pour toute place finie w de E :

Si w ne divise pas ldisc(E) et si (πE)w est non ramifiée, ρl(Π)|Dw
' Ll((πE)w)(20)

Autrement dit ρl est non ramifiée en w, et le polynôme caractéristique d’un Frobenius
géométrique Frobw est égal à celui de la matrice de Hecke de (πE)w. En conséquence,
ρl ' ρ⊥l . Lorsque Π est sous-entendu, on notera ρl pour ρl(Π). Bien que le choix de ιl
n’est pas apparent dans la notation ρl, il sera toujours sous-entendu.

3.2.3. Nous nommons et décrivons ci-dessous les 5 types de A-paquets, ainsi que les
propriétés des représentations galoisiennes associées quand elles existent. Quand le A-
paramètre a et le L-paramètre φ du changement de base πE du paquet considéré ont un
sens non conjectural (i.e. se factorise par le quotient WE ×SL2(C) du groupe conjectural
LE × SL2(C)), nous les donnons.

L’existence de ρl satisfaisant 20 résulte, dans les cas non triviaux, du théorème 1.9.1
de [8] (voir aussi [82] §4.4), mais le lecteur prendra garde que la définition de ρl que nous
prenons (motivée par la vérification de 20 §3.2.2) ne coïncide pas avec la représentation
appelée ρl loc. cit., que nous noterons ρl,rog ci-dessous (qui d’ailleurs n’est pas toujours
de dimension 3).

– Cas stable tempéré ; l’existence de ρl résulte de [8, théorème 1.9.1 (a)]. Notre ρl

est ρl,rog(1) avec les notations de loc. cit. La représentation ρl est irréductible7 et
satisfait ρl ' ρ⊥l .

– Cas endoscopique tempéré de type (2, 1) ; l’existence de ρl résulte de [8, théorème
1.9.1 (b)] (on définit ρl comme ρl,rog(1)⊗χ−1

l ⊕χl(1) avec les notations de loc. cit.).
On a ρl ' τl ⊕ χl, avec τl irréductible de dimension 2, τl ' τ⊥l , χl = χ⊥l .

– Cas endoscopique tempéré de type (1, 1, 1) ; le A-paramètre a est trivial sur facteur
SL2(C), et l’on a

a|LE
= φ = ψ1 ⊕ ψ2 ⊕ ψ3,

7Nous ne nous servirons pas de ce fait. Voir la remarque suivant la proposition 9.1
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ψi : WE → C∗ vérifiant ψi = ψ⊥i . Les A-paquets de ce type sont cohomologiques
quand les caractères de Hecke ψi sont algébriques, on définit ρl par (ψ1)l ⊕ (ψ2)l ⊕
(ψ3)l.

– Cas endoscopique non tempéré ; le A-paramètre a vérifie

∀w ∈ WE, a(w) =




χ(w)
ψ(w)

χ(w)




où χ et ψ sont des caractères de Hecke de E vérifiant χ = χ⊥, ψ = ψ⊥, et

a|SL2(C)

(
α β
γ δ

)
=




α 0 β
0 1 0
γ 0 δ


 .

Nous noterons le A-paquets correspondant Π(χ, ψ). Le L-paramètre φ vérifie donc

∀w ∈ WE, φ(w) =




χ(w)|w|1/2

ψ(w)
χ(w)|w|−1/2


 ,

et l’on pose, si χ| |1/2 et ψ sont algébriques, auquel cas φ est cohomologique à
l’infini

ρl = (χ| |1/2)l ⊕ ψl ⊕ (χ| |−1/2)l.

Nous analyserons les A-paquets de ce type de manière beaucoup plus détaillée dans
la section suivante.

– Cas stable non tempéré ; le A-paramètre a vérifie

∀w ∈ WE, a(w) =




χ(w)
χ(w)

χ(w)


 ,

où χ est un caractère de Hecke de E vérifiant χ = χ⊥ et a|SL2(C) est la représentation
irréductible de dimension 3. On a donc pour L-paramètre

φ(w) =




χ(w)|.|−1

χ(w)
χ(w)|.|


 ,

où χ ' χ⊥. Les A-paquets correspondants sont des singletons, composés des repré-
sentations automorphes de dimension 1.

3.3. Propriétés de ρl. On conjecture naturellement que la construction Π 7→ ρl est
compatible avec la correspondance de Langlands locale. Plus précisément, on s’attend à
ce que l’énoncé suivant soit vérifié :

(COMP) Si Π est un A-paquet, de changement de base πE, alors pour tout l, et pour
toute place finie v de E ne divisant pas l, la Frobenius-semi-simplifié de la représentation
galoisienne (ρl)|Dv

est isomorphe à Ll((πE)v).
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Il est vrai pour les places finies v ne divisant pas disc(E) et où le A-paquet local
Πv est non ramifié (c’est la propriété (20), §3.2.2). De plus, les travaux de Harris-Taylor
[51, théorème C] montrent qu’il est vrai à pour tout v si πE est de carré intégrable à au
moins une place finie8. Malheureusement cette hypothèse ne sera jamais vérifiée dans les
cas que nous aurons à traiter.

Nous allons démontrer dans ce qui suit les cas particuliers de (COMP) dont nous
aurons besoin. La propriété suivante est une extension de la propriété (20) aux places
divisant disc(E). Il sera utile de nous placer dans un contexte un peu plus général : soit F
un corps totalement réel, U(3)/F le groupe unitaire à trois variables associé à l’extension
EF/F , compact à toutes les places à l’infini. Pour Π un A-paquet de U(3)/F , les travaux
de Rogawski définissent encore, tout comme dans le cas F = Q, un changement de
base πEF à GL(3)/EF , et des représentations galoisiennes ρl de Gal(Q/EF ), vérifiant
l’analogue de (20) §3.2.2.

Proposition 3.1. Si Π est un A-paquet de U(3)F , de changement de base πEF , alors
pour tout l, et pour toute place finie v de EF ne divisant pas l où πEF est non ramifiée,
ρl|Dv est non ramifiée.

Preuve : Soit v une place finie de EF ne divisant pas l et telle que (πEF )v est non
ramifiée, on veut montrer que ρl est non ramifiée en v. On note w la place de F que
divise v. Montrons d’abord le résultat si w ne divise pas le discriminant relatif de EF/F .

Soit G′F une forme intérieure de U(3)F quasi-déployée à toutes les places finies de
F et à une seule place infinie. Par [82, théorème 2.6.1], le A-paquet Π se transfère en
un A-paquet Π′ cohomologique du groupe G′F . Le groupe G′F satisfait les hypothèses de
[82] §4, et d’après loc.cit. §4.4, ρl(−1) est construite dans la cohomologie à coefficients
de la variété de Shimura associée à G′F . Comme (EF )v/Fw est non ramifiée, ainsi que
Π′w = Πw, le choix d’un membre non ramifié en w du A-paquet Π′ assure que ρl(−1)
est construite dans la cohomologie à coefficients d’une surface de Picard de niveau fini
hyperspécial en w. Or cette variété de Shimura a bonne réduction en v : cela résulte d’un
simple calcul de déformation du problème de modules dont cette variété de Shimura est
l’espace de module, comme celui fait en [3, proposition II.2.1.5]. Cela conclut.

Nous n’allons traiter en détail le cas restant que quand Π est stable, les cas endosco-
piques se ramenant à des cas stables9 pour le groupe U(2) × U(1) par la classification
de Rogawski du §3.2. On suppose donc Π stable. D’après [85, théorème 13.3.3(b)], soit
πEF est cuspidale, soit Π est le A-paquet d’une représentation de dimension 1. Dans ce
dernier cas, la proposition découle de la théorie du corps de classes, on supposera donc
que πEF est cuspidale dans ce qui suit.

8Plus exactement, qu’il est vrai à semi-simplification de l’opérateur de monodromie près.
9Strictement, il aurait fallut aussi traiter en parallèle, dans le second paragraphe de la preuve de

la proposition, le cas du groupe U(2) × U(1), mais qui n’est que plus facile. De manière générale, nous
ne traiterons en détails dans cette section que le cas stable tempéré, car c’est le seul dont nous ayons
réellement besoin dans les applications au §9. Par exemple, utilisant la proposition 9.1, il est aisé de
vérifier que les ρz , z ∈ Z, de la proposition 8.3 ii) sont attachées à des représentations automorphes de
U(3) qui sont stables tempérées.
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Supposons que v divise le discriminant de EF/F , en particulier v divise un premier
p ∈ Z ramifié dans E, p 6= l. Soit F ′ un corps quadratique réel ramifié en p et tel que
EF ′/F ′ est décomposé en l’unique place de F ′ au-dessus de p. Il est aisé de voir qu’un
tel corps existe toujours. Par exemple si p 6= 2, E = Q(

√
pD) avec −D ∈ N sans facteur

carré, alors il existe D′ ∈ N premier à p et sans facteur carré tel que DD′ est un carré
modulo p, F ′ = Q(

√
pD′) convient. Alors EF ne contient pas F ′, FF ′ est totalement

réel et ramifié au dessus de w, en une place que l’on note w′, et EFF ′/FF ′ est alors
décomposé au dessus de w′.

Notons πEFF ′ le changement de base d’Arthur-Clozel ([1], théorème III.4.2) de πEF

à EFF ′. La représentation πEFF ′ est cuspidale par le théorème 4.2 (a) loc.cit., car
EFF ′/EF est quadratique et n = 3. De plus, πEFF ′ est anti-autoduale car c’est déjà le
cas de πEF , et par multiplicité 1 forte dans le spectre cuspidal de GL(3)EFF ′. D’après
Rogawski [85, théorème 13.3.(a)], πEFF ′ descend en un A-paquet stable ΠFF ′ du groupe
unitaire à trois variables quasi-déployé U(2, 1)FF ′ sur FF ′, et même à U(3)FF ′ par la
propriété de relèvement fort à l’infini du changement de base d’Arthur-Clozel ([1] théo-
rème III.5.1) et [81] théorème 2.6.1. Mais s’il on suit les constructions précédentes, un
groupe de décomposition en v de Gal(Q̄/EF ) s’identifie à un groupe de décomposition
en w′ de Gal(Q̄/EFF ′), et πEFF ′ est toujours non ramifiée en w′. On applique alors le
premier paragraphe à FF ′ et ΠFF ′, ce qui conclut. �

Proposition 3.2. Soit Π un A-paquet de U(3), l un nombre premier, v une place
finie de E ne divisant pas l, telle que L((πE)v) = φ1⊕φ2⊕φ3, où les φi sont des caractères
continus E∗v → C∗. Soit I ′ := recv(Ker((φ1 ⊕ φ2 ⊕ φ3)|O∗

Ev
)), alors ρl(I

′) = 1.

Preuve : Nous n’allons traiter en détail que le cas où Π est stable, les cas endoscopiques
se traitant de manière analogue en se ramenant à des cas stables pour le groupe U(2)×
U(1) par la classification de Rogawski du §3.2. D’après [85, théorème 13.3.3(b)], soit
πE est cuspidale, soit Π est le A-paquet d’une représentation de dimension 1. Dans ce
dernier cas, la proposition découle de la théorie du corps de classes, on supposera donc
que πE est cuspidale dans ce qui suit.

Nous allons appliquer le changement de base d’Arthur-Clozel à πE. On rappelle,
d’après [1, théorème III.4.2 (a)], que si k′/k est une extension cyclique de degré premier et
π est une représentation automorphe cuspidale de GL(n)/k, alors π admet un changement
de base faible à GL(n)/k′, qui est cuspidale si π n’est pas isomorphe à π⊗χ, χ étant un
caractère non trivial de A∗k/k

∗ attaché à k′/k. Notons que dans notre cas (n = 3), cette
dernière condition est donc automatiquement satisfaite si [k′ : k] 6= 3, ou encore si k′/k
est ramifié en une place où π ne l’est pas.

Soit p ∈ Z premier au dessous de v, considérons l’extension abélienne finie de Ev

définie par

M := Ev
recEv (Ker(φ1⊕φ2⊕φ3))

Supposons que l’on sache trouver un corps de nombres F/Q ayant les propriétés
suivantes :

i. F est totalement réel,
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ii. Il existe une tour d’extensions Q = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fr = F , telle que Fi+1/Fi soit
cyclique d’ordre premier et telle que le changement de base de πEFi

à EFi+1, noté
πEFi+1

, soit cuspidal.
iii EF admet une place w divisant v telle que (EF )w/Ev soit isomorphe à M/Ev.

En particulier, on dispose d’un changement de base cuspidale πEF de πE à EF , qui
est en fait fort, i.e. compatible au changement de base local en toutes les places, d’après
[1, théorème III.5.1]. Appliquant ceci à l’extension (EF )w/Ev, l’hypothèse iii. assure
que (πEF )w est non ramifiée. La représentation πE étant anti-autoduale, le théorème de
multiplicité 1 forte dans le spectre cuspidal de GL(3)EF entraîne qu’il en va de même pour
πEF . D’après [85, théorème 13.3.3 (a)], πEF descend donc en un A-paquet (stable) du
groupe U(2, 1)F , puis à U(3)F par la propriété de relèvement fort à l’infini du changement
de base d’Arthur-Clozel. La proposition 3.1 appliquée à ce paquet conclut.

Il reste à trouver un corps de nombres F comme plus haut. Fixons F1/Q un corps
quadratique réel ayant une place v′ divisant p tel que (F1)v′ ' Ev. L’extension EF1/E
étant quadratique, une remarque faite plus haut assure que πEF1 est cuspidal. Considé-
rons une tour G1 = (F1)v′ = Ev ⊂ G2 ⊂ ... ⊂ Gr = M avec des Gi+1/Gi cycliques
d’ordre premier noté qi. Nous allons construire les Fi satisfaisant ii. récursivement tels
que Fi+1 admette une place wi+1 divisant wi, (Fi)wi

' Gi, et w1 = v′. Supposons un tel
Fi construit. Fixons une place finie u de EFi telle que (πEFi

)u est non ramifiée, que u ne
divise pas disc(E), et telle que (Fi)u admette une extension ramifiée (par exemple modé-
rément) de degré qi. Appliquons Artin-Tate [2, théorème 5, page 103] à Fi et l’ensemble
fini de places S composé de wi, u et des places infinies. On en déduit l’existence d’une
extension abélienne k/Fi, finie de degré qi ou 2qi, totalement réelle, ayant une place w′

(resp. u′) divisant wi (resp. u) telle que kw′/(Fi)wi
' Gi+1/Gi (resp. ku′/(Fi)u est ramifiée

de degré qi). Si qi est impair, il est clair que l’on peut supposer que [k : Fi] = qi. Dans
ce cas, Fi+1 := k et wi+1 := w′ conviennent car EFi+1/EFi est ramifié en une place où
πEFi

ne l’est pas. Si qi = 2, alors prend pour Fi+1/Fi une sous-extension quadratique
de k/Fi telle que (Fi+1)w′ = Gi+1, wi+1 := w′|Fi+1

. Comme EFi+1/EFi est quadratique,
Fi+1 satisfait aussi ii. �

Proposition 3.3. Soit l un nombre premier décomposé dans E, ιl comme plus haut,
Π un A-paquet pour U(3) de changement de base πE, v une place de E divisant l telle
que (πE)v est non ramifiée, alors :

(1) (ρl(Π))|Dv
est cristalline en v.

(2) Le polynôme caractéristique du Frobenius cristallin de (ρl(Π))|Dv
est l’image par

ιl de celui de L((πE)v)(Frobv), Frobv étant un Frobenius géométrique de WEv
,

(3) Si le L-paramètre de Π∞ a sa restriction à WC = C∗ de la forme (z/z̄)a1 ⊕
(z/z̄)a2 ⊕ (z/z̄)a3 avec (a1, a2, a3) ∈ Z3, a1 > a2 > a3, alors les poids de Hodge-

Tate de (ρl(Π))|Dv
sont les −ai si v est la place de E induite par E ⊂ C

ιl→ Ql,
les ai sinon.

Preuve : La proposition est immédiate si le L-paramètre de Π est somme de trois
caractères, il ne reste donc qu’à traiter les cas où Π est stable tempéré ou endoscopique
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tempéré de type (2, 1) (cf. §3.2). Nous nous placerons par exemple dans le premier cas,
le second se traitant de manière identique.

Soit F un corps quadratique réel. Un argument déjà donné dans la preuve de la
proposition 3.1 montre que le changement de base d’Arthur-Clozel de πE à EF est une
représentation automorphe cuspidale qui descend en un A-paquet stable ΠF de U(3)F .
D’après [82, théorème 2.6.1], ce paquet se transfère en un A-paquet Π′F cohomologique
stable du groupe G′/F suivant : G′/F est une forme intérieure du groupe quasi-déployé
sur U(2, 1)/F , non quasi-déployé uniquement à l’une des deux places infinies. Notons
que les variétés de Shimura attachées à G′/F 10, les surfaces de Picard, ont des modèles
canoniques qui sont des variétés quasi-projectives lisses sur EF (cf. [47] §6), et même
projectives car G′/F est anisotrope. On fixe un élément π ∈ Π′F , ainsi qu’un ouvert
compact net U ⊂ G′(AF,f) tel que πU 6= {0}. D’après [82] §4.3, §4.4 ("Case 2" dans le
cas stable tempéré), la représentation

ρ′l := ρl(π)(−1)|Gal(EF/EF ),

apparaît dans la cohomologie l-adique en degré 2 d’un Ql-faisceau lisse, noté F loc.cit11,
sur la surface de Picard de niveau fini U , que l’on note XU/EF . Afin de construire un
motif de Grothendieck dont ρ′l est une réalisation l-adique, il nous faut tout d’abord
nous débarrasser du coefficient F . Comme il est coutume, nous réalisons ce motif dans
la cohomologie l-adique à coefficient constant d’une variété de Kuga sur XU . Soit A →
XU le schéma abélien universel sur XU , on note Am le produit fibré m-fois de A au
dessus de XU ; Am est en particulier propre et lisse sur EF . Le Ql[Gal(EF/EF )]-module
H2

et(XU ×EF,F) est alors un facteur direct découpé par une correspondance algébrique
idempotente de

H2+mF
et (AmF × EF,Ql)(tF),

pour des entiers mF et tF bien choisis. Ceci est expliqué en détail dans [51, chap. III.2
p.98]. Notons pour finir que d’après [82]§4.3 (fin du paragraphe), la multiplicité 1 dans
le spectre discret de G′ assure même que l’on peut découper exactement ρ′l par des
correspondances de Hecke, plutôt que simplement un de ses multiples.

On supposera par la suite que l = uu′ est décomposé dans F , et on note v × u le
plongement EF → Ql déduit de v et u. Ces données nous permettent en particulier de
fixer un isomorphisme G′(Fu) → GL(3)(Ql), d’identifier Πl avec (Π′F )u, et Dv au groupe
de décomposition en v × u de Gal(EF/EF ). Par hypothèse de l’énoncé, (Π′F )u est non
ramifié et on peut donc choisir un compact ouvert net U égal à GL3(Zl) en u, ainsi
que π ∈ Π′F tel que πU 6= {0}. Dans ce cas, AU → XU a un modèle propre et lisse
sur O(EF )v×u

(cf. par exemple [67] §5), ainsi donc que AmF . L’assertion 1 découle de ce
que la cohomologie l-adique à coefficient dans Ql d’un schéma propre et lisse sur Zl est
cristalline (cf. [43] théorème 6.1.4, [41]).

10Plus précisément, celles attachées au groupe de similitudes unitaires contenant G′/F ([47]§6), cf.
[82] §2.5 pour le lien entre A-paquets de G′ et du groupe de similitudes.

11Il ne dépend que de Π∞, sa construction est par exemple expliquée en détail dans [51] chapitre
III.2
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La propriété 2 découle de manière standard de la construction motivique de ρ′l ex-
plicitée ci-dessus et d’un théorème de Katz-Messing ([62, théorème 2.2]), combinés à
(20) §3.2.2 et [101, corollaire 2.2]. Prouvons la propriété 3. La construction motivique
ci-dessus et le théorème de comparaison DeRham-étale de Faltings (cf. [41]12, [43, §6.1])
appliqué à H2+mF

et (AmF ×EF,Ql)(tF ), entraînent que les poids de Hodge-Tate de (ρ′l)|Dv

sont les poids de Hodge de la réalisation de De Rham de ρ′l associée au plongement
complexe ι−1

l (v×u). L’identification de ces derniers en terme des ai est une conséquence
de [51] proposition III.2.1 (6), la preuve étant détaillée loc.cit. dans les pages 99 à 104.
Précisons que les arguments du §III.2 loc.cit. sont aussi valables pour notre groupe uni-
taire G′/F (qui ne diffère des leurs qu’en des places finies), à l’unique "modification"
près suivante. La référence à Kottwitz en bas de la page 103 (au sujet de la formule de
Matsushima) peut être remplacée par un appel à Rogawski [82] §4.3 page 89. �

4. Représentation non tempérée attachée à un caractère de Hecke

4.1. Hypothèses sur le caractère de Hecke. Soit χ0 un caractère de Hecke de
E, vérifiant

χ0(zz̄) = 1, ∀z ∈ A∗E, et χ0,∞(z∞) = zk
∞/|z∞|k/2

C , k est un entier impair positif

Par la première hypothèse, sa fonction L complète L(χ0, s) a pour équation fonction-
nelle ([104] 3.6.8 et 3.6.1)

L(χ0, 1 − s) = ε(χ0, s)L(χ0, s), ε(χ0, 1/2) = ±1

On utilisera de plus le caractère algébrique χ := χ0|.|1/2, dont on note χv la composante
locale en une place v de E. On a χ⊥ = χ|.|−1, et si ∞ désigne E ⊂ C, χ∞(z) =
z(k+1)/2z̄(1−k)/2. On notera cond(χ0) le conducteur de χ0, qui est aussi celui de χ, et
disc(E) le discriminant de E.

Dans les sous-parties qui suivent, nous décrivons, suivant Rogawski, les composantes
locales du A-paquet endoscopique non tempéré Π(χ, 1).

4.2. Composantes locales en p décomposé.
4.2.1. Soit p = v1v2 un nombre premier décomposé dans E, la donnée des vi nous

fournit un isomorphisme U(3)(Qp) → GL3(Evi
) = GL3(Qp). Il faut noter que ces deux

isomorphismes diffèrent d’un automorphisme extérieur de GL3(Qp). Fixons celui avec v1

par exemple.
4.2.2. Soit P = MN le parabolique standard de U(3)(Qp) = GL3(Qp) de type

(2, 1), considérons le caractère complexe lisse λp de M = GL2(Qp)× GL1(Qp) défini par
λp(x, y) = χ0,v1(det(x)). L’induite parabolique normalisée de λp est irréductible ([83]
p.196), on la note πn

p (χ0).

12Ainsi qu’il est discuté dans [43] §6.1, il y a un point obscur dans la preuve de CdR. Nous n’utilisons
ici les résultats de loc.cit. que dans le cas de la cohomologie l-adique à coefficient constant d’un schéma
propre et lisse sur Zl, pour lequel l’objection ne s’applique pas.
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4.2.3. Si χ est non ramifié en p (décomposé), πn
p (χ0) est non ramifiée, et a donc

un vecteur fixe par n’importe quel compact maximal. On en choisit un, noté Kp, égal à
U(3)(Zp) pour p assez grand ([107, 3.9.1]).

4.3. Composantes locales en p inerte ou ramifié.
4.3.1. Suivant Rogawski ([83] p. 396), définissons pour p un nombre premier inerte

ou ramifié dans F , une représentation lisse irréductible πn
p (χ0) de U(2, 1)(Qp) = U(3)(Qp)

de la manière suivante :
On voit χ0,p comme caractère du tore diagonal de U(3)(Qp) par :




α
β

ᾱ−1


 7→ χ0,p(α)

L’induite parabolique normalisée de χ0,p a deux facteurs de Jordan-Hölder, dont l’un est
non tempéré, qu’on note πn

p (χ0) (ou bien πn(χ0,p)), l’autre de carré intégrable πs
p(χ0) (ou

bien πs(χ0,p)). ([85] p. 173, [63] p. 126)

4.3.2. Si p est inerte et χ non ramifié en p, πn
p (χ0) est non ramifiée et a donc un

vecteur fixe par n’importe quel compact maximal hyperspécial. Là encore, on en choisit
un Kp, que l’on prend égal à U(3)(Zp) quand on le peut (pour presque tout p, cf. [107,
3.9.1]).

4.3.3. Si p est ramifié, le groupe U(3)(Qp) est un groupe unitaire ramifié. Il a deux
classes de conjugaison de sous-groupes compacts maximaux, mais aucune d’entre elles
n’est hyperspéciale. D’après [26, prop. 2.4.7], l’une de ces deux classes, dont on fixe un
représentant Kp, est telle que pour tout caractère non ramifié η du tore diagonale (i.e.
trivial sur le compact maximal de ce tore), la représentation πn

p (η) définie en 4.3.1 admet
un vecteur non nul fixé par Kp, mais n’admet pas de vecteur non nul fixé par l’autre
classe de conjugaison13. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1. Soit π une représentation automorphe irréductible de U(3) telle que

π
Kp
p 6= 0. Alors le changement de base πE de π est non ramifié en la place de E au-

dessus de p.

Preuve : Comme πp a un vecteur invariant non nul par Kp, elle a un vecteur in-
variant non nul par un sous-groupe d’Iwahori. D’après [25, prop 2.6], c’est donc une
sous-représentation d’une induite parabolique normalisée I(η), pour un certain caractère
non ramifié η du tore diagonal de U(3)(Qp) (i.e. trivial sur le compact maximal de ce
tore). Rappelons, suivant [63, page 126] et [26, th. 2,4.6 et prop. 2.4.7], la structure de
ces induites I(η). Quand elles ne sont pas irréductibles, les représentations I(η) sont de
longueur 2, et ont comme facteurs de Jordan-Hölder soit la représentation triviale et la
Steinberg, soit deux représentations que l’on note (comme dans [63], [85]) πn(η) et πs(η).
De plus, d’après [26, prop. 2.4.7], πn(η) a un vecteur invariant non nul par Kp, et πs(η)
n’en a pas. Enfin, la représentation de Steinberg n’a pas de vecteur non nul invariant par
un compact maximal.

13On peut voir, à l’aide de [68, prop 3.6.2] que Kp est très spécial, mais nous n’aurons pas besoin
de ce fait.
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Soit v la place de E au-dessus de p. Le changement de base πE de l’unique A-paquet
global Π auquel π appartient est (par définition, cf. [85, page 201], juste avant le théorème
13.3.3) tel que (πE)v est le changement de base local (défini [85, page 200]) du A-paquet
local Πp, composante en p de Π. Le paragraphe précédent assure que πp est soit la
triviale, soit une induite irréductible d’un caractère non ramifié, soit de la forme πn(η).
Le changement de base (πE)v de Πp est donc non ramifié par définition sauf peut-être
si Πp est le A-paquet Πp = {πn(η), πs(η)}, avec πp = πn(η). Mais dans ce cas, (πE)v est
non ramifié par [85, prop. 13.2.2(d)]. �

Remarque 4.1. Le même lemme serait faux si Kp était remplacé par un sous-groupe
compact maximal de l’autre classe de conjugaison. En effet, on pourrait avoir alors πp =
πs(η), et la représentation πs(η) appartient à deux A-paquets locaux (cf. [85, page 199]) :
le A-paquet {πs(η), πn(η)} dont le changement de base est bien non ramifié, et un autre
A-paquet, dont le changement de base est ramifié.

4.4. Composantes locales à l’infini. Tout L-paramètre "relevant" de U(3)(R) a
sa restriction à WC = C∗ de la forme :

z 7→ (z/z̄)a1 ⊕ (z/z̄)a2 ⊕ (z/z̄)a3 , a1 > a2 > a3 ∈ Z3

Si k1 ≥ k2 ≥ k3 ∈ Z3, On note π1,∞(k1, k2, k3) la représentation de U(3)(R) sur
Vk1,k2,k3(C) (2), déduite de l’inclusion U(3)(R) ⊂ U(3)(C) ' GL3(C) donnée par E ⊂
C. Son L-paramètre a pour changement de base à C∗ le morphisme plus haut avec
(a1, a2, a3) := (k1 + 1, k2, k3 − 1) ([82] §3.1).

4.5. Existence de π(χ0).

Proposition 4.1. Supposons que k > 1, et que ε(χ0, 1/2) = −1, alors il existe une
unique représentation automorphe π(χ0) de U(3) dont le changement de base à E a pour
L-paramètre le morphisme WE → GL3(C) défini par




χ0|.|−1/2

1
χ0|.|1/2




et telle que
– Pour toute place v, π(χ0)v = πn

v (χ0),
– π(χ0)∞ = π1,∞(k−1

2
, k−1

2
, 1).

Preuve : D’après [83], page 397, le A-paquet Π(χ, 1) existe pour U(3), car k > 1.
D’après [83], page 395 et 396, les A-paquets locaux correspondants sont les singletons
{πn

p (χ0)} quand p est décomposé (cf. 4.2.2) et des paires {πn
p (χ0), π

s
p(χ0)} quand p est

inerte ou ramifié (où πn
p a été définie en 4.3.1). Enfin, d’après [83] page 397, le A-paquet

local à l’infini est un singleton {π(χ0)∞} avec π(χ0)∞ := π1,∞(k−1
2
, k−1

2
, 1).

Considérons la représentation de U(3)(A) :

π(χ0) = (
⊗

p premier

πn
p (χ0)) ⊗ π(χ0)∞.
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D’après [83], théorème 1.2, la multiplicité de π dans le spectre automorphe de U(3) est
(1+ε(χ0, 1/2)(−1)N)/2, où N , défini dans [85] page 243, est le nombre de places à l’infini
de Q où U(3) est compact ; on a donc N = 1, et la multiplicité de π(χ0) est donc 1. �

4.6. Types.

Proposition 4.2. Pour p un nombre premier divisant disc(χ0), il existe un groupe
KJ = KJ(p) de U(3)(Qp), et une représentation irréductible J = J(p) de KJ tels que

– HomKJ
(J, πn

p (χ0) ⊗ (χ−1
0 ◦ det)) 6= 0.

– Pour toute représentation lisse irréductible π de U(3)(Qp) vérifiant HomKJ
(J, π) 6=

0, pour toute place v de E au-dessus de p, notant πEv
le changement de base de π

à Ev, il existe trois caractères lisses non ramifiés φ1, φ2, φ3 : Ev
∗ → C∗, tels que

L(πE,v) = φ1 ⊕ φ2 ⊕ φ3χ
−1
0 .

En particulier, si l 6= p, I ′ := ker(χl)|Iv
, et si π est la composante en p d’une

représentation automorphe irréductible π ′ de U(3), alors ρl(π
′)(I ′) = 1.

Preuve : Supposons d’abord que p = v1v2 est décomposé dans E. On note G =
GL3(Qp) = U(3)(Qp) (l’isomorphisme dépendant de la place v1, comme en 4.2.1), P le
parabolique standard de type (2, 1),M = GL2(Qp)×GL1(Qp) son Levi (comme en 4.2.2),
N son radical unipotent, χ0 = χ0,v1 et m la p-valuation du conducteur de χ0.

Notons KJ le sous-groupe de G des matrices dont la réduction modulo pm est de la
forme 


∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 y


 ,

et notons J le caractère complexe lisse de ce groupe qui à une matrice comme ci-dessus
associe χ0(y)

−1.
Par définition (cf. 4.2.2 pour la définition de λp), πn

p (χ0)⊗χ−1
0 ◦det est la représentation

de G sur l’espace

V := {f : G→ C, f lisse, ∀b ∈ P, ∀g ∈ G, f(bg) = λp(b)δ
1/2
P (b)χ−1

0 (det(b))f(g)}
donnée par (g.f)(x) = f(xg). Définissons f : G→ C par

f(bk) = λp(b)δ
1/2
P (b)χ−1

0 (det(b))χ0(k) ∀b ∈ P, k ∈ KJ ,

f(g) = 0 ∀g ∈ G\PKJ

On vérifie aisément que f est bien définie, et qu’elle définit un élément non nul de
HomKJ

(J, πn
p (χ0) ⊗ (χ−1

0 ◦ det)).

Inversement, soit π une représentation lisse irréductible de G, et supposons que

HomKJ
(J, π) 6= 0.

Notons BJ ⊂ KJ l’ensemble des matrices de KJ qui sont triangulaires supérieures
modulo p. On a alors BJ ∩M = B×GL1(Qp) ou B est le sous-groupe d’Iwahori standard
(constitué des matrices triangulaires supérieures modulo p) de GL2(Qp). La restriction
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de J à BJ ∩ M étant simplement le caractère χ−1
0 sur le second facteur GL1(Qp), le

couple (BJ ∩M,J|BJ∩M) est un sM -type de BJ , où sM ∈ B(M) (le spectre de Bernstein
de M , cf. [17, page 772]) est la classe d’équivalence inertielle de (T, χ−1

0 ), T désigne le
tore maximal standard de GL3(Qp) et χ−1

0 le caractère de T envoyant diag(x, y, z) sur
χ−1

0 (z).
Il résulte immédiatement de la définition de recouvrement (cover) ([18, 8.1]) que

(BJ , J|BJ
) est unG-recouvrement de (BJ∩M,J|BJ∩M). Le corollaire [18, 8.4] (ou bien [19,

page 55]) assure alors que (BJ , J|BJ
) est un s-type pour G, où s ∈ B(G) est la classe

d’équivalence inertielle de (T, χ−1
0 ). Comme π contient (KJ , J), elle contient aussi (BJ , J),

est son support cuspidale est donc de la forme (φ1, φ2, χ
−1
0 φ3), où les φi sont des caractères

lisses non ramifiés de Q∗p. Autrement dit, d’après les propriétés de la correspondance
de Langlands locale, L(π) a pour semi-simplification φ1 ⊕ φ2 ⊕ χ−1

0 φ3. Nous voulons
maintenant montrer que L(π) est semi-simple. Comme χ−1

0 φ3 est ramifié, mais pas φ1

et φ2, on peut en tous cas écrire L(π) = r ⊕ χ−1
0 φ3, où rss = χ1 ⊕ χ2, et nous voulons

montrer que r est semi-simple.
D’après ce qui précède et les propriétés de L, il existe une représentation lisse irré-

ductible (ρ,W ) de GL2(Qp) de support cuspidal (φ1, φ2) telle que

π ' IndP (ρ⊗ (φ3χ
−1
0 )), L(ρ) = r

où ρ ⊗ (φ3χ
−1
0 ) désigne la représentation du parabolique standard sur W qui à (x, y) ∈

GL2(Qp)×GL1(Qp) = M associe φ3(y)χ0(y)
−1ρ(x) ∈ End(W ). L’espace de cette induite

est l’ensemble des fonctions f : G → W , lisses, vérifiant ∀m = (x, y) ∈ GL2(Qp) ×
GL1(Qp) = M, ∀u ∈ N, ∀g ∈ G,

f(mug) = δ
1/2
P (m)χ−1

0 (y)φ3(y)ρ(x)f(g).(21)

Comme HomKJ
(J, π) 6= 0, il existe une fonction non nulle f : G → W dans l’espace de

IndP (ρ⊗ (φ3χ
−1
0 )) qui vérifie

(k.f)(g) = f(gk) = f(g)JK(k) = f(g)χ0(k)
−1.(22)

Choisissons v = f(g) ∈ W non nul. Combinant les équations 21 et 22, il vient

∀x ∈ GL2(Zp), ρ(x)v = v.

La représentation ρ est donc non ramifiée si bien que r = L(ρ) est semi-simple, et
finalement L(π) = φ1 ⊕ φ2 ⊕ φ3χ

−1
0 .

Le “en particulier” découle alors de la proposition 3.2
Le cas où p est inerte ou ramifié dans E est plus simple, grâce aux travaux de L.Blasco

([7]) : πn
p (χ0) appartient à la série principale, et son type défini en [7, partie 7, page 181]

fait l’affaire. �

5. I-invariants et algèbre d’Atkin-Lehner

5.1. Notations.
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5.1.1. Dans toute cette section, p est un nombre premier fixé. T désigne le tore
diagonale de G := GLn(Qp), B son Borel supérieur, K := GLn(Zp), W ' Sn ⊂ K,
I ⊂ K le sous-groupe d’Iwahori composé des éléments triangulaires supérieurs modulo
p, ∆ le sous-groupe de T des éléments à coefficients dans pZ, ∆+ le sous-monoïde de ∆
des éléments de la forme diag(pa1 , · · · , pan) avec a1 ≤ · · · ≤ an ∈ Z. Si X est un groupe
topologique localement compact, δX désigne le caractère module de X.

5.1.2. Si U est un sous-groupe compact ouvert de G, l’algèbre de Hecke de G rela-
tivement à U , C∞(U\G/U), est l’algèbre de convolution des fonctions complexes lisses
à support compact sur G invariantes à droite et à gauche par U . Si g ∈ G, on note
[UgU ] ∈ C∞(U\G/U) la fonction caractéristique de de UgU ⊂ G, on prend la conven-
tion que [U ]2 = [U ]. C∞(I\G/I) est l’algèbre de Hecke-Iwahori, on note A(p)14 son
sous-anneau engendré par Z et les fonctions caractéristiques [IuI], u ∈ ∆+. Il est connu
(par exemple [84] §1) que A(p) est commutative, et que pour chaque u, u′ ∈ ∆+, [IuI]
est inversible dans C∞(I\G/I), [IuI][Iu′I] = [Iuu′I] et IuIu′I = Iuu′I. On pose

ui := diag(1, . . . , 1, p, . . . , p) ∈ ∆+, où p apparaît i fois, 0 ≤ i ≤ n

5.2. I-invariants des représentations non ramifiées.
5.2.1. Soit ψ = (ψ1, ..., ψn) : (Q∗p)

n → C∗ un caractère lisse et non ramifié, X(ψ) la
représentation complexe lisse irréductible non ramifiée de G de L-paramètre valant sur
le Frobenius géométrique :




ψ1(p)
· · ·

ψn(p)




Voyant ψ comme un caractère complexe lisse de B trivial sur les unipotents supé-
rieurs, on pose

IndB(ψ) := {f : G→ C, lisses, f(bg) = δ
1/2
B (b)ψ(b)f(g) ∀b ∈ B}

vue comme représentation lisse de G par translation à droite les fonctions. On sait alors
que X(ψ) est l’unique sous-quotient irréductible non ramifié de IndB(ψ). Le caractère de
l’algèbre de Hecke non-ramifiée de G sur la droite des K-invariants de X(ψ) (ou encore
de IndB(ψ), ce qui est la même chose) est bien connu : si tp,i est la valeur propre de
l’opérateur de Hecke Tp,i := [KuiK]| det(ui)|(n−1)/2 comme plus haut, on a

n∏

i=0

(1 − ψi(p)T ) =

n∑

i=0

(−1)ipi(i−1)/2tp,iT
i

14C’est cette algèbre que nous appelons algèbre d’Atkin-Lehner, reprenant la terminologie de
X.Lazarus (thèse, Orsay, 2000). Ses générateurs [IuI ], u ∈ ∆+, sont la généralisation naturelle à GLn

de l’opérateur Up d’Atkin-Lehner dans la théorie classique des formes modulaires.
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5.2.2. Nous allons commencer par décrire la représentation de A(p) sur les I-invari-
ants de IndB(ψ). On verra les caractères de T par restriction comme des caractères de
∆+, puis de A(p). Pour tout caractère θ : T → C∗, σ ∈ W , on dispose d’un caractère θσ

défini par θσ(t) = θ(σ−1tσ) ; ainsi (ψ1, ..., ψn)σ = (ψσ(1), ..., ψσ(n)).

Lemme 5.1. (cf. I.4.4) La semi-simplification de IndB(ψ)I comme A(p)-module est

⊕σ∈W δ
1/2
B ψσ

Remarques : Le calcul ci-dessus et la formule pour le polynôme de Hecke de X

montrent que si σ ∈ W , ψσ(Ui) (noter la disparition du δ1/2
B ) est un produit de i valeurs

propres “distinctes" du Frobenius géométrique dans la représentation de WQp
attachée à

X par la correspondance de Langlands locale non ramifiée.

En particulier, supposons IndB(ψ) irréductible, dans ce cas IndB(ψ) = X(ψ). La dé-
composition de Bruhat-Iwahori montre que dimC(X(ψ)I) = n! et l’action de A(p) sur les
I-invariants de X est calculée par le lemme. Ceci se produit en particulier quand ψ est
essentiellement tempérée (i.e |ψi(p)| indépendant de i, [110] 4.2) mais pas pour la repré-
sentation πn

p (χ0) introduite en §4.2.2 (p décomposé dans E et ne divisant pas cond(χ0)).
Pour traiter ce cas là, nous aurons besoin du résultat général suivant, impliquant par
ailleurs le lemme précédent.

5.2.3. Soit P = MN ⊂ G un parabolique de Levi M , ψ : M → C∗ un caractère non
ramifié, IndP (ψ) l’induite parabolique lisse normalisée :

IndP (ψ) := {f : G→ C, lisses, f(pg) = δ
1/2
P (p)ψ(p)f(g) ∀p ∈ B}

Soit WP ⊂ W le sous-groupe de Coxeter correspondant à P ⊂ G, pour chaque σ ∈ W
on choisit l’unique élément dans WP .σ de longueur minimale ([59] prop. 1.10 c)), et on
note W (P ) l’ensemble des représentants de WP\W obtenu. On pose z := δP/δB = δB∩M .

Lemme 5.2. La semi-simplification de IndP (ψ)I comme A(p)-module est

⊕σ∈W (P )δ
1/2
B (z1/2ψ)σ

Remarques : Le lemme montre que l’unique sous-quotient non ramifié de IndP (ψ) est
isomorphe à X(ψ.z1/2). Si IndP (ψ) est irréductible (voir [110] 3.2,4.2), il coïncide donc
avec X(ψ.z1/2) dans ce cas.

Preuve : On pose X ′ = IndP (ψ)I , c’est un module sous l’algèbre de Hecke-Iwahori
de G, en particulier sous A(p). La décomposition de Bruhat-Iwahori G =

∐
σ∈W (P ) PσI

montre que dimC(X ′) = |W |/|WP |. On considère la C-base de X ′ suivante : si σ ∈ W (P ),
eσ est l’élément de X ′ nul hors de P σ I et tel que eσ(σ) = 1. eσ(σ′) = 0 ou 1 selon que
σ′ ∈ WP .σ ou non . Si σ′ ∈ W , on commence par calculer [Iσ′I](e1). La décomposition de
Bruhat-Iwahori, ainsi que la multiplication des cellules, montre que (Iσ ′I)∩(σ−1PI) = ∅
à moins que σ ∈ WPσ

′−1. En particulier, [Iσ′I](e1) = aσ′eσ′−1 où aσ′ ∈ C∗ (car [Iσ′I] est
inversible dans l’algèbre de Hecke-Iwahori).

La décomposition de Bruhat-Iwahori montre que si u ∈ ∆+, (IuI)∩σ−1PI est vide à
moins que σ ∈ WP , ce qui implique que e1 est propre sous l’action de A(p), de caractère
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[IuI] 7→ (δ1/2ψ)(u)|(IuI ∩ PI)/I|. Quand ui = u, on peut calculer |(IuI ∩ PI)/I| =
|(Iu ∩ PI)/(Iu ∩ I)|, Iu := u−1Iu, on vérifie qu’il vaut z1/2(u).

Par les relations de Bernstein ([84] §1, §5), on en déduit que si l’on ordonne la
base des eσ, σ ∈ W (P ), par ordre croissant avec la longueur de σ, l’action de A(p)
est triangulaire supérieure. Toujours par les relations de Bernstein, on trouve alors les
caractères de l’énoncé (voir par exemple I.4.8.3 pour des détails supplémentaires, noter
que ce que nous avons appelé ui dans ce paragraphe y est noté un−1+i). �

5.2.4. L’exemple qui nous intéresse est le cas de la représentation non ramifiée
X(ψ) := πn

p (χ0) définie en 4.2.2, πn
p (χ0) est l’induite du parabolique standard P de type

(2, 1) du caractère χ0(det(.)) × 1. On trouve W (P ) = {1, (3, 2), (3, 2, 1)}. Si σ ∈ W (P ),
le triplet (ψσ(u1), ψ

σ(u2/u1), ψ
σ(u3/u2)) associé à σ est alors explicitement donné par :

σ = 1, (1, χ⊥v1
(p), χv1(p))

σ = (3, 2), (χ⊥v1
(p), 1, χv1(p))

σ = (3, 2, 1), (χ⊥v1
(p), χv1(p), 1)

6. Déformations des représentations cristallines raffinées

6.1. Raffinement d’une représentation cristalline.
6.1.1. Soit F un corps local, V un F -espace vectoriel de dimension finie muni d’une

représentation continue de Gal(Qp/Qp). Nous supposerons que V est cristalline, que ses
poids de Hodge-Tate k1 < ... < kn sont tous distincts et que les valeurs propres du
Frobenius de Dcris(V ) sont dans F (cf. 2.6 pour les conventions). Imitant Mazur ([73]),
on appellera raffinement de V la donnée d’un ordre R := (ϕ1, ..., ϕn) ∈ F n sur les valeurs
propres du Frobenius de Dcris(V ). On notera (V,R) la représentation V munie de son
raffinement R.

6.1.2. La donnée d’un raffinement R de V nous permet de définir des Fi(R) :=

ϕi/p
ki ∈ F ∗ et des Ui(R) :=

∏i
j=1 Fj, 1 ≤ i ≤ n. La donnée de tous les Fi(R), ou

encore celle des Ui(R), est bien sur équivalente à celle de R. Notons que Fi(R) est
encore une valeur propre du Frobenius de Dcris(V (ki)), et Ui(R) en est une de celui
de Λi(Dcris(V )) ' Dcris(Λ

i(V )). On rappelle que la formation de Dcris commute aux
opérations tensorielles sur les représentations cristallines ([43] 1.5.2, 5.1.2).

6.1.3. Remarques : i) Si le polynôme caractéristique du Frobenius de Dcris(V ) a
n = dimF (V ) racines distinctes, alors V admet exactement n! raffinements. C’est la cas
par exemple si V est ordinaire (cf. [78]). Dans ce cas, on dispose de plus d’un raffinement
canonique donné par |ϕi| = p−ki, appelé raffinement "ordinaire" (il ne nous sera pas utile
dans la suite).

ii) Un des intérêts essentiels de la notion de raffinement dans ce texte vient de ce
que la théorie des familles p-adiques de formes automorphes produit des déformations
de représentations cristallines raffinées de Gal(Qp/Qp). Il faut bien noter que de telles
déformations d’une même représentation V mais partant de raffinements distincts sont en
général très différentes (par exemple l’une peut être génériquement irréductible, l’autre
non).
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6.2. Raffinements et algèbre d’Atkin-Lehner.
6.2.1. Par commodité d’exposition, nous nous restreignons à U(3) plutôt qu’à un

groupe unitaire quelconque, c’est de toutes façons suffisant pour les objectifs de ce texte.
Soit p un nombre premier décomposé dans E, ι : C → Qp un isomorphisme de corps, v1 la
place de E au dessus de p donnée par E ⊂ C

ι→ Qp, v2 l’autre place, p = v1v2. La donnée
de v1 nous permet de plus d’identifier U(3)(Qp) à GL3(Qp) comme en 4.2.2. Fixons Π
une représentation automorphe irréductible de U(3) telle que Πp est non ramifiée et
Π∞ = π(k1 ≥ k2 ≥ k3). Comme dans 5.2.1, Πp = X(ψ) pour un certain caractère non
ramifié ψ : T → C∗.

6.2.2. On a vu dans 3.2.2 que la donnée de ι permet d’associer à Π une représen-
tation semi-simple continue ρp : Gal(E/E) → GL3(F ) = GLF (V ), V étant un espace
vectoriel de dimension 3 sur un certain corps local F . On rappelle que Dvi

est un groupe
de décomposition dans Gal(E/E) associé à la place vi de E, et on note Vi la repré-
sentation continue de Gal(Qp/Qp) sur V obtenue par restriction de V à Dvi

. Puisque
ρ⊥p ' ρp, on sait que V2 ' V ⊥1 . De plus, par la proposition 3.3 §3.2, V1 est cristalline
de poids de Hodge-Tate −k1 − 1 < −k2 < −k3 + 1, et son Frobenius cristallin a même
polynôme caractéristique (modulo ι) que l’image du Frobenius géométrique de W nr

Qp
dans

le L-paramètre de X(ψ), i.e
∏3

i=1(X − ι(ψi(p))). Nous allons donner une interprétation
automorphe de certains raffinements de V1 en terme de Πp.

6.2.3. La semi-simplification de A(p) agissant sur ΠI
p a été calculée en 5.2.2, c’est

une somme de caractères de A(p) de la forme δ1/2
B ψσ, pour certains σ ∈ W . On dira que

σ est accessible pour Π si δ1/2
B ψσ apparaît, cela ne dépend que de Πp, et il est équivalent

de demander qu’il existe un vecteur v ∈ ΠI sur lequel A(p) agisse par δ1/2
B ψσ. Pour tout

σ ∈ W , le lemme 5.1 §5.2.2 montre que l’on construit un raffinement R(σ) de V1 en
posant

R(σ) := (ψσ(3)(p), ψσ(2)(p), ψσ(1)(p))

Un raffinement de V1 sera dit accessible s’il est de la forme R(σ) avec σ accessible
pour Π. Si Πp est irréductible, on a vu en 5.1 que tous les raffinements de V1 sont
alors accessibles. Cela se produit en particulier quand Πp est tempérée. Par contre, si
Π = π(χ0), les raffinements accessibles sont ceux donnés dans 5.2.4. Dans ce cas précis,
on remarque par exemple que V1 est ordinaire mais que le raffinement ordinaire n’est pas
accessible.

6.2.4. Soit s = (k1 ≥ k2 ≥ k3) ∈ Z3, notons νs le caractère ∆ → pZ sur le vecteur de
plus haut poids de V ∗s (Q) = V−s(Q). D’après 6.2.2 et 2.3, si 1 ≤ i ≤ 3, (δ

−1/2
B νs)(ui/ui−1)

est une puissance de p d’exposant le iieme poids de Hodge-Tate (rangés par ordre crois-
sant) de V1. On pose

U s
i :=

[IuiI]

νs(ui)
∈ A(p)[1/p]
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Avec ces notations, R(σ) est encore le raffinement de V1 défini par ses Ui(R(σ)) avec
la formule Ui(R(σ)) := (δ

1/2
B ψσ)(U s

i ).

6.3. Variation de représentations cristallines raffinées, d’après M.Kisin.
6.3.1. Soit F ⊂ Cp un corps local, X un F -affinoide réduit d’anneau A(X), la

norme réduite de A(X) en fait une algèbre de Banach. Soit M := A(X)n, G un groupe
topologique, ρ : G −→ GL(M) une représentation continue. Si F ⊂ E ⊂ Cp est un
sous-corps complet, x ∈ X(E), on note Mx := M ⊗A(X)E, A(X) → E étant l’évaluation
en x, et ρx : G→ GLn(E) = GLE(Mx).

6.3.2. Soit X un F -affinoide réduit d’anneau A(X), on se donne

– a) κ = (κ1, ..., κn) : X −→ An, un F -morphisme analytique,

– b) Z ⊂ X(F ) un sous-ensemble Zariski-dense tel que κ(Z) ⊂ Zn,

– c) M := A(X)n, et ρ : Gal(Qp/Qp) −→ GLA(X)(M) une représentation continue,

– d) F1, ..., Fn des éléments inversibles de A(X),

On suppose de plus que :

i) Pour tout réel C > 0, {z ∈ Z, κi+1(z) > C + κi(z) ∀i ∈ {1, ..., n− 1}} est Zariski-
dense dans X(F ),

ii) Pour tout x ∈ X(F ), κ(x) ∈ F n est l’ensemble des poids de Hodge-Tate-Sen de Mz,
rangés par ordre strictement croissant si x ∈ Z, i.e. κ1(x) < κ2(x) < ... < κn(x) ∀x ∈ Z,

iii) Pour tout z ∈ Z, Mz est cristalline,

iv) Si z ∈ Z, (pκ1(z)F1(z), ..., p
κn(z)Fn(z)) est un raffinement de Mz,

v) Pour tout i, il existe λi ∈ F ∗ tel que |Fi/λi − 1| < 1,

vi) Deux éléments de κ(Z) diffèrent d’un élément de (p− 1)Zn.

Faisons quelques remarques sur ces hypothèses. L’existence de κ satisfaisant ii) n’est
pas directement conséquence des travaux de Sen ([98], [99]), à cause de l’hypothèse
"rangés par ordre croissant sur Z". Nous ne savons pas dans quelle mesure l’existence
de Fi satisfaisant iv) est automatique (condition sur κ ?), cf. [64] à ce sujet. Nous ne
savons pas non plus si vi) est automatique. Dans la pratique (cf. §8), ces hypothèses
seront satisfaites et κ sera un morphisme fini sur son image, dominant restreint à chaque
composante irréductible de X. La condition v) est de nature technique, et intervient dans
les travaux de Kisin (elle implique en ses termes que X est "Fi-small").

6.3.3. On se place sous les hypothèses a), b), c), ii), iii) et iv) de 6.3.2. On notera
A(X)(κi) le A(X)-module A(X) sur lequel on fait agir continûment Gal(Qp/Qp) par le
composé du caractère cyclotomique par le caractère suivant de Z∗p :

x→ (x/τ(x))κiτ(x)ni ∈ A(X)∗

où ni = κi(z) est un entier bien défini modulo (p − 1)Z indépendamment de z ∈ Z par
l’hypothèse vi), et τ : Z∗p → µp−1(Qp) la réduction modulo p composée par le caractère
de Teichmüller. Si z ∈ Z, A(X)(κi)z est l’élévation à la puissance κi(z) du caractère
cyclotomique, en particulier c’est un caractère cristallin de Gal(Qp/Qp).
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Si N est un A(X)-module de libre type fini muni d’une représentation continue
de Gal(Qp/Qp), on notera N(κi) := N ⊗A(X) A(X)(κi) vue comme représentation de
Gal(Qp/Qp). On a donc défini les M(κi), leurs évaluations en z ∈ Z sont cristallines de
poids (κ1(z) − κi(z), ..., κn(z) − κi(z)) ∈ Zn,−−.

6.3.4. On se place dans les hypothèses de 6.3.2 :

Proposition 6.1. Soit x ∈ X(F ), κ(x) = (k1, ..., kn) alors

Dcris((Λ
iVx)(k1 + ...+ ki))

ϕ=F1(x)···Fi(x) est non nul.

Si de plus les ki sont entiers, alors

Dcris(Λ
i(Vx))

ϕ=
Qi

j=1 pkj Fj(x) est non nul

La fin de cette section est consacrée à la preuve de la proposition 6.1.

6.3.5. La seconde assertion découle de la première. On se ramène dans ce paragraphe
au cas i = 1 et κ1 = 0. Soit i ∈ {1, ..., n} fixé, on pose N := Λi(M)(κ1) · · · (κi). Si J =

(m1 < ... < mi) est une partie à i éléments de {1, ..., n}, on pose κJ :=
∑i

j=1(κmj
− κj)

et FJ :=
∏i

j=1 Fmj
. On ordonne de plus les r :=

(
n
i

)
telles parties J = (m1 < ... < mi)

par l’ordre lexicographique. Rappelons que, comme dit plus haut (6.1.2), la formation
de Dcris(V ) commute aux opérations tensorielles sur la catégorie des représentations
cristallines. Ainsi, si x ∈ Z, on en déduit que Nx est cristalline, que ses poids de Hodge-
Tate sont les κJi

, et que les racines de son Frobenius cristallin sont les FJi
(x). Cela montre

que les conditions a), b), c), d), iii), iv), v) et vi) de 6.3.2 sont satisfaites pour la donnée
de N , des κJi

, et des FJi
respectivement à la place de M , des κi et des Fi. L’hypothèse

ii) entraîne que κJi
(z) > 0 si i > 1 et z ∈ Z. Enfin, l’hypothèse i) entraîne que pour tout

réel C > 0, {z ∈ Z, ∀i > 1, κJi
(z) > C} est Zariski-dense dans X(F ).

Il suffit donc de prouver la proposition pour M , i = 1, et κ1 = 0, sous les hypothèses
suivantes :

i’) Pour tout réel C > 0, {z ∈ Z, ∀i > 1, κi(z) > C} est Zariski-dense dans X,

ii’) Pour tout x ∈ X(F ), κ(x) ∈ F n est l’ensemble des poids de Hodge-Tate-Sen de
Mz, et satisfont κi(x) > 0 pour tout i > 0 et x ∈ Z,

iii’) Pour tout z ∈ Z, Mz est cristalline et Dcris(Mz)
ϕ=F1(x) 6= 0,

v’) Il existe λ ∈ F ∗, |F1/λ− 1| < 1.

6.3.6. Nous allons déduire cela de deux résultats démontrés par Kisin ([64]), à la
manière de la preuve de son théorème 6.3 loc. cit.. On fixe une Qp-algèbre affinoide R,
ainsi qu’un R-module M libre de rang fini et équipé d’une représentation continue R-
linéaire de Gal(Qp/Qp). Soit Pφ ∈ R[T ] le polynôme de Sen de M (cf. loc. cit. §2.2), on
suppose que Pφ = TQ(T ) ∈ R[T ] et pour tout entier k on pose P (k) =

∏k−1
j=0 Q(−j).

Soit Y ∈ R un élément inversible, on suppose qu’il existe un corps local F ′/Qp et λ ∈ F ′

avec la propriété que Y λ−1 − 1 est topologiquement nilpotent dans R⊗̂Qp
F ′ (dans la

terminologie de loc. cit., R est "Y -small").
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Lemme 6.1. (Kisin [64, Cor. 5.15]) Soit {Rx}x∈I un ensemble de R-algèbres affi-
noides. Supposons que pour tout entier k > 0, il existe un sous-ensemble Ik ⊂ I satisfai-
sant aux propriétés suivantes :

(1) Pour tout x ∈ Ik, toute application Rx-linéaire Gal(Qp/Qp)-équivariante

M∗ ⊗R Rx −→ (B+
dR/t

kB+
dR)⊗̂Qp

Rx,

se factorise à travers (B+
cris⊗̂Qp

Rx)
ϕ=Y . (Ici Y désigne par abus l’image de Y dans Rx,

et M∗ le R-dual de M.)

(2) Pour tout x ∈ Ik, l’image de P (k) dans Rx est inversible.

(3) Pour tout k, l’application R −→ ∏
x∈Ik

Rx est injective.

Alors si E ⊂ Cp est un sous-corps fermé, f : R → E un Qp-morphisme d’algèbre

continu, il existe une application E-linéaire non nulle et Gal(Qp/Qp)-équivariante :

M∗ ⊗R E → (B+
cris⊗̂Qp

E)ϕ=f(Y ).

Le second résultat dont nous aurons besoin est le suivant. Soient R′ une Qp-algèbre de
Banach noethérienne, et M′ un R′-module libre de rang fini muni d’une représentation
continue R′-linéaire de Gal(Qp/Qp). On fait encore l’hypothèse que le polynôme de Sen
Pφ(T ) de M′ est de la forme TQ(T ) ∈ R′[T ], et on définit P (k) comme plus haut.

Lemme 6.2. ([64, Cor. 2.6.(1)]) Soit k > 0 un entier, alors

((B+
dR/t

iB+
dR)⊗̂Qp

M′)Gal(Qp/Qp)[
1

P (k)
]

est un R′[ 1
P (k)

]-module projectif de rang 1.

6.3.7. Terminons la preuve de 6.1. On pose R := A(X), vue comme Qp-algèbre,
M := M , et Y := F1. Vérifions que nous sommes dans les hypothèses du paragraphe
précédent l’énoncé du lemme 6.1. Soit Pφ ∈ A(X)[T ] le polynôme de Sen de M . Avec
notre convention que le poids de Hodge-Tate de Qp(1) est −1, l’évaluation en x ∈ Z
de Pφ a pour racines les opposés des poids de Hodge-Tate de ρx, i.e. les −κi(x) par
l’hypothèse ii’). Comme Z est Zariski-dense dans X qui est réduit, il vient que

Pφ(T ) =
n∏

i=1

(T + κi) ∈ A(X)

De plus, κ1 = 0 par hypothèse, de sorte que Pφ(T ) = TQ(T ) ∈ A(X)[T ], ce que l’on
voulait. Enfin, l’hypothèse v’) nous assure que X est "F1-small". Cela conclut.

On pose I := Z, et si x ∈ I = Z ⊂ X(F ), on pose Rx := F , vue comme R-algèbre
par le morphisme d’évaluation en x. Si k > 0 est un entier, on définit Ik comme étant
l’ensemble des points x de Z tels que κi(z) > k si i > 1, et tels que v(F1(x)) ≤ k.
Vérifions que nous sommes bien dans les hypothèses du lemme 6.1. L’assertion (3) vient
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de ce que Ik est Zariski-dense dans X par l’hypothèse i’) appliquée à C = k, et de ce que
X est réduit. Soit x ∈ I, par l’hypothèse ii’) l’image P (k)(x) de P (k) dans Rx = F est

k−1∏

j=0

n∏

i=2

(κi(x) − j),(23)

c’est un entier strictement positif si x ∈ Ik. Cela prouve (2). Pour vérifier (1), fixons
x ∈ Ik. Rappelons que Mx a pour plus petit poids de Hodge-Tate 0, car κ1 = 0 et
par l’hypothèse ii’). D’après l’hypothèse iii’), Dcris(Mx)

ϕ=F1(x) est non nul. Écrivant que
Mx est égal à son bidual F -linéaire, cela signifie encore qu’il existe une application
Gal(Qp/Qp)-équivariante non nulle

ψx : M∗x −→ (Fil0(Bcris) ⊗Qp
F )ϕ=F1(x)

Il se trouve que l’on peut remplacer Fil0(Bcris) par B+
cris dans la formule ci-dessus.

En effet, pour tout entier n ≥ 0, comme F1(x) ∈ F ∗ par 6.3.2 d), ϕn(Im(ψx)) =
F1(x)

nIm(ψx) = Im(ψx) ⊂ Fil0(Bcris) ⊗Qp
F , et donc Im(ψx) = ϕ(Im(ψx)) est inclus

dans
ϕ(
⋂

n≥0

ϕ−n(Fil0(Bcris) ⊗Qp
F )) = (ϕ(

⋂

n≥0

ϕ−n(Fil0(Bcris))) ⊗Qp
F

Mais ϕ(
⋂

n≥0 ϕ
−n(Fil0(Bcris))) ⊂ B+

cris d’après [42] 5.3.7 (i), cela conclut.
Vérifions maintenant que ψx ne se factorise pas par Filk(Bcris) ⊗Qp

F . Par faible-
admissibilité de Dcris(Mx) ([43] proposition 5.4.2.(i) ), le sous-ϕ-module filtré

Filk(Dcris(Mx))
ϕ=F1(x)

a son polygone de Newton au dessus de son polygone de Hodge. Mais le premier n’a
qu’une pente v(F1(x)) < k par l’hypothèse x ∈ Ik, et le second n’a que des pentes ≥ k
par construction. Ainsi, Filk(Bcris) ⊗Qp

F = {0} et ne contient donc pas ψx, ce que l’on
voulait.

Considérons enfin le F -espace vectoriel des applications :

M∗x −→ (B+
dR/t

kB+
dR) ⊗Qp

F.(24)

Il est non nul car nous avons montré que la réduction modulo tkB+
dR ∩ Bcris de ψx

en fait partie. Le lemme 6.2 s’applique à R′ := Rx = F , M′ := M ⊗R Rx = Mx, et
montre que l’espace des applications ci-dessus est un F -espace vectoriel de dimension 1,
car si x ∈ Ik, (23) assure que P (k)(x) ∈ F ∗. Ainsi, toute application du type (24) est
F -proportionnelle à ψx, et se factorise donc par (B+

cris ⊗Qp
F )ϕ=F1(x). Cela montre que

(1) est vérifiée15.
Soit x ∈ X(F ), l’évaluation en x détermine un Qp-morphisme d’algèbre continu

R → F . Si M∗x := HomF (Mx, F ), le F -espace vectoriel

Dcris(Mx)
ϕ=F1(x) = HomQp[Gal(Qp/Qp)](M

∗
x , Bcris ⊗Qp

F )ϕ=F1(x)

15Noter que si W et U sont des Qp-espaces de Banach, avec U de dimension finie, l’application
canonique W ⊗Qp

U −→W ⊗̂Qp
U est un isomorphisme.
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est donc non nul par le lemme 6.1. �

6.3.8. Remarques : En général, il est bien sûr faux que sous les hypothèses de la
proposition 6.1, Dcris(V (ki))

ϕ=Fi(x) est non nul si i > 1. La considération d’une famille
p-adique de formes modulaires passant par une forme modulaire parabolique propre de
niveau Γ0(p) qui est p-nouvelle en donne un contre-exemple. De plus, ce que l’on a fait
pour les Λi vaut de même aussi naturellement pour n’importe quel foncteur de Schur de
GL(n). Si n = 3, l’isomorphisme canonique V ∗ ⊗ det(V ) ' Λ2(V ) permet de reformuler
la proposition pour i = 2 en terme de V ∗. Elle montre alors que Dcris(V (k1))

ϕ=F1(x) et
Dcris(V

∗(−k3))
ϕ=F3(x)−1

sont non nuls.

7. Extensions et pseudo-représentations

7.1. Existences de réseaux stables.
7.1.1. Soit K un corps de caractéristique 0, V = Kr, G un groupe, ρ : G→ GL(V )

une représentation semi-simple. Soit (ρ = ⊕n
i=1ρi, V = ⊕n

i=1Wi) la décomposition isoty-
pique de (ρ, V ) : pour chaque i, (Wi, ρi) est somme directe de ni copies d’une représen-
tation irréductible (Vi, ρ

′
i), et ρ′i 6' ρ′j si i 6= j.

On dira que V satisfait la condition (ABS) si les ρ′i sont absolument irréductibles.

On suppose dès maintenant et dans tout §7.1 que V satisfait (ABS). On fixe de plus
A un sous-anneau intègre noethérien de K tel que K = Frac(A) et tr(ρ(G)) ⊂ A.

7.1.2. Si B est un sous-anneau de K, on appelle B-réseau de V un sous-B-module
libre Λ tel que K.Λ = V . Si V est une représentation de G, on dit qu’un B-réseau est
stable s’il est stable sous l’action de G.

Lemme 7.1. i) L’image de A[G] dans EndK(V ) est de type fini sur A.

ii) Si A est normal, tr(ρ′i(G)) ⊂ A.

iii) Si A est principal, Vi admet un A-réseau stable.

iv) Plus généralement, si P ∈ Spec(A) tel que AP est de valuation discrète, il existe
g ∈ A\P tel que Vi admet un Ag-réseau stable.

v) Supposons de plus que A est soit une algèbre affinoide, soit local complet, G un
groupe topologique, si T : G→ A est continue, alors les g → tr(ρ′i(g)) sont continus. De
plus, tout A-réseau stable est une représentation continue de G.

Preuve : Par la théorie des modules semi-simples, l’image de K[G] dans End(V ) est
somme directe de ses images dans les End(Wi). De plus, l’image de K[G] dans End(Wi)
est l’action diagonale de End(Vi) dans End(Wi). En particulier, on dispose d’un ei ∈ K[G]
tel que ρ(ei) est le projecteur G-équivariant sur Wi. Aussi,

∃f ∈ K∗, ∀g ∈ G, tr(ρi(g)) = tr(ρ(eig)) ∈ fA

On déduit la même assertion pour ρ′i, en remplaçant f par f/ni.

Soit i fixé, d = dim(Vi), on fixe une base de Vi nous permettant de l’identifier à Kd.
La représentation ρ′i étant absolument irréductible, un théorème de Wedderburn assure
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l’existence de g1, ..., gd2 ∈ G, tels que les ρ′i(gk) engendrent End(Vi) comme K-espace
vectoriel. Ainsi,

M := ((tr(ρ′i(gkgl)))1≤k,l≤d2) ∈ GLd2(K)

Soit f ′ ∈ K∗ tel que M−1 et les ρ′i(gk) soient à coefficients dans f ′A, alors pour tout
g ∈ G on a ρ′i(g) ∈ ff ′/niMd(A). Autrement dit,

Ad ⊂ ρ′i(G).Ad ⊂ ff ′/niA
d(25)

En particulier, A[ρ′i(G)] s’injecte dans HomA(Ad, (ff ′/ni)A
d). Comme A est noethérien,

cela prouve i). De plus, si A est principal, (25) montre que A[ρ′i(G)].Ad est un réseau
stable, cela montre iii). On en déduit ii) car un anneau normal noethérien est intersection,
dans son corps de fractions, de ses localisés en ses idéaux premiers de hauteur 1, qui sont
de valuation discrète ([72] théorèmes 11.4 et 11.5).

Montrons l’assertion iv). Par iii), Vi admet un AP -réseau stable, disons Λi. Fixons
e1, ..., eri

une AP -base de Λi, ainsi que des éléments g1, ...., gs de G tels que les ρ(gj)
engendrent comme A-module l’image de A[G] dans EndK(V ), ce qui est loisible par i).
Chaque ρ(gj)(ek) étant une AP -combinaison linéaire finie des el, on peut trouver un
dénominateur commun g ∈ A\P tel que le Ag-réseau

∑
k Agei soit stable par G, cela

conclut.

La première assertion de v) découle de nitr(ρ′i(g)) = tr(ρ(eig)), prouvons la seconde.
Si Λ est un réseau stable de V , il suffit de vérifier que ψ : G → EndA(Λ) est continue,
car alors g 7→ ψ(g)−1 = ψ(g−1) le sera aussi. On rappelle que si A est affinoide ([15]
3.7.3) ou local complet, tout A-module de type fini a une topologie canonique de A-
module complet, et que toute application A-linéaire entre deux tels modules est continue
et fermée. Par i), on peut trouver g1, ..., gs ∈ G engendrant M := A[ρ(G)], on munit M
de la topologie discutée ci-dessus. Il suffit de montrer que ψ∗ : G→M est continue. Par
semi-simplicité de V comme G-représentation, l’application ψ∗∗ : G→ As, g → (tr(gig)),
induit une injection A-linéaire M → As, nécessairement continue et fermée. La continuité
de ψ∗∗ conclut. �

7.2. Représentations attachées aux pseudo-caractères.
7.2.1. Soit G un groupe, A un anneau commutatif, on rappelle qu’une fonction

T : G −→ A est un pseudo-caractère sur G, de dimension n ∈ N, à coefficients dans A si

∀g, h ∈ G, T (gh) = T (hg)

∀g = (g1, ..., gn+1) ∈ Gn+1,
∑

σ=c1...cr∈Sn+1

ε(σ)
r∏

i=1

f(ci(g)) = 0

n est le plus petit entier ayant la propriété ci-dessus

Ici σ = c1...cr est la décomposition en cycles de σ, et si c = (j1, ..., js) est un cycle
c(g) =

∏s
i=1 gji

, cf. [106] §1, [86] §2.

La trace d’une représentation ρ : G→ GLn(A) est en particulier un pseudo-caractère
sur G, à coefficients dans A (cf. loc. cit.) ; il est de dimension n si A est intègre de
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caractéristique 0 (cf. [86] 2.4). On discute de l’assertion réciproque dans les paragraphes
qui suivent.

7.2.2. Si A = F est un corps, il est connu que quitte à faire une extension sépa-
rable finie de F , T est la trace d’une représentation semi-simple G → GLn(F ), unique
à isomorphisme près, satisfaisant la propriété (ABS) de 7.1.1 (voir [106] §1 théorème
1, [86] 4.2 dans cette généralité). On dira que T est absolument irréductible si cette
représentation l’est.

Soient F un corps, B ⊂ F un sous-anneau, ρ : G→ GLn(F ) une représentation de G,
on suppose de plus que tr(ρ(G)) ⊂ B, la discussion ci-dessus implique immédiatement
le :

Corollaire 7.1. Sous ces hypothèses, si m est un idéal maximal de B de corps
résiduel k de caractéristique 0, alors la réduction modulo m de tr(ρ) est la trace d’une
représentation semi-simple

ρss
m : G→ GLn(k)

ρss
m est unique à isomorphisme près, définie sur une extension finie de k.

Notons qu’il est clair que si ρ(G) ⊂ GLn(B), cela a un sens de réduire ρ modulo m,
et qu’alors ρss

m est la semi-simplification de cette réduction. Dans le cas où B = A(X)
est une algèbre affinoide, x ∈ X, m l’idéal maximal de B défini par x, on notera aussi
ρss

x pour ρss
m.

7.2.3. Supposons A quelconque, mais que pour tout m ∈ Specmax(A), la réduction
modulo m de T , Tm : G → A/m est absolument irréductible. Quitte à remplacer A par
une extension étale finie, il est encore vrai que T est la trace d’une unique représentation
G→ GLn(A) ([86] 5.1).

Supposons finalement que A est intègre, que T : G → Frac(A) déduit de T soit
absolument irréductible, mais que les Tm ne sont pas tous absolument irréductibles. On
ne peut plus alors attacher canoniquement de représentation à T mais, au moins sous
certaines hypothèses développées plus bas, un ensemble de représentations non toutes
isomorphes en général. Pour nos applications, le cas intéressant sera celui où A est une
algèbre affinoide intègre de dimension 1.

Lemme 7.2. Soient F un corps local, X un F -affinoide intègre de dimension 1, et
T : G→ A(X) un pseudo-caractère de dimension n, il existe :

i) Un F -affinoide Y régulier intègre, de dimension 1, fini et surjectif sur X,

ii) Une représentation semi-simple ρK(Y ) : G → GLn(K(Y )) de trace T , satisfaisant
(ABS).

Preuve : En considérant la composée T : G → A(X) → K(X), §7.2.2 assure que T
est la trace d’une représentation semi-simple G→ GLn(L) satisfaisant (ABS) (cf. 7.1.1),
pour une extension finie L/K(X). Soit A′ la normalisation de A dans L, c’est un anneau
de Dedekind car A est intègre noethérien de dimension 1. D’après [15] 6.1.2, proposition
4, A′ est une F -algèbre affinoide finie sur A, on l’écrit A(Y ), en particulier L = K(Y ).
Ceci prouve i) et ii). �
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7.2.4. Soit Y un F -affinoide intègre de dimension 1, y ∈ Y (F ) un point régulier, G
un groupe et T : G → A(Y ) un pseudo-caractère qui est la trace d’une représentation
semi-simple G → GLn(K(Y )) satisfaisant (ABS). D’après 7.1 iv), K(Y )n a un A(Y )g

réseau stable Λ0, pour g ∈ A(Y ) ne s’annulant pas en y.

On note O l’anneau local rigide de A(Y ) en y, c’est un anneau de valuation discrète
(voir [15] 7.3.2 proposition 8), on pose L := Frac(O). Le O-module OΛ0 est un O-réseau
de Ln := K(Y )⊗K(Y )L

n stable parG. On supposera que l’anneau local algébrique en y est
principal d’idéal maximal engendré par z ∈ A(Y ), on peut toujours faire cette hypothèse
quitte à rétrécir Y . Disons que deux O-réseaux stables Λ1 et Λ2 sont homothétiques si
il existe r ∈ Z tel que zrΛ1 = Λ2. On note S l’ensemble des classes d’équivalence de
O-réseaux stables pour la relation d’homothétie, et [Λ] la classe dans S du O-réseau
stable Λ.

Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts affinoides connexes de Y contenant y, Λi un A(Ωi)-
réseau stable de Ln pour i = 1, 2. On dira que Λ1 et Λ2 sont équivalents s’il existe
Ω3 ⊂ Ω1 ∩Ω2 un ouvert affinoide connexe de Y contenant y, et un entier r ∈ Z, vérifiant

zrA(Ω3)Λ1 = A(Ω3)Λ2 ⊂ Ln

On note S ′ l’ensemble des classes pour cette relation d’équivalence, et [Λi] ∈ S ′ la classe
du A(Ωi)-réseau stable Λi.

Lemme 7.3. – S et S ′ sont non vides.
– L’application naturelle S ′ −→ S, [Λ] 7→ [OΛ], est une bijection.
– Si s = [Λ] ∈ S ′, les représentations de G sur les F -espaces vectoriels Λ/zΛ et

(OΛ)/z(OΛ) sont isomorphes.

Cette dernière classe d’isomorphisme ne dépend pas du choix de Λ tel que s = [Λ],
on l’appelle la représentation résiduelle de s.

Preuve : L’ensemble S est non vide car contient [OΛ0]. De même, si Ω est un ouvert
affinoide connexe de Y contenant y et tel g ne s’annule pas sur Y (ce qui existe car
g(y) 6= 0), alors la classe de A(Ω)Λ0 est un A(Ω)-réseau stable, ce qui prouve la première
assertion.

L’application de l’énoncé est clairement bien définie. Montrons l’injectivité. Avec
les notations du paragraphe ci-dessus, supposons que OΛ1 = zpOΛ2, p ∈ N. On peut
supposer p = 0. Si ei

1, ..., e
i
n une A(Ωi)-base de Λi, on note M ∈ GLn(O) la matrice des

e1 dans la base des e2. On peut trouver Ω3 ⊂ Ω1 ∩ Ω2 un ouvert affinoide connexe de Y
contenant y tel que M ∈ GLn(A(Ω3)). Alors A(Ω3)Λ1 = A(Ω3)Λ2.

Pour la surjectivité, considérons Λ un O-réseau stable par G quelconque dans Ln.
On sait que l’image C de A(Y )[G] dans EndK(Y )(K(Y )n) ⊂ EndLL

n est de type fini sur
A(Y ) par le lemme 7.1 i). C est de plus trivialement un sous-A(Y )-module de EndO(Λ).
On choisit m1,...,mr une famille A(Y )-génératrice de C, ainsi que e1,...,en une O-base du
O-réseau Λ. On peut trouver un voisinage affinoide Ω de y dans Y tel que l’ensemble de
tous les mi soient à coefficients dans A(Ω) dans la base des ei. Le A(Ω)-réseau ⊕n

i=1A(Ω)ei

est alors stable, et sa classe est un antécédent de [Λ].

Les autres assertions sont immédiates. �
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On rappelle que pour tout affinoide Y réduit, A(Y ) est canoniquement normé par sa
norme du sup. Conservant les hypothèses de tout ce paragraphe, supposant de plus que
G est un groupe topologique et que T : G → A(Y ) est continue, alors pour tout A(Ω)-
réseau stable comme plus haut, le lemme 7.1 v) montre que la représentation déduite
G→ GLn(A(Ω)) est continue. En corollaire du lemme 7.3, on obtient alors le

Corollaire 7.2. Si T : G → A(Y ) est continue, alors pour tout O-réseau stable Λ
de Ln, la représentation résiduelle de G sur Λ/zΛ est continue.

7.3. Variante d’un lemme de Ribet. Soit A un anneau de valuation discrète, K
son corps des fractions, m un idéal maximal de A, et k = A/m. Soit G un groupe, τ
un automorphisme de K. Pour ρ une représentation de G sur un espace V de dimension
finie sur K, et Λ un A-réseau stable (dans la suite nous dirons simplement un réseau
stable), on note ρ̄Λ la représentation sur Λ/mΛ ' kn. Par le théorème de Brauer-Nesbitt
([37, 30.16]), ρ̄ss

Λ ne dépend pas du réseau stable Λ (s’il en existe un), on la note ρ̄ss.
Pour ρ une représentation sur K ou k on note ρ⊥ la représentation g 7→ ρ(τ(g))∗.

Proposition 7.1. Soit ρ une représentation de G de dimension n sur K admettant
un réseau stable. On suppose que ρ ' ρ⊥ est absolument irréductible et que ρ̄ss ' φ ⊕
φ⊥⊕ψ où φ, φ⊥ et ψ sont trois représentations irréductibles deux à deux non isomorphes.

Alors :
a. Soit il existe un réseau stable Λ tel que ρ̄Λ admette un sous-quotient r qui est une

extension non triviale de φ⊥ par φ, et qui vérifie r ' r⊥.
b. Soit il existe un réseau stable Λ tel que ρ̄Λ ' ρ̄⊥Λ , et tel que ρ̄Λ admette une unique

sous-représentation r de longueur 2 et un unique sous-quotient r ′ de longueur 2,
avec r extension non triviale de ψ par φ, r′ extension non triviale de φ⊥ par ψ, et
r′ ' r⊥.

La fin de cette section est consacrée à la preuve de la proposition 7.1.
7.3.1. Notons d’abord que l’on peut supposer que A est un anneau de valuation

discrète complet, ce que l’on fait. En effet, si A′ est le complété de A en m, K ′ le corps
des fractions de A′, A′ est de valuation discrète complet de corps résiduel k. L’extension
ρ′ de ρ à K ′ vérifie encore toutes les hypothèses du théorème. Si Λ′ est un A′-réseau
stable, Λ = Λ′ ∩V est un A-réseau stable de V , et ρ̄Λ ' ρ̄′Λ′ , si bien que la conclusion du
théorème pour K ′ entraîne la conclusion pour K.

7.3.2. Nous prouverons la proposition en utilisant le dictionnaire de [4] et [5]. Rap-
pelons quelques notions et résultats utiles de ces articles, auquel nous renvoyons au
lecteur pour de plus amples détails. Soit X l’immeuble de Bruhat-Tits de PGLn(K), X
l’ensemble de ses sommets. Soit S la partie de X fixe par ρ(G), l’ensemble de sommets
S := S ∩ X est l’ensemble des classes d’homothétie de réseaux stables (cf. [4, lemme
3.1.2]). Pour x ∈ S on note ρ̄x une réduction ρ̄Λ pour Λ un représentant de x, ce qui ne
dépend pas du choix de Λ, à isomorphisme près.

Lemme 7.4. i) S est clos, i.e. convexe et réunion d’adhérence de facettes.
ii) S est contenu dans un sous-appartement A de dimension 2, d’intérieur non vide.
iii) S est borné et S est fini.
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Preuve : D’après [4, prop. 3.1.3], S est clos, ce qui prouve i). La représentation ρ̄ss est
sans multiplicité. D’après i) et [5, prop. 3.1.1], S est donc contenu dans un appartement
de X . Comme ρ̄ss a trois facteurs de Jordan-Hölder, [4, prop. 2.4.1 et 3.3.2] assurent que
S engendre un sous-appartement de X de dimension 2, ce qui prouve ii). Par [4, prop.
3.2.1], ρ étant irréductible, S est borné. Comme il est dans un appartement de X par ii),
S est fini. �

L’ensemble S est donc un polygone convexe d’intérieur non vide dans le sous-appar-
tement A de X , qui est un plan. Un exemple possible est représenté par la figure ci-après.

HG

F E

D

CBA

Fig. 1. Un exemple de partie S

L’ensemble S ⊂ A ' R2 est l’enveloppe convexe de la ligne polygonale foncée,
S = {A,B,C, ..., H}, et les côtés de S sont les segments [AC], [CE], [EF ], [FG] et [GA]
(par exemple [BC] n’est pas considéré comme un côté). De manière générale, S a de
trois à six côtés. Avant d’énoncer précisément le lemme nous dont aurons besoin, nous
allons discuter de la description donnée dans [5] des extensions non triviales apparaissant
comme sous-quotients des ρ̄x, x ∈ S, en terme des côtés de S.

7.3.3. Il est prouvé loc. cit. que pour chaque côté γ de S, il existe une unique
extension non triviale rγ entre deux éléments distincts de {φ, φ⊥, ψ} qui apparaît comme
sous-quotient de tous les ρ̄x, x ∈ γ ∩ S. Ils montrent alors que si pour un sommet x,
ρ̄x admet rγ comme sous-quotient, c’est que ce sommet est dans c. Enfin, l’application
γ 7→ rγ est une bijection de l’ensemble des côtés de S sur l’ensemble des extensions
non triviales qui apparaissent comme sous-quotient d’un ρ̄x avec x ∈ S. En particulier,
une remarque importante dans le cas où S a strictement moins de six côtés, est qu’au
moins un des six types possibles d’extensions non triviales (par exemple de φ par φ⊥)
n’apparaît comme sous-quotient d’aucun des ρ̄x avec x ∈ S. L’énoncé correct d’existence
d’extensions non triviales se traduit plutôt par la connexité d’un certain graphe orienté
des extensions non triviales, comme l’explique le lemme suivant, dans lequel on récapitule
en partie ce que l’on vient de dire.
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Lemme 7.5. Il existe un graphe orienté d’ensemble de sommets {φ, φ⊥, ψ}, d’ensemble
d’arêtes A ⊂ ({φ, φ⊥, ψ}2 − ∆) (∆ est la diagonale), qui est connexe en tant que graphe
orienté, muni d’une bijection c de A sur les côtés de S, vérifiant les propriétés suivantes :

i) Pour toute arête a = (u, v) ∈ A, il existe une extension rc(a) de v par u, non
triviale, telle que pour tout x dans c(a) ∩ S, rc(a) apparaît comme sous-quotient de
ρ̄x.

ii) Réciproquement, si x ∈ S, et si ρ̄x contient comme sous-quotient une extension
non triviale de v par u, alors cette extension est isomorphe à rc((u,v)), et x est sur
c((u, v)).

iii) Si (u, v) et (v, w) sont deux arêtes de A, avec u, v, w deux à deux distincts, les
côtés c((u, v)) et c((v, w)) du polygone S se coupent si et seulement si (u, w) 6∈ A.

Preuve : Considérons le graphe orienté d’ensemble de sommets {1, 2, 3} attaché à la
partie close S, noté G(S)1 dans [5] §2.2. On identifie {1, 2, 3} à {φ, φ⊥, ψ} comme en loc.
cit. 3.3.2. La proposition 2.3.1 de [5] donne une bijection entre les arêtes de G(S)1 et les
côtés de S, que l’on note c. Ce graphe est connexe en tant que graphe orienté parce que
ρ est irréductible ([5, prop. 3.4.1]). Soit a = (u, v) ∈ A, rc(a) est définie comme étant
l’unique extension non triviale de v par u qui est un sous-quotient d’un ρ̄x, avec x ∈ S
(cf. corollaire 3.3.7 loc. cit.). Les assertions i) et ii) résultent de la remarque suivant le
théorème 3.3.3. loc. cit.. La propriété iii) résulte de la remarque de loc. cit. §2.3. �

7.3.4. À partir d’ici, nous allons traduire la condition d’anti-autodualité ρ = ρ⊥.
Par hypothèse, il existe un isomorphisme de K-espaces vectoriels ϕ de V dans V ∗ tel que

∀g ∈ G, ρ(τ(g)) = ϕ−1ρ∗(g)ϕ.(26)

Si Λ est un réseau de V , on note Λ∗ le réseau dual dans V ∗. L’application Λ 7→ Λ∗

passe au quotient et définit une bijection naturelle b entre l’ensemble des sommets de
l’immeuble X de PGL(V ) et celui de l’immeuble X∗ de PGL(V ∗), qui s’étend en un
morphisme d’immeubles de X dans X ∗. Il est clair que si S∗ désigne la partie de X ∗
stable par ρ∗, on a

S∗ = b(S).

Par ailleurs l’application ϕ induit un isomorphisme d’immeubles ϕ∗ de X dans X ∗. On
déduit immédiatement de (26) que

ϕ∗(S) = S∗.

L’isomorphisme t := b−1ϕ∗ de X laisse donc stables S et S. Si x ∈ S, ϕ induit par
passage au quotient un isomorphisme

ρ̄⊥x ' ρ̄t(x).(27)

7.3.5. Terminons la preuve de la proposition 7.1. Comme le graphe du lemme 7.5
est connexe en tant que graphe orienté, il y a un chemin qui va de φ à φ⊥. Il y a donc
deux possibilités :

Soit (φ, φ⊥) ∈ A, pour x ∈ c((φ, φ⊥)) ∩ S, le lemme 7.5 i) assure que ρ̄x contient
comme sous-quotient rc((φ,φ⊥)) qui est une extension non triviale de φ⊥ par φ. Montrons
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que r⊥c((φ,φ⊥)) ' rc((φ,φ⊥)). La représentation r⊥c((φ,φ⊥)) est aussi une extension non triviale

de φ⊥ par φ, qui apparaît comme sous-quotient de ρ̄t(x) d’après (27). L’assertion ii) du
lemme 7.5 conclut. On est donc dans le cas a. de la proposition 7.1.

Soit (φ, φ⊥) /∈ A, auquel cas (φ, ψ) et (ψ, φ⊥) sont dans A. L’assertion iii) du lemme
7.5 implique qu’il existe x ∈ c((φ, ψ)) ∩ c((ψ, φ⊥)) ∩ S. Ainsi, ρ̄x contient une extension
non triviale de ψ par φ⊥, et une extension non triviale de φ par ψ. Cela entraîne que la
première (resp. la seconde) est l’unique sous-extension (resp. quotient) de longueur 2 de
ρ̄x. Pour conclure que l’on est bien dans le cas b. de la proposition 7.1, il suffit donc de voir
que t(x) = x (cf. formule (27)). Mais par le lemme 7.5 ii) et (27), t(c((φ, ψ))) = c((ψ, φ⊥)),
car ψ ' ψ⊥. De même, t(c((ψ, φ⊥))) = c((φ, ψ)). En particulier, t(x) = x. �

8. Déformation p-adique de χ⊕ 1 ⊕ χ⊥

8.1. Notations pour les espaces de formes automorphes.
8.1.1. On fixe encore p = v1v2 décomposé dans E, N un entier premier à p, ainsi

qu’un isomorphisme de corps ι : C → Qp, Cp le complété de Qp.

La donnée de v1 nous permet d’identifier canoniquement U(3)(Qp) à GL3(Qp) comme
dans 4.2.1. Soit Kf un compact ouvert de U(3)(Af), décomposé place par place, égal à
un compact maximal hyperspécial aux places ne divisant pas pNdisc(E), et à l’Iwahori
I des éléments triangulaires supérieurs modulo p de GL3(Zp) en p. On notera de plus Kp

f

le sous-groupe des éléments de Kf de p-composante égale à 1.

On fixe une représentation irréductible complexe lisse J de Kf définie sur Q ⊂ C,
triviale restreinte aux places ne divisant pas N . La représentation J est de dimension
finie, ι nous permet de la voir à coefficients dans un corps local fixé F0 et de considérer
J(F ) pour chaque F0 ⊂ F ⊂ Qp comme étant une F -représentation lisse de Kf . On note
B l’espace des fonctions complexes lisses sur U(3)(Q)\U(3)(A), vu comme représentation
de U(3)(A) par translation à droite.

8.1.2. Si w = (k1 ≥ k2 ≥ k3) ∈ Z3, l’espace des formes automorphes pour U(3) de
"poids automorphes" w et de type (Kf , J) est le C-espace vectoriel

Sw(Kf , J,C) := HomU(3)(R)×Kf
(Vw(C) ⊗C J,B)

On note H′ l’algèbre de Hecke globale (sur Z) hors de pN , et H := H′⊗Z A(p), où A(p)
est l’algèbre d’Atkin-Lehner introduite en 5.1. C’est un anneau commutatif, et on notera
HA := H ⊗Z A, pour tout anneau commutatif A. Le C-espace vectoriel16 Sw(Kf , J,C)
est de manière naturelle un module sur HC. Si V est un A[(I∆+I)Kf ]-module, on notera
H0(V ) le HA-module des fonctions

U(3)(Q)\U(3)(Af) → V, telles que ∀x ∈ U(3)(Af), ∀u ∈ Kf , u.f(xu) = f(x)

Notons que H0(V ) dépend aussi de Kf , bien que la notation ne le laisse pas apparaître.
C’est une vérification classique que la donnée de ι permet de voir H0(V−w(F0)⊗F0J

∗(F0))

16La représentation Vw(C) de GL3(C) est définie en 2.3. On la voit ici comme une représentation
de U(3)(R) par le plongement U(3)(R) ⊂ GL3(E ⊗Q R) → GL3(C), la dernière flèche étant donnée par

le plongement de E dans C suivant : E
v1→ Qp

ι−1

→ C.
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comme une F0-structure de Sw(Kf , J,C), et ce comme HF0-module. On pose17

Scl
w := H0(V−w(F0) ⊗F0 J

∗(F0))

8.1.3. Par la finitude du nombre de classes ([11] 5.1), U(3)(Af) s’écrit comme
réunion finie

U(3)(Af) =

h∐

i=1

U(3)(Q)xiKf

de plus Γi := (xiU(3)(Q)x−1
i ) ∩ Kf est un groupe fini car compact discret. Pour un

A[I∆+I,Kf ]-module V , l’application A-linéaire

ϕV : H0(V ) → ⊕h
i=1V

Γi, f → (f(x1), ..., f(xh))

est un isomorphisme A-linéaire fonctoriel en V . On en déduit que sur les Q-espaces
vectoriels, le foncteur V 7→ H0(V ) est exact et commute à l’extension des scalaires en A.

Enfin, on en déduit aussi que Scl
w est de dimension finie sur F0. De plus, si V est

normé par |.|, on munit H0(V ) de la norme par

|f | := Suph
i=1|f(xi)|

8.2. Familles p-adiques typées pour U(3).

8.2.1. Soit w = (k1 ≥ k2 ≥ k3) ∈ Z3, α = (α1, α2, α3) ∈ Q3, on note Scl,α
w le plus

grand sous-HQp
-module de Scl

w ⊗F0 Qp sur lequel chaque Uw
i (cf. 6.2.4), 1 ≤ i ≤ 3, n’a que

des valeurs propres de valuation αi. On dira que w est α-régulier si δ(w) > α1 + α2 − 1.
On rappelle que pour tout w′ ∈ Z3,+, on a défini en 6.2.4 un caractère νw′ : ∆+ → pZ. Si
r ∈]0, 1] ∩ Q, x ∈ C3

p, on note B(x, r) la boule fermée de C3
p de centre x de rayon r.

8.2.2. Fixons f 6= 0 ∈ Scl
w ⊗F0 Qp une forme propre pour H.

Proposition 8.1. Il existe un corps local F , r ∈ |F |∩]0, 1[, X un F -affinoide réduit,
π : X → B(w, r) un F -morphisme fini, un morphisme d’anneau a : H → A(X)0, et
xf ∈ X(F ) tels que :

i) Pour tout i ∈ {0, 1, 2, 3}, a([IuiI]) est un inversible de A(X) et x 7→ v(a([IuiI])(x)) ∈
Q est constante sur X(Cp), disons égale à αi. On pose α = (α1, α2, α3).

ii) Si w′ ∈ B(w, r) ∩ (w + (p − 1)Z3,+) est α-régulier, l’application X(Cp) −→
Hom(H,Cp),

x 7→ (χx : [IuI] ⊗ h′ ∈ A(p) ⊗Z H′ 7→ νw′(u)a([IuI]h′)(x))

induit une bijection entre π−1(w′)(Cp) et l’ensemble des caractères Cp-valués de H ap-

paraissant dans Scl,α
w′ ⊗Qp

Cp, comptés sans multiplicité,

iii) χxf
est le caractère de H sur f .

iv) L’image de H dans A(X)0 est d’adhérence compacte.

17Noter le −w dans la définition
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v) La restriction de π a chaque composante irréductible de X est surjective sur
B(w, r). Cette propriété est de plus encore vérifiée pour le changement de base de π
à tout fermé irréductible de B(w, r).

vi) π−1(B(w, r)(Qp)) ⊂ X(F ).

8.2.3. Un point de X(F ) sera dit classique si π(x) ∈ w+(p−1)Z3,+ et si le caractère
χx de H qui lui correspond par le ii) de la proposition 8.1 est réalisé dans Scl

π(x) ⊗F0 F .

Corollaire 8.1. Les points classiques sont Zariski-denses dans X(Cp).

Preuve : L’ensemble des points w′ ∈ (w+ (p− 1)Z3,+)∩B(w, r) qui sont α-réguliers
est Zariski-dense dans Spec(A(B(w, r))). Les propriétés ii) et v) de la proposition 8.1,
ainsi que le lemme I.6.3 concluent. �

8.2.4. La proposition 8.1 est essentiellement une conséquence des techniques du
chapitre I, à ceci près que nous expliquons ici comment gérer la présence du type J , et
le fait que le niveau n’est pas nécessairement net (cf. I.4.1). Le reste de cette section
est consacré à sa preuve. Afin de faciliter le travail du lecteur, nous reprenons en détail
certaines des constructions faites au chapitre I.

Le cheminement de la preuve est le suivant. On commence par rappeler au §8.2.5
les propriétés essentielles de la famille des séries principales p-adiques de l’Iwahori de
GL3(Qp), que l’on note M . Cette dernière nous permet de définir au §8.2.8 la famille
S des espaces de formes automorphes p-adiques de type J et niveau Kf . La famille de
formes automorphes recherchée est obtenue, à la Coleman, en découpant dans S une
famille de "vecteurs propres" pour l’opérateur compact Up, ce qui est achevé au lemme
8.9.

8.2.5. Soit B := B(0, 1)/Qp d’algèbre affinoide A(B) := Qp〈X1, X2, X3〉. Si w′ ∈
Z3,+, nous avons défini en §6.2.4 un caractère νw′ : ∆+ → pZ. Comme I∆+I =

∐
u∈∆+ IuI

(cf. I.2.5, ce qui est noté ici I, ∆+ et I∆+I, est respectivement noté Γ0(p), U et M loc.cit.),
ce caractère se prolonge de manière unique en un caractère I∆+I → pZ trivial sur I, que
l’on notera encore νw′.

Lemme 8.1. Il existe un A(B)-module de Banach orthonormalisable M , muni d’une
opération A(B)-linéaire du monoïde I∆+I, tel que :

(i) La spécialisation Mw′ de M en tout w′ ∈ w + (p − 1)Z3,+ ⊂ B(Qp) contient un
sous Qp[I∆

+I]-module M cl
w′ qui a la propriété que M cl

w′ ⊗ νw′ est Qp[I∆
+I]-isomorphe à

V−w′(Qp).

(ii) Les éléments de I∆+I agissent par des endomorphismes continus de norme ≤ 1
de M . Si a < b < c ∈ Z, diag(pa, pb, pc) agit par un endomorphisme compact.

(iii) Soient w′ = (k′1 ≥ k′2 ≥ k′3) ∈ w + (p− 1)Z3,+ et s := 1 + Min(k′1 − k′2, k
′
2 − k′3),

alors diag(1,p,p2)
ps est de norme ≤ 1 sur Mw′/M cl

w′.

Preuve : Soit M ′ le A(B)-module noté

S(1)χ, χ = (τ−k3, τ−k2 , τ−k1)
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en I.3.6. On le munit de la représentation A(B)-linéaire de I∆+I notée [.] loc. cit..
Remarquons que si w′ = (k′1 ≥ k′2 ≥ k′3), le plus haut poids de V−w′ est (k′2 − k′3, k

′
1 −

k′2,−k′1) ∈ N2 × Z dans les notations loc. cit. C’est pourquoi l’on considère le A(B)-
module M := M ′ ⊗A(B) A(B), l’application A(B) → A(B) étant le Qp-isomorphisme
(X1, X2, X3) 7→ (X2 −X3, X1 −X2,−X1). Ainsi M(k′

1≥k′
2≥k′

3)
= M ′(k′

2−k′
3,k′

1−k′
2,−k′

1)
.

L’orthonormalisabilité de M , ainsi que l’assertion (ii), découlent de la proposition
I.3.1. L’assertion (i) est une conséquence de la combinaison du lemme I.3.5 et du cin-
quième point de la proposition I.3.1, la présence de la torsion par νw′ étant expliquée en
§I.3.5. Il reste à prouver iii). Soit t = (k′2 − k′3, k

′
1 − k′2), il s’agit de démontrer, dans les

notations du chapitre I §I.3.3 et §I.3.5, que diag(1,p,p2)
ps est de norme ≤ 1 sur (S t/St)⊗νt. Il

suffit de démontrer la même assertion sur le Qp-Banach (N t/Bt)⊗ νt, dont c’est un quo-
tient. Mais ce dernier admet une base orthonormale explicite propre pour diag(1, p, p2),
formée de monômes en les zi,j, i > 1, sur lesquels l’action est donnée par le lemme I.2.1.
Un calcul immédiat conclut (ce calcul est de plus explicité dans la preuve du lemme
I.4.8). �

8.2.6. Soient A une Q-algèbre et V un A[(I∆+I)Kf ]-module, on aura à considérer
la suite :

H0(V )
ϕV

∼
// ⊕h

i=1V
Γi

%
� iV

))
V h

pV

kkkk
(28)

où ϕV est l’isomorphisme A-linéaire introduit en 8.1.3, iV l’inclusion canonique, et pV :=

(
P

x∈Γi
x

|Γi|
)i la projection (

∏
i Γi)-équivariante canonique, bien définie car V est un Q-espace

vectoriel. On a pV .iV = id, ce qui identifie le A-module H0(V ) à un facteur direct de V h,
et ce fonctoriellement en le A[(I∆+I)Kf ]-module V , si A est une Q-algèbre. Le lemme
qui suit donne une description (non canonique) de l’action des opérateurs de Hecke sur
H0(V ) en terme de ϕV et d’endomorphismes de V h :

Lemme 8.2. Soit ζ ∈ U(3)(Af) tel que ζl = 1 si l|N et ζp ∈ IuI, avec u ∈ ∆+. Notons
T (ζ) l’opérateur de Hecke associé à la double classe KfζKf , c’est un endomorphisme A-
linéaire de H0(V ). Il existe un entier r, ainsi que des σj : V h → V h et Tj : V → V ,
j = 1...r, chacun dépendant de ζ, tels que :

(i) σj est la composée d’une permutation des h-coordonnées sur V h par la projection
sur l’un des h facteurs V ,

(ii) Tj est la multiplication par un élément de (IuI)Kp
f ,

(iii)
∑r

j=1 Tj.σj est un endomorphisme de V h préservant ⊕iV
Γi, dont la restriction

à ce dernier est ϕV .T (ζ).ϕ−1
V .

Preuve : La preuve est identique à celle du lemme I.4.2 du chapitre I, auquel nous
renvoyons donc le lecteur. �
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8.2.7. On suppose dans ce qui suit que A est une Qp-algèbre de Banach A noethé-
rienne commutative ultramétrique (cf. [30] A.1) dont la norme induit la norme usuelle
sur Qp, et que V est un A-module de Banach normé par |.|, muni d’une action de
(I∆+I)Kf par endomorphismes A-linéaires continus de V . La norme sup. sur V h en fait
un A-module de Banach, orthonormalisable si V l’est.

Lemme 8.3. Sous les hypothèses ci-dessus, H0(V ) est un A-module de Banach facteur
direct topologique de V h.

Preuve : La norme de V h induit la norme de H0(V ) définie en 8.1.3. L’inclusion
iV est continue par définition, et pV l’est aussi car les éléments de Γi ⊂ Kf le sont.
On en déduit que H0(V ) est un facteur direct topologique de V h, et donc que c’est un
sous-A-module de Banach de V h.

8.2.8. Fixons une norme de F0-espace vectoriel sur J∗(F0) telle que |J∗(F0)| = |F0|.
Notons A(B/F0) := F0〈X1, X2, X3〉. On munit M (resp. J∗(F0)) de l’unique action de
(I∆+I)Kf prolongeant celle de I∆+I (resp. deKf ), triviale surKp

f (resp. sur I∆+I). Cela
munit naturellement M ⊗Qp

J∗(F0) d’une structure de (I∆+I)Kf -module. On définit le
A(B/F0)-module normé des formes automorphes p-adiques pour U(3), de type J , comme
étant

S := H0(M ⊗Qp
J∗(F0)),

muni de la norme discutée en §8.1.3.

Lemme 8.4. (i) Le A(B0/F )-module normé S est un A(B/F0)-module de Banach,
facteur direct topologique d’un A(B/F0)-module de Banach orthonormalisable.

(ii) Soit ζ ∈ U(3)(Af ) comme dans le lemme 8.2, l’opérateur de Hecke T (ζ) agit sur S
par un endomorphisme A(B0/F )-linéaire continu de norme ≤ 1. Si ζp = diag(pa, pb, pc)
avec a < b < c, alors T (ζ) est compact.

Preuve : D’après le lemme 8.1, M est A(B)-orthonormalisable. Comme J ∗(F0) est un
F0-espace vectoriel de dimension finie tel que |J∗(F0)| = |F0| (donc F0-orthonormalisable),
il vient que M ⊗Qp

J∗(F0) = M⊗̂Qp
J∗(F0) est aussi un A(B/F0)-module de Banach or-

thonormalisable. Le lemme 8.1 (ii) assure que les éléments de (I∆+I)Kf agissent par
endomorphismes continus sur M , et il est évident qu’ils agissent aussi de manière conti-
nue sur J∗(F0). Ainsi, (I∆+I)Kf agit sur M ⊗Qp

J∗(F0) par endomorphismes continus.
Le (i) découle alors du lemme 8.3.

Soient ζ comme dans le lemme 8.1, et T (ζ) =
∑

j Tjσj la décomposition donnée par
le lemme 8.2. Il est évident que les σj sont des endomorphismes continus de V h de norme
≤ 1. L’assertion (ii) du lemme 8.1, ajoutée au fait que les éléments de (I∆+I)Kf agissent
sur J∗(F0) par des automorphismes d’ordre fini et donc continus de norme 1, assurent
que les Tj sont aussi continus de norme ≤ 1 sur V . Ainsi,

∑
j Tjσj est un endomorphisme

de V h de norme ≤ 1, et c’est à fortiori encore le cas de sa restriction à ⊕h
i=1V

Γi , ce
qui conclut par 8.2 (iii). Sous l’hypothèse supplémentaire ζp ∈ Idiag(pa, pb, pc)I avec
a < b < c, l’assertion de compacité se déduit de la compacité des Tj, qui découle de (ii)
loc. cit., du lemme 8.1 (ii), et de ce que J∗(F0) est de dimension finie sur F0. �
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8.2.9. Nous aurons besoin de deux types d’extension des scalaires pour le module
S : l’évaluation en un point x ∈ B(Cp) et la restriction à un ouvert affinoide Ω ⊂ B.
Le contexte général est le suivant. On se replace dans le cadre du paragraphe 8.2.7, et
on fixe A′ une algèbre de Banach ayant même propriété que A, munie d’un morphisme
contractant A→ A′. Considérons le diagramme commutatif suivant :

H0(V )⊗̂AA
′

can

��

ϕV ⊗1

∼
//

can

��

(⊕h
i=1V

Γi)⊗̂AA
′

can

��

iV ⊗1
// (V h)⊗̂AA

′

can

��

H0(V ⊗̂AA
′)

ϕ
V b⊗AA′

∼
// ⊕h

i=1(V ⊗̂AA
′)Γi

� �
i
V b⊗AA′

// (V ⊗̂AA
′)h

(29)

Lemme 8.5. Les flèches verticales sont des isométries, celle de gauche est Hecke-
équivariante, et iV ⊗ 1 est injective.

Preuve : C’est évident pour la flèche verticale de droite. Les relations pV ′iV ′ = id
pour V ′ = V et V ⊗̂AA

′ entraînent que iV ⊗1 est injective, puis que la flèche verticale du
centre est une isométrie. Comme ϕV b⊗AA′ et ϕV ⊗1 sont des isométries par définition, cela
entraîne que la flèche verticale gauche est une isométrie. L’assertion de commutativité
aux opérateurs de Hecke est triviale. �

8.2.10. Soient U1, U2 et Up ∈ A(p) ⊂ H les opérateurs de Hecke associés respec-
tivement aux éléments de U(3)(Af) triviaux à toutes les places sauf en p où ils valent
u1 = diag(1, 1, p), u2 = diag(1, p, p) et u1u2 = diag(1, p, p2). On a Up = U1U2 (cf. 5.1). Le
lemme 8.4 (ii) implique en particulier le :

Corollaire 8.2. Up agit sur S par un endomorphisme compact.

En particulier, si F0 ⊂ F ⊂ Cp est un corps complet et A(B/F0) → F est l’évaluation
en un point x ∈ B(F ), Up agit sur Sx := S⊗̂A(B/F0)F = H0(Mx ⊗F0 J

∗(F0)) (cette
dernière égalité découlant du lemme 8.5) par un endomorphisme compact. Soit w′ ∈
w+(p− 1)Z3,+. D’après le lemme 8.1 (ii), et par exactitude du foncteur V 7→ H0(V ) sur
les Q-espaces vectoriels, nous disposons d’une inclusion H′-linéaire18 :

Scl
w′ ↪→ H0(Mw′ ⊗Qp

J∗(F0))

Elle commute de plus à l’action de [IuI], u ∈ ∆+, si l’on renormalise ce dernier
agissant sur Scl

w′, en le divisant par νw′(u) (toujours d’après 8.1 (ii)). On a alors le

Lemme 8.6. Soient s ∈ Q, w′ = (k′1 ≥ k′2 ≥ k′3) ∈ w + (p− 1)Z3 et Ss
w′ le plus grand

sous-espace de dimension finie Up-stable de H0(Mw′ ⊗Qp
J∗(F0)) sur lequel Up n’a que

des valeurs propres de valuation s. Si Min(k′1 − k′2, k
′
2 − k′3) > s− 1, alors Ss

w′ ⊂ Scl
w′.

Preuve : Le foncteur V 7→ H0(V ) étant exact sur les Q-espaces vectoriels, on dispose
d’une suite exacte :

0 → Scl
w′ → H0(Mw′ ⊗Qp

J∗(F0)) → H0((M/Mw′) ⊗Qp
J∗(F0)) → 0,(30)

18Le Qp-vectoriel V−w′(Qp) étant une représentation absolument irréductible de I , cette inclusion
est canonique à la multiplication par un élément de Q∗

p près. Cependant, le choix, pour chaque w′, d’une
quelconque d’entre elle, suffit à nos besoins.
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la flèche H0(Mw′ ⊗Qp
J∗(F0)) → H0((M/Mw′) ⊗Qp

J∗(F0)) étant Up-équivariante19. La
décomposition de Up agissant sur H0((M/Mw′) ⊗Qp

J∗(F0)) donnée par le lemme 8.2.6,
combinée au lemme 8.1 (iii), montre alors que

Up

p1+Min(k′
1−k′

2,k′
2−k′

3)

est de norme ≤ 1 surH0((M/Mw′)⊗Qp
J∗(F0)). En particulier, sous l’inégalité de l’énoncé,

Up ne peut admettre de valeur propre de valuation ≤ s sur ce dernier. L’exactitude au
centre de (30) conclut. �

8.2.11. Maintenant que nous savons que Up est compact sur S, nous voudrions lui
appliquer le théorème spectral de Coleman, afin de "découper" dans S une famille de
vecteurs propres contenant f . Un léger problème technique est que S n’est pas orthonor-
malisable, mais simplement facteur direct d’un tel module. La généralisation adéquate
des résultats de Coleman dans ce cadre a été reprise par Buzzard dans un travail en pré-
paration ([22]). Nous nous ramenons ici de manière ad hoc au cas traité par Coleman.

Soient A une Q-algèbre, V un A[(I∆+I)Kf ]-module et U un endomorphisme de
H0(V ). La donnée de ϕV nous permet de le prolonger par 0 en un endomorphisme Ũ de
V h défini par

Ũ := iV ϕV U ϕ
−1
V pV

On se replace dans les hypothèses de §8.2.7. Si U est un endomorphisme continu (resp.
compact) de H0(V ), alors Ũ a la même propriété car iV et pV sont continus. Fixons V
orthonormalisable et U un endomorphisme compact de V , on peut alors définir la série
caractéristique

det(1 − TU|H0(V )) := det(1 − T Ũ|V h) ∈ 1 + TA{{T}},(31)

par [30] théorème A.2.1.20.

Remarques :
i) Dans le cas particulier où A est un corps local, on rappelle que tout A-module de

Banach W tel que |W | = |A| est orthonormalisable ([93] proposition 1). Cela vaut
donc en particulier pour H0(V ) si |V | = |A|, auquel cas la notation ci-dessus est
cohérente, i.e. det(1 − TU|H0(V )) est bien la série caractéristique de U sur H0(V )
(cf. [93] lemme 2).

ii) Si A → A′ est un morphisme contractant d’algèbre de Banach comme en 8.2.9,
alors V ⊗̂AA

′ est A′-orthonormalisable si A l’est par [30] proposition A.1.3. Le
lemme 8.5 montre alors que si U est un opérateur de Hecke agissant de manière
compacte sur V , la formation de det(1 − TU|H0(V )) ∈ 1 + TA{{T}} commute à
l’extension des scalaires par des morphismes d’algèbre de Banach contractants.

19La première l’est seulement à multiplication par νw′(diag(1, p, p2)) près.
20Noter que la condition (*) de loc. cit. est automatiquement vérifiée sous nos hypothèses car

Am ⊃ Q∗
p qui est non borné. De plus, comme Buzzard l’a remarqué, le théorème A.2.1 loc.cit. repose

sur le lemme A.1.6. loc.cit., qui est incorrect si l’on omet de supposer que A est noethérien.
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Afin de ne pas alourdir la rédaction, nous utiliserons dans ce qui suit librement ce
fait, ainsi que le lemme 8.5, sans le mentionner explicitement.

Le corollaire 8.2 autorise à poser :

g := det(1 − TUp|S) ∈ 1 + TA(B/F0){{T}}

Corollaire 8.3. g est l’unique fonction analytique sur B ×A1
rig telle que pour tout

w′ ∈ w + (p− 1)Z3,+,

g(w′, T ) = det(1 − TUp|H0(Mw′⊗QpJ∗(F0)))

Preuve : L’égalité ci-dessus découle des deux remarques précédant le corollaire. L’uni-
cité vient de la Zariski-densité de w + (p− 1)Z3,+ dans B(Cp). Elle ne sera pas utilisée
dans ce qui suit. �

8.2.12. Soient λ1, λ2 et λ = λ1λ2 les valeurs propres respectives dans Qp de U1, U2

et Up sur f . Le lemme suivant assure que f est de pente finie.

Lemme 8.7. La valeur propre λ ∈ Qp de Up agissant sur f n’est pas nulle.

Preuve : La forme automorphe complexe correspondant à f par ι (cf. 8.1.1) engendre
une somme finie de représentations automorphes irréductibles de U(3)(A). Soit πp la
composante locale en p d’une quelconque de ces représentations. C’est une représentation
complexe lisse irréductible de GL3(Qp) ayant un vecteur I-invariant non nul sur lequel
Up agit par ι−1(λ). Mais la représentation de A(p) sur πI

p se prolonge à toute l’algèbre de
Hecke-Iwahori C∞(I\G/I). Cela conclut car les [IuI] sont inversibles dans cette dernière
si u ∈ ∆+ (cf.5.1). �

Le corollaire 8.3 appliqué à w′ = w entraîne alors le :

Corollaire 8.4. g(w, λ−1) = 0.

Le lemme 8.7 entraîne de plus que les λi sont non nuls. On pose βi = v(λi) ∈ Q,
β := β1 + β2 = v(λ) ∈ Q. Dans l’exemple de la figure ci-contre, (w, λ−1) est le point
marqué de l’hypersurface de Fredholm associée à g.

8.2.13. Nous allons montrer dans ce qui suit comment factoriser g "au voisinage de
(w, λ−1)". Soit F ⊂ Qp un corps local contenant F0 et les λi.

Lemme 8.8. Il existe une boule F -affinoide B(w, r) ⊂ B ainsi qu’une factorisation
g|A(B(w,r)) = PQ dans A(B(w, r)){{T}} tels que :

(a) P ∈ 1 + TA(B(w, r))[T ] est de coefficient dominant inversible,

(b) (P,Q) = 1 dans A(B(w, r)){{T}},
(c) ∀x ∈ B(w, r)(Cp), P (x, T ) a toutes ses racines de valuation −β, et Q(x, T ) n’en

a pas.

Preuve : On applique le lemme 8.11 (reporté à la fin de cette section) à la donnée
du F0-affinoide X = B/F0, la série g, x0 = w, et s = β. Il nous fournit un ouvert F0-
affinoide Ω de B contenant x0, tel que le polygone de Newton de chacune des évaluations
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B(w,r)
wB

de Up sur f.
la valeur propre
Inverse de 

Droite affine

Fig. 2. L’hypersurface de Fredholm g(x, t) = 0 dans B × A1
rig

g(x, T ), x ∈ Ω(Cp), ait même partie de pente ≤ s que g(w, T ). Cette propriété vaut donc
encore pour toute boule F0-affinoide B(w, r) assez petite incluse dans Ω, on fixe un tel
r ∈ |F0| avec cette propriété. La proposition I.5.4 du chapitre I s’applique à K = F ,
X = B(w, r)/F , à la série g et nous fournit la décomposition désirée. Il suffit en effet de
prendre pour P l’unique Pi de la proposition loc.cit. admettant la pente β, et pour Q le
produit des autres Pi avec le S loc.cit. . �

Nous sommes finalement en mesure de démontrer le :

Lemme 8.9. Quitte à diminuer r, S⊗̂A(B/F0)A(B(w, r)) admet un sous-A(B(w, r))-
module M facteur direct topologique, tel que :

(i) M est projectif de rang fini sur A(B(w, r)),

(ii) M est stable sous l’action des opérateurs de Hecke, et Up y agit par un inversible,

(iii) Pour tout x ∈ B(w, r)(Cp), Mx est le plus grand sous-espace de Sx sur lequel
Up, U1 et U2 n’ont que des valeurs propres de valuation β, β1 et β2 respectivement.

Preuve : Appliquons les théorèmes A.4.3 et A.4.5 de [30] (voir aussi I.6.2.1), à
l’endomorphisme compact Ũp du A(B(w, r))-module de Banach orthonormalisable

((M⊗̂A(B/F0)A(B(w, r))) ⊗F0 J
∗(F0))

h,

ainsi qu’à la factorisation g|A(B(w,r)) = PQ donnée par les points (a) et (b) du lemme
8.2.13. On en déduit qu’il existe une décomposition en somme directe de sous-A(B(w, r))[Up]-
modules fermés

(M⊗̂A(B)A(B(w, r)) ⊗F0 J
∗(F0))

h = M1 ⊕M2,
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tels que :

(a’) M1 est projectif de rang fini deg(P ), det(1 − T Ũp|M1
) = P (T ),

(b’) Si P ∗(T ) = T deg(P )P (1/T ), alors P ∗(Ũp)|M2
est inversible.

L’assertion (a’) assure que Ũp est inversible surM1, et donc queM1 ⊂ S⊗̂A(B/F0)A(B(w, r))

et sur ce dernier Ũp coïncide avec Up. De plus, (a’) et (b’) montrent queM1 = Ker(P ∗(Up)),
il est donc stable par H. Le A(B(w, r))-module M1 remplit donc les conditions (i) et (ii)
de l’énoncé, mais pas tout à fait (iii).

Soit g′ := det(1 − TU1|M1
), il est de degré deg(P ) car U1U2 = Up est inversible

restreint à M1. En réutilisant le lemme 8.11, il vient que quitte à diminuer r, on peut
supposer que les polygones de Newton des polynômes g ′(x, T ), x ∈ B(w, r)(Cp), sont tous
égaux. Dans ce cas, la proposition I.5.4 s’applique et nous fournit une décomposition
g′ = RR′ ∈ A(B(w, r))[T ], avec R ∈ 1 + TA(B(w, r))[T ] correspondant à la pente
β1, et (R,R′) = 1. Une relation de Bezout entre R et R′ nous donne un élément e ∈
A(B(w, r))[U1] idempotent avec la propriété que det(1−TU1|eM1

) = R. De plus, eM1 est
encore H-stable, et projectif de rang fini. Le A(B(w, r))-module M := eM1 satisfait donc
encore à (i) et (ii). Soit x ∈ B(w, r)(Cp), les propriétés (a’) et le lemme 8.8 (c) assurent
que Up n’admet que des valeurs propres de valuation β sur Mx ⊃ Mx. De même, le choix
de R montre que Mx est le plus grand sous Cp-espace de Mx sur lequel U1 n’admet que
des valeurs propres de valuation β1. L’assertion sur U2 découle de ce que Up = U1U2, ce
qui conclut (iii).�

8.2.14. Nous en venons (enfin !) à la preuve proprement dite de la proposition 8.1.
Nous renvoyons au paragraphe I.6.2.2 du chapitre I pour plus de détails. On reconsidère
le H⊗Z A(B(w, r))-module M donné par le lemme 8.9, qui est projectif de rang fini sur
A(B(w, r)).

L’image de H ⊗Z A(B(w, r)) dans EndA(B(w,r))(M), munie de la norme induite par
ce dernier, est une sous-A(B(w, r))-algèbre de Banach commutative finie. Elle est donc
F -affinoide, pour un certain F -affinoide que l’on note X. Par construction, on dispose
d’un morphisme fini π : X → B(w, r), déduit de l’inclusion A(B(w, r)) ⊂ A(X), ainsi
que d’une application canonique a : H → A(X). L’image de a est constituée d’éléments
de norme ≤ 1 d’après le lemme 8.4 (ii), et donc a(H) ⊂ A(X)0.

Soit x ∈ B(w, r)(Cp), m l’idéal maximal de A(B(w, r))⊗̂F Cp noyau de l’évaluation
en x, le lemme I.6.2 assure que l’application canonique

(A(X)⊗̂F Cp)/m(A(X)⊗̂F Cp) −→ EndCp
(Mx)

est de noyau nilpotent. En particulier,

Lemme 8.10. L’application qui à z ∈ π−1({x})(Cp) associe le caractère χz : H → Cp

donné par l’évaluation en z induit une bijection sur l’ensemble des caractères Cp-valués
de H apparaissant dans Mx, comptés sans multiplicité.

Montrons la première assertion de la propriété 8.1. Par le (ii) du lemme 8.9, a(Up) =
a(U1)a(U2) est un inversible de EndA(B(w,r))(M), et donc de A(X) par le théorème de
Cayley-Hamilton. Cela montre que a([IuiI]) est un inversible de A(X) si i = 1 et 2. C’est
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encore vrai pour i = 0 et 3, mais c’est trivial, car ils agissent sur S par l’identité. On
peut en particulier définir les Fi comme dans l’énoncé. Pour conclure i), il reste à voir
que les applications x ∈ X(Cp) 7→ v(a([Iui])(x)) sont constantes si i = 1, 2. Mais cela
découle du lemme 8.10 et de la propriété (iii) du lemme 8.9. On a αi = βi, si i = 1, 2,
α3 = 0.

Soit x = w′ ∈ w + (p − 1)Z3,+, si w′ est α-régulier, on est exactement dans les
hypothèses du lemme 8.6 avec s = α1 + α2. L’assertion (iii) du lemme 8.9 entraîne donc
que Mx ⊂ Scl

w′⊗Qp
Cp. Comme on l’a vu en §8.2.10, cette inclusion commute à l’action de

H′, ainsi qu’à celle de A(p) si on la tord par νw′ sur Scl
w′ ⊗Qp

Cp. Le lemme 8.10 implique
alors l’assertion ii) de la proposition 8.1.

D’après le lemme 8.9 (iii), f ∈ Mw. Comme elle est propre pour H par hypothèse,
le lemme 8.10 lui associe un unique point xf ∈ X(Cp), ce qui défini ce dernier et montre
l’assertion iii).

Prouvons l’assertion iv). Soit 0 < r′ < r ∈ |F |, alors l’inclusion B(w, r′) ↪→ B(w, r)
est compacte sur les algèbres affinoides, et a donc la propriété d’envoyer donc tout en-
semble borné de A(B(w, r)) dans un ensemble compact de A(B(w, r′)), d’après [93] prop.
5. Le choix d’une quelconque surjection A(B(w, r))-linéaire stricte (cf. [15] 3.7.3 cor. 5)

A(B(w, r))n → A(X) → 0

montre immédiatement que A(X) → A(X)⊗̂A(B(w,r))A(B(w, r′)) a encore la propriété
énoncée ci-dessus. Notons que l’application canonique

A(X) ⊗A(B(w,r)) A(B(w, r′)) → EndA(B(w,r′))(M⊗A(B(w,r)) A(B(w, r′)))

est injective par platitude de A(B(w, r)) → A(B(w, r′)) (cf.[15] 7.3.2 cor. 6). Ainsi,
quitte à choisir au début du §8.2.14 un r strictement plus petit que celui choisi jusqu’à
présent, ce que l’on fait, on a montré que l’on peut supposer que a(H) ⊂ A(X)0 est à
valeur dans un ensemble compact de ce dernier, i.e. l’assertion iv).

La première assertion de la propriété v) de la proposition 8.1 est une conséquence
du lemme I.6.4 et de ce que les algèbres affinoides sont des anneaux de Jacobson par
[15] chap. 6 proposition 3 (en particulier, X est Zariski-dense dans Spec(A(X))). Pour
la seconde assertion de v), on applique le lemme I.6.2 à A = A(B(w, r)), M = M,
h = A(X), et I l’idéal premier définissant le fermé de B(w, r) de l’énoncé. On en conclut
que l’application canonique de A(X)/IA(X) vers son image dans EndA(B(w,r))/I(M/IM)
est un isomorphisme sur les spectres. L’assertion v) s’en déduit en appliquant I.6.4 à à
cette A(B(w, r))/I-algèbre image.

Prouvons vi). On rappelle (cf. 8.2.13) que F est un corps local contenant F0 et
les λi, qu’il nous reste à fixer. En particulier, A(X) est défini sur F0[λ1, λ2], ainsi que
π : X → B(w, r). Comme ce dernier est un morphisme fini, ses fibres sont de degré
borné. Comme il n’existe qu’un nombre fini d’extensions finies de Qp de degré donné,
on peut choisir le corps local F de façon à ce que π−1(B(w, r)(F0)) ⊂ X(F ), ce que l’on
fait. Cela implique l’assertion vi), et aussi que xf ∈ X(F ).
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Enfin, si X n’est pas réduit, on le remplace par sa nilréduction, ce qui n’affecte aucune
des propriétés de l’énoncé de la proposition 8.1. �

Lemme 8.11. Soient F un corps local,X un F -affinoide réduit, et g ∈ 1+TA(X){{T}}
une fonction rigide-analytique sur X × A1. On fixe s ∈ Q, x0 ∈ X(F ), et on note P la
partie de pente ≤ s du polygone de Newton de g(x0, T ) ∈ 1 + TF{{T}}.

Il existe un ouvert F -affinoide Ω ⊂ X contenant x0 tel que pour tout x ∈ Ω(Cp), la
partie de pente ≤ s du polygone de Newton de g(x, T ) ∈ 1 + TCp{{T}} coïncide avec P.

Preuve : Soient s′′ ∈ Q∪{∞} la plus petite pente de g(x0, T ) strictement supérieure
à s, et s′ ∈ Q tel que s′ ∈]s, s′′[. On écrit g =

∑
n≥0 anT

n, an ∈ A(X). Comme g

converge sur X ×B(0, p−s′), on a |an|pns′ →
n→∞

0 dans R. En particulier, ∃N ∈ N tel que

∀x ∈ X(Cp), ∀n > N ∈ N, v(an(x)) ≥ n(s+ s′)/2. Ainsi, pour tout x ∈ X(Cp), la partie
de pente ≤ s du polygone de Newton de g(x, T ) ∈ 1 + TCp{{T}} est de longueur ≤ N
(cf. figure ci-contre).

Droites de pentes (s+s’)/2

Droite de pente s’

N

Polygone de Newton de g(x0,T)

0

Droite de pente s

321

Droite de pente s’’

Fig. 3. Illustration de la preuve du lemme.

Soit N ′ > s un entier, Ω l’ouvert F -affinoide de X défini par les conditions :

(i) ∀i ≤ N tel que ai(x0) 6= 0, |ai/ai(x0) − 1| ≤ 1/p,

(ii) ∀i ≤ N tel que ai(x0) = 0, |ai| ≤ p−iN ′
.

Alors x0 ∈ Ω(F ) et Ω convient. �

8.3. Pseudo-caractères galoisiens.
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8.3.1. On se replace dans les hypothèses du paragraphe précédent. Fixons x ∈ X(F )
un point classique, et f ∈ Scl

π(x) ⊗F0 F un vecteur de caractère χx sous H. On peut consi-
dérer un constituant irréductible Π de la représentation automorphe de U(3) engendrée
par f , Πl est alors déterminée par χ pour tout l premier ne divisant pas N . En particulier,
la représentation galoisienne p-adique continue semi-simple associée à Π dans 3.2.2, que
nous noterons disons V (x), ne dépend que de x et pas du Π choisi, par le théorème de
Cebotarev. Soit T (x) : Gal(E/E) → F la trace de cette représentation, elle est continue
et la détermine. Si v est une place finie décomposée de E, divisant un premier l ∈ Z, on
identifie G(Ql) avec GL3(Ql) au moyen de l’isomorphisme Ql → El. D’après §3.2.2 (20)
et 5.2.1, si l ne divise pas Np, on a la relation :

T (x)(Frobv) = l−1a([GL3(Zl)diag(1, 1, l)GL3(Zl)])(x)(32)

Si T : E → A(X) est une application d’un ensemble E à valeur dans A(X), x ∈ X(F ),
on notera Tx la composition de T par l’évaluation en x. On renvoie en 7.2.1 pour les
généralités sur les pseudo-caractères.

Corollaire 8.5. Il existe un unique pseudo-caractère continu de dimension 3,

T : Gal(E/E)Np → A(X)

tel que pour tout x ∈ X(F ) classique, Tx = T (x). Il satisfait ∀g ∈ G, T (τgτ) = T (g−1).

Preuve : Nous allons appliquer la proposition I.7.1 du premier chapitre. L’espace
rigide est l’affinoide X, Γ := Gal(E/E), S ′ est l’ensemble des places finies de E dé-
composées sur Q ne divisant pas Np, et si v ∈ S ′ divise l ∈ Z, Fv := Frobv et
av := l−1a([GL3(Zl)diag(1, 1, l)GL3(Zl)]), où l’on a identifié G(Ql) avec GL3(Ql) via
l’isomorphisme Ql → Ev.

Notons que X étant affinoide, la topologie de Orig
X (X) = A(X) utilisée loc. cit. est

simplement la topologie d’algèbre de Banach de A(X) (prendre Ω = X). La réunion des
classes de conjugaison des Fv avec v ∈ S ′ est dense dans Γ par le théorème de Cebotarev.
Soient n = 3, Z l’ensemble des points classiques de X (cf. §8.2.3), ρ(z) := V (z) défini
dans §8.3.1, alors le lemme 8.1 et la formule (32) assurent que l’hypothèse (H) loc. cit.
est satisfaite. L’existence de T : Gal(E/E) → A(X) satisfaisant la première assertion du
corollaire est alors la conclusion de I.7.1.

Si g ∈ G, la relation T (τgτ) = T (g−1) se vérifie sur un ensemble Zariski-dense car
X est réduit. Mais si x ∈ Z, nous venons de montrer que Tx est la trace de V (x) qui
satisfait V (x)⊥ ' V (x) par §3.2.2, ce qui conclut la seconde assertion du corollaire. �

8.3.2. Nous aurons besoin d’un dernier fait, analogue de la proposition I.6.9 du
chapitre I :

Proposition 8.2. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout x ∈ X(F )
classique, si δ(π(x)) > C alors V (x) est cristalline. En particulier ces points sont Zariski-
dense.

Preuve : Soit x ∈ X(F ) classique, on choisit f ∈ Scl
π(x) ⊗F0 F comme en §8.3.1,

ainsi que Π. On sait que Πp est engendrée par ses I-invariants, c’est donc un sous-
quotient d’une induite complète du Borel IndB(ψ) pour un certain ψ comme dans 5.2.1



8. DÉFORMATION p-ADIQUE DE χ ⊕ 1 ⊕ χ⊥ 161

(cf. [25] prop. 2.6). Pour voir que V (x) est cristalline il suffit de montrer que Πp est non
ramifiée d’après 3.3, ou mieux que IndB(ψ) est irréductible. Or on sait que ceci se produit
dès que ∀i 6= j, ψi(p)/ψj(p) 6= p ([110] 4.2). Il se trouve que si πi(x) = (k1, k2, k3),
(a1, a2, a3) := (−k1 − 1,−k2,−k3 + 1) alors §6.2.4 montre que

paiι(ψi(p)) =
χx(U

π(x)
i )

χx(U
π(x)
i−1 )

La proposition 8.1 i) conclut l’existence de C. La seconde assertion s’en déduit à la
manière du corollaire 8.1. �

8.4. Déformations de χ⊕ 1 ⊕ χ⊥.
8.4.1. On reprend les notations de 8.2.1, avec N := cond(χ0), Kf =

∏
Kl où :

– Si est l premier à pcond(χ0), Kl est le sous-groupe défini en 4.2.3, 4.3.2, 4.3.3 selon
que l est décomposé, inerte ou ramifié,

– Si l divise cond(χ0), Kl est le sous-groupe KJ(l) défini en 4.2, J := ⊗l|N(J(l) ⊗
χ0 ◦ det) où J(l) est la représentation de KJ(l) définie aussi en 4.2.

On reconsidère la représentation automorphe π(χ0) de U(3), et on fixe dans tout ce qui
suit σ ∈ {1, (2, 3), (1, 3, 2)} accessible pour π(χ0) (cf. §6.2.3). On pose

w := (
k − 1

2
,
k − 1

2
, 1) ∈ Z3,+

On peut choisir un f 6= 0 ∈ π(χ0)
I ∩ (Scl

w ⊗F0 Qp) propre pour H, de caractère sous A(p)
correspondant à σ comme dans 6.2.3. On applique alors la proposition 8.1 à ce f , puis
8.5 et 8.3.2 aux conclusions de 8.1, ce qui nous fournit un corps local F , un F -affinoide
X, xf ∈ X(F ), B(w, r) ⊂ A3, un morphisme F -affinoide fini π : X → B(w, r), un
pseudo-caractère T , et C > 0 comme dans ces propositions. On pose :

Fi := a([IuiI])/a([Iui−1I]) ∈ A(X), i ∈ {1, 2, 3}
Les Fi sont des inversibles de A(X) d’après 8.1 i).

8.4.2. Il sera commode de raisonner en terme des poids de Hodge-Tate des V (x)
plutôt que de leurs "poids automorphes" π(x). On définit à cet effet (cf. §6.2.2) κ : X →
B(κ(w), r) comme étant la composée de π avec (x, y, z) → (−x − 1,−y,−z + 1). Ainsi,
si x ∈ X(F ) est classique, V (x) est de Hodge-Tate de poids κ(x). On pose

κ0 := κ(w) = (−k + 1

2
,−k − 1

2
, 0)

8.4.3. Quitte à prendre une extension finie de F , comme le précisera sa preuve, on
a la

Proposition 8.3. Il existe :

a) Un F -affinoide Y intègre régulier de dimension 1, y0 ∈ Y (F ),

b) Une représentation continue semi-simple

ρK(Y ) : Gal(E/E)Np → GL3(K(Y ))
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satisfaisant (ABS), ρ⊥K(Y ) ' ρK(Y ) et tr(ρK(Y )(Gal(E/E))) ⊂ A(Y ),

c) Un F -morphisme

κ = (κ1, κ2, κ3) : Y −→ A3, κ3 := 0, κ(y0) = κ0,

d) Une partie Z ⊂ Y (F ) telle que κ(Z) ⊂ κ0 + (p− 1)Z3,−−,

e) Des fonctions F1, F2 et F3 dans A(Y ), chacune de valuation constante sur X,

f) Pour tout i ∈ {1, 2, 3}, λi ∈ F ∗ tel que |Fi/λi − 1| < 1,

le tout satisfaisant aux propriétés suivantes :

i) Pour tout ouvert affinoide Ω de Y contenant y0, la fonction

x ∈ Z 7→ Min(κ2(x) − κ1(x), κ3(x) − κ2(x)) ∈ N

est non majorée sur Z ∩ Ω, d’image incluse dans N≥Max(C,k). En particulier, Z ∩ Ω est
Zariski-dense dans Ω,

ii) Si z ∈ Z ∪ {y0}, ρss
z := ρss

K(Y ),z (cf. 7.1) est la représentation galoisienne attachée

à une représentation automorphe π irréductible de U(3) telle que HomKf
(J, πf) 6= 0,

iii) ρss
y0

' 1 ⊕ χp ⊕ χ⊥p .

iv) Si z ∈ Z ∪ {y0}, (ρss
z )|Dv1

est cristalline de poids de Hodge-Tate κ(z). Elle est
raffinée par

(pκ1(z)F1(z), p
κ2(z)F2(z), p

κ3(z)F3(z))

v) Ce raffinement est R(σ) en y0.

Preuve : Soit B ⊂ B(κ0, r) ⊂ A3, le fermé affinoide de B(κ0, r) défini par x3 = 0, et
x2 = 2x1 + k−3

2
. Alors κ0 ∈ B(F ). On pose :

Z := {z ∈ B(F ) ∩ (κ0 + (p− 1)Z3,−−), −δ(z) > Max(C, k, α1 + α2 − 1)}
Le choix de B, assez arbitraire, est tel que les fonctions x2 − x1 et −x2 sont non

bornées sur U ∩ Z pour tout U ouvert affinoide de B contenant κ0.
On considère XB := X ×B(κ0 ,r) B, c’est un F -affinoide de dimension 1, xf ∈ XB(F ).

Le morphisme déduit par extension des scalaires κB : XB → B est encore fini, surjectif
restreint à chaque composante irréductible de XB d’après la proposition 8.1 v). On choisit
alors X ′ une composante irréductible (réduite) de dimension 1 de XB contenant xf .

Le pseudo-caractère T peut être vu à valeurs dans A(X ′), par composition A(X) →
A(XB) → A(X ′), et on peut appliquer le lemme 7.2 à la donnée de A(X ′) et T . Il nous
fournit un F -affinoide intègre Y , régulier de dimension 1, muni d’un morphisme fini et
surjectif h : Y → X ′, ainsi qu’une représentation semi-simple ρ : G → GL3(K(Y )) de
trace T , satisfaisant (ABS). Quitte à remplacer F par une extension finie, on peut choisir
y0 ∈ Y (F ) tel que h(y0) = x. Notant que T (g−1) = T (τ.g.τ) d’après 8.5, on a prouvé a)
et b).

On définit κ comme étant la composée Y
h→ X ′ ↪→ XB

κB→ B. Cela prouve c). Notons
que κ : Y → B est fini et surjectif, car on a vu que h est X ′ → B le sont. De plus, κ est
plat, car c’est le cas des extensions finies d’anneaux de Dedekind. On pose Z := κ−1(Z),
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il satisfait d) par 8.4.2 et i) par choix de Z et platitude de κ. X ′ étant un fermé de X,
on peut y restreindre les Fi de 8.4.1, et les définir sur Y en les composant au morphisme
h : Y → X ′. Ce sont ces derniers que l’on choisit pour e), l’assertion sur les valuations
des Fi est déjà satisfaite sur X par construction (cf. prop. 8.1 i) ), ainsi que f).

Soit z ∈ Z ∪ {y0}, ρss
K(Y ),z est la représentation semi-simple de Gal(E/E)Np de trace

Tz = Th(z) (cf. 7.1, 8.5). Par choix de Z et 8.1 iii), h(z) ∈ X(F ) est un point classique, et
l’assertion ii) découle donc de 8.3.1 et 8.5. On déduit alors iii) de ii), 8.1 iii) et du choix
de f dans 8.4.1.

La première assertion de iv) est alors une conséquence de ii), 6.2.2, 8.4.2, ainsi que
8.3.2 et le fait que Min(κ2(z) − κ1(z), κ3(z) − κ2(z)) > C par i). La seconde assertion,
ainsi que v), découlent de 6.2.3 et 6.1.2.

Enfin, quitte à remplacer Y par un ouvert F -affinoide de ce dernier contenant y0, ce
qui n’affecte aucune des propriétés de l’énoncé, on peut supposer que f) est satisfaite. �

Remarques : On rappelle que toute la construction ci-dessus dépend du choix initial
du σ ∈ S3 accessible pour π(χ0). Ceci fait, le second choix réellement effectué dans la
construction ci-dessus est celui de la composante irréductible X ′ de X ′B passant par xf .
Il semble difficile d’évaluer le nombre de composantes irréductibles de X (ou de XB)
au voisinage de x. En ce qui concerne ce texte, chaque choix de composante permet de
conclure dans la section 9.

9. Construction de l’extension

On reprend les notations de la proposition 8.3, où l’on a fixé σ = (2, 3).

9.1. Irréductibilité générique.

Proposition 9.1. ρK(Y ) est absolument irréductible.

Preuve : D’après 8.3 b), ρK(Y ) vérifie la propriété (ABS) (voir 7.1.1). Il suffit donc de
montrer que ρK(Y ) est irréductible. Supposons par l’absurde que ρK(Y ) ' ρ1,K(Y )⊕ρ2,K(Y ),
ρi,K(Y ) étant une K(Y )-représentation de G de dimension 6= 0. Le lemme 7.1 ii) montre
que tr(πi(G)) ⊂ A(Y ), car A(Y ) est régulier d’après 8.3 a). Soit z ∈ Z, l’évaluation en
z de tr(ρ(g))) = tr(ρ1(g)) + tr(ρ2(g)), g ∈ Gal(E/E)Np a un sens et montre que ρss

z est
réductible (cf. 7.1). Nous allons montrer que c’est absurde par notre choix du raffinement.

D’après 8.3 e), v(Fi(.)) : X(F ) → Q, x 7→ v(Fi(x)) est constante, on la note αi. En
évaluant en y0, 8.3 iv), v) ainsi que 5.2.4 appliqué à (3, 2) montrent que :

(α1, α2, α3) = (1,
k − 1

2
,−k + 1

2
)

Notons qu’avec ce choix, ∀i, j ∈ {1, 2, 3}, αi 6= 0 et αi + αj 6= 0. De plus, si i 6= j,
|αi| < k et |αi + αj| < k.

D’après 8.3 iv), ρss
z est cristalline de poids de Hodge-Tate ki := κi(z), avec k1 < k2 <

k3, et les valeurs propres de son Frobenius cristallin ont pour valuation k1 +α1, k2 +α2 et
k3+α3. Pour voir que ρss

z est irréductible, il suffit de voir que D := Dcris(ρ
ss
z ) n’admet pas

de sous-module filtré faiblement admissible. Si D′ est un tel sous-module de rang 1, alors
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par faible admissibilité tH(D′) = tN (D′) (cf. loc. cit.) entraîne ki = kj+αj pour un couple
(i, j). Mais par 8.3 i), |ki − kj| > k, les inégalités sur les αi entraînent donc i = j puis
αi = 0, ce qui est absurde. De même, si D′ est un sous-module filtré faiblement admissible
de rang 2 de D, on arrive à une contradiction en résolvant ki′ +kj′ = ki +kj +αi +αj. �

Remarques : Une légère modification de la preuve montrerait qu’en fait ρK(Y )|Dv1
est

irréductible. Notons de plus que l’argument d’irréductibilité étant local en p, il n’utilise
pas le fait que les représentations galoisiennes attachées aux représentations automorphes
stables tempérées sont globalement irréductibles, mais simplement 3.3. Le point clé est
que nous disposons d’un σ accessible tel que le raffinement R(σ) est aussi éloigné que
possible du raffinement ordinaire au point y0.

9.2. L’inertie aux places ne divisant pas p.
9.2.1. Nous allons préciser l’action de l’inertie aux places de E ne divisant pas p.

Pour énoncer commodément nos résultats, on introduit

ρ′K(Y ) := ρK(Y ) ⊗F (χ⊥p )−1.

Proposition 9.2. Soit w une place de E au-dessus de l 6= p. Alors
– Si w ne divise pas cond(χ0), ρK(Y ) et ρ′K(Y ) sont non ramifiées en w.

– Si w divise cond(χ0), on a

dimK(Y )(ρ
′
K(Y ))

Iw = 2.

Le reste de la sous-section est consacré a la preuve de cette proposition. D’après
8.3 a), b) et 7.1 iv) appliqué en l’idéal maximal de y0, on peut trouver g ∈ A(Y ) avec
g(y0) 6= 0, tel que ρK(Y ) admette un A(Y )g-réseau stable. On note ρ la représentation de
G définie par ce réseau, S l’ensemble fini des zéros de g, et pour y ∈ Y \S, ρy la réduction
de ρ en y.

Remarquons que ρy est bien définie à isomorphisme près, et non plus seulement à
semi-simplification près. De plus, ρK(Y ) étant semi-simple, ρz l’est aussi pour un sous-
ensemble infini de Z∩ (Y \S), que l’on note Z ′. Enfin, si z ∈ Z ′, alors ρss

z ' ρz est par 8.3
ii) la représentation galoisienne attachée à une représentation automorphe notée Π(z) de
U(3), comme en 8.3.1.

9.2.2. Le cas w ne divisant pas cond(χ0). Il suffit de montrer que les ρz sont non
ramifiées pour z ∈ Z ′. Par construction (cf. 8.4.1), Π(z) a un vecteur fixe par le compact
maximal Kl. Si l est non ramifié dans E, Kl est hyperspécial (4.2.3, 4.3.2) et Π(z) est
non ramifié, si bien que la représentation galoisienne ρz associée l’est aussi, d’après la
propriété (20) §3.2.2. Si l est ramifié,Kl est le groupe défini en 4.3.3. D’après le lemme 4.1,
le changement de base πE est non ramifié, et on en déduit encore que ρz est non ramifiée,
cette fois d’après la proposition 3.1.

9.2.3. Le cas w divisant cond(χ0). Par construction (cf. 8.4.1), on a

HomKJ(l)(J(l), (Π(z) ⊗ (χ0 ◦ det)−1)l) 6= 0

D’après 4.2, il existe un sous-groupe ouvert I ′w de Iw tel que pour tout z ∈ Z ′ on a
ρ′z(I

′
w) = 1. On en tire ρ′K(Y )(I

′
w) = 1.
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Notons que pour démontrer la proposition, il suffit de le faire après une extension finie
deK(Y ). Mais il existe une extension finie F ′/F telle que la représentation ρ′K(Y )|Iw

, qui se

factorise par le groupe fini Iw/I
′
w, soit définie sur F ′. Autrement dit, si L est une extension

composée de K(Y ) et F ′ et ρ′L := ρ′K(Y ) ⊗K(Y ) L, alors ρ′L|Iw
est isomorphe à θ ⊗F ′ L,

où θ est une représentation de Iw sur F ′ triviale sur I ′w. Comme θ est nécessairement
semi-simple, on en déduit par évaluation des traces en y0 que (ρ′|Iw

)ss
y0

' θ. En particulier,
d’après 8.3 point iii) :

θ ' 1 ⊕ 1 ⊕ ((χ⊥p )−1)|Iw

La proposition en découle.

9.3. Application des méthodes à la Ribet et Kisin. Dans ce paragraphe on
tire les fruits de la variante du lemme de Ribet démontré dans la proposition 7.1, et la
proposition 6.1 "à la Kisin". Introduisons encore quelques notations : on pose

u := χ⊥(Frobv1)

Notons alors qu’on a χ(Frobv1) = up−1. Notons Dcris,v1 le foncteur

Dcris,v1(V ) := Dcris(V|Dv1
),

il est exact à gauche. L’action du Frobenius cristallin ϕ sur les droites Dcris,v1(χ
⊥
p ),

Dcris,v1(χp) et Dcris,v1(1) est la multiplication respectivement par u, up−1 et 1 (cf. §2.6).
Ces trois nombres sont deux à deux distincts, puisque leur valuations (respectivement
−(k − 1)/2, −(k + 1)/2 et 0) le sont.

Proposition 9.3. Il existe une représentation continue ρ̄ : Gal(E/E) → GL3(F )
vérifiant

i. Pour toute place w de E ne divisant pas p on a

dimF (ρ̄⊗ (χ⊥p )−1)Iw ≥ 2 si w|disc(χ0)(33)

dimF (ρ̄⊗ (χ⊥p )−1)Iw = 3 si w 6 |disc(χ0)(34)

ii. Dcris,v1(ρ̄)
φ=u est non nul.

iii. On a ρ̄ss ' χp ⊕ χ⊥p ⊕ 1. Une des deux assertions suivantes est vraie :

a. Soit ρ̄ admet un sous-quotient r de dimension 2, vérifiant r ' r⊥ et tel que
r est une extension non triviale de χ⊥p par χp.

b. Soit ρ̄ ' ρ̄⊥, ρ̄ admet une unique sous-représentation r1 de dimension 2 et
un unique sous-quotient r2 de dimension 2, avec r1 extension non triviale de
1 par χp, r2 extension non triviale de χ⊥p par 1, et r1 ' r2

⊥.

Preuve : Notons O l’anneau local rigide de Y en y0, L le corps des fractions de cet
anneau, et ρL := ρK(Y ) ⊗K(Y ) L. L’anneau O est de valuation discrète, de corps résiduel
F . Le représentation ρL est irréductible d’après la proposition 9.1

D’après la proposition 8.3 iii), ρL
ss est la somme de trois caractères, χp, χ⊥p et 1. Ces

trois caractères sont deux à deux distincts (ils n’ont pas les mêmes poids) et on est donc
en mesure d’appliquer la proposition 7.1 à ρL. Cette proposition affirme précisément
l’existence d’un O-réseau Λ ⊂ L3 stable par ρL, tel que la représentation réduite associée
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ρ̄ := ρLΛ vérifie soit la condition iii.a soit la condition iii.b de 9.3. O étant de valuation
discrète, il résulte immédiatement de la proposition 9.2 que ρ̄ vérifie la propriété ii.

Nous allons montrer que ρ̄ vérifie ii. Le lemme 7.3 appliqué à ρL a y0 et à la classe
d’homothéties s du réseau Λ donne l’existence d’un ouvert affinoide Ω ⊂ Y contenant y0,
telle que la représentation ρL admet un A(Ω)-réseau stable M ; notant ρ la représentation
Gal(E/E) → GL(M), le lemme 7.3 assure que ρy0 ' ρ̄. ρ̄ est continue d’après le corollaire
7.2.

Nous allons maintenant appliquer la proposition 6.1 à la donnée de ρ|Dv1
: Dv1 →

GL3(A(Ω)), de κ|Ω et des Fi|Ω (cf. §6.3.2). On choisit pour ensemble noté Z loc. cit.
l’ensemble Z ∩ Ω auquel on enlève le sous-ensemble des z tels que ρz n’est pas semi-
simple. Ce dernier est fini car ρK(Ω) est semi-simple. La proposition 8.3 assure que les
hypothèses i) à vi) de 6.3.2 de la proposition 6.1 sont vérifiées, iii) par notre choix de Z.
On voit donc que

Dcris,v1(ρy0)
φ=F1(y0)κ1(y0) est non nul,

où κ1 et F1 sont ceux donnés par la proposition 8.3. D’après les points iv) et v) de
8.3, pκ1(y0)F1(y0) est la première valeur propre du raffinement R((3, 2)) de ρy0 |Dv1

, donc

d’après 5.2.4, pκ1(y0)F (y0) = χ⊥(p) = u, ce qui prouve ii. �.

9.4. Élimination du cas a. Nous voulons montrer, par l’absurde, que l’on n’est
pas dans le cas iii. a. de la proposition précédente. On se place donc dans ce cas. La
représentation ρ̄ admet comme sous-quotient une extension non triviale r de χ⊥p par χp.
Par conséquent, ρ̄′ := ρ̄⊗(χ⊥p )−1 contient comme sous-quotient r′ := r⊗(χ⊥p )−1, extension
non triviale de F (la représentation triviale sur F ) par F (1) (le caractère cyclotomique
sur F ).

Lemme 9.1. La représentation r′ est cristalline en v1 et en v2.

Preuve : Il suffit de le prouver pour r, car χ⊥p est cristallin en v1 et v2, χ⊥ étant non
ramifié en ces places. De plus, comme r ' r⊥, il suffit de le prouver en v1. Comme Dcris,v1

est exact à gauche, ainsi que le foncteur V 7→ Dcris,v1(V )φ=u, on voit que

dimF Dcris,v1(ρ̄)
φ=u ≤ dimF Dcris,v1(r)

φ=u + dimF Dcris,v1(1)φ=u.

Comme Dcris,v1(1)φ=u = 0 car u 6= 1, il résulte de 9.3 ii) que Dcris,v1(r)
φ=u est non nul.

Utilisant encore que Dcris,v1 est exact à gauche il vient

Dcris,v1(χp) ⊂ Dcris,v1(r)

et il y a donc dans Dcris,v1(r) deux droites sur lesquelles ϕ agit par u et par up−1 ce
qui implique qu’elles sont distinctes. On en déduit que dimF Dcris,v1(r) = 2, i.e. r est
cristalline en v1. �

Lemme 9.2. La représentation r′ est non ramifiée en toutes les places w ne divisant
pas p.

Preuve : Si w ne divise pas cond(χ0), ρ̄′ est non ramifiée en w d’après ii., et r′ non
plus.
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Si w divise cond(χ0), l’exactitude à gauche du foncteur des invariants sous Iw donne

dimF (ρ̄′)Iw ≤ dimF r
′Iw + dimF ((χ⊥p )−1)Iw

Comme ((χ⊥p )−1)Iw = 0, il découle de i. que r′ est non ramifié. �.

L’existence de r′ est alors en contradiction avec le lemme bien connu suivant,

Lemme 9.3. Soit E est un corps quadratique imaginaire, F/Qp un corps local, alors
il n’existe pas d’extension non triviale de représentations continues de Gal(E/E) de F
par F (1) qui soit non ramifiée hors de p et cristalline en les places divisant p.

Preuve : Soit r une extension non triviale comme dans le lemme, vue comme Qp-
représentation. Elle contient en particulier comme sous-quotient une Qp-représentation
r′ continue, extension non triviale de Qp par Qp(1). r′ est non ramifiée hors de p et
cristalline en p car r l’est. Mais par la théorie de Kummer, le Qp-espace vectoriel des
classes de telles extensions a pour dimension le rang de O∗E. Ce dernier groupe est fini si
E est quadratique imaginaire. �

Remarque 9.1. Dans le lemme précédent, il est essentiel que les extensions considé-
rées soient non ramifiées (resp. cristallines) à toutes les places. Si on relâche la condition
à une place quelconque, de telles extensions non triviales existent. Par ailleurs il est es-
sentiel que le corps de base E soit quadratique imaginaire. Pour tout autre corps, à part
Q, l’énoncé précédent serait mis en défaut : on construirait par la théorie de Kummer
une extension non triviale, en partant d’une unité de E qui n’est pas racine de 1. En fait,
l’énoncé précédent correspond, par les conjectures de Bloch-Kato, au fait que la fonction
ζ du corps E ne s’annule pas en s = 0. Comme on le sait, ceci n’est vrai que pour E
quadratique imaginaire ou Q. C’est ici, et ici seulement à part la formule de multipli-
cité 4.1, que l’on utilise dans ce papier l’hypothèse que E est quadratique imaginaire. Tout
le reste marcherait tout aussi bien en travaillant avec E/F extension CM , et le groupe
unitaire U(3) compact à toutes les places à l’infini sur F . Dans ce cadre, la preuve de 4.1
montre que l’analogue de la représentation automorphe π(χ0) existe si et seulement si
ε = (−1)dimQ F . En particulier, si dimF est pair, on peut avoir L(χ0, 1/2) 6= 0, et on ne
s’attend alors pas à ce qu’une extension de 1 par χp cristalline existe. On voit que dans
ce cas, c’est un élément non trivial de H1

f (E,Qp(1)) qu’aurait construit notre méthode.

9.5. Fin de la preuve. On est donc dans le cas b. de la proposition.

Lemme 9.4. r1 et r2 sont cristallines en v1 et en v2.

Preuve : Comme r1 ' r⊥2 , la cristallinité de r1 en v2 (resp. v1) équivaut à celle de r2
en v1 (resp. v2). Il suffit donc de prouver que r1 et r2 sont cristallines en v1.

En ce qui concerne r1, extension non triviale de 1 par χp, on observe que les poids
de Hodge-Tate en v1 de χp et 1 sont respectivement −(k + 1)/2 et 0, avec −(k + 1)/2 ≤
−2 = 0− 2. Une telle extension est automatiquement cristalline d’après [78] proposition
3.1.

Considérons la représentation r2, pour laquelle le même argument de poids ne marche
plus. Cependant la cristallinité de r2 en v1 se montre exactement comme celle de r dans
le lemme 9.1, à l’aide du point i. �.
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La représentation r1 fournit une extension de 1 par χp, non triviale, qui a bonne
réduction aux deux places divisant p d’après le lemme précédent. Comme χp n’est pas
le caractère cyclotomique, un argument élémentaire montre qu’une telle extension a
automatiquement bonne réduction (voir l’introduction) aux places ne divisant pas p :
cf. par exemple [88, lemme 1.3.5]. Cette dernière affirmation peut aussi se démontrer
directement. C’est immédiat aux places ne divisant pas p.cond(χ0) par la proposition
9.2. Si w divise cond(χ0), le paragraphe 9.2.3 montre que (r1)|Iw

est d’image finie, donc
semi-simple. Cela implique que r1 a bonne réduction en w, et prouve le théorème 1.1.
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Dans cette annexe, nous exposons dans un cas simple certaines méthodes du chapitre
3 appliquées à la fonction ζ de Riemann. La conjecture de Bloch-Kato pour cette dernière
est bien connue et s’énonce ainsi (pour les notations et conventions, voir III.1.1 et III.2.6) :

∀k ∈ Z, (∗) ords=2−k ζ(s) = h1
f (Q,Qp(k − 1)) − h0

f (Q,Qp(k − 1))

On rappelle que π−s/2Γ(s/2)ζ(s) est invariante par s 7→ 1 − s. On en déduit que ζ
s’annule avec un zéro simple aux entiers pairs strictement négatifs, ne s’annule pas en 0,
et a un pôle simple en 1. De plus, h0

f(Q,Qp(n)) est toujours nul, sauf si n = 0 auquel
cas il vaut 1. Nous nous intéresserons dans ce qui suit uniquement à la construction
explicite des extensions non triviales de Qp par Qp(k−1) lorsqu’elles sont prédites par la
formule ci-dessus, i.e quand k est un entier pair > 2. Autrement dit, nous allons montrer
l’inégalité :

∀k ∈ Z, (∗) ords=2−k ζ(s) ≤ h1
f(Q,Qp(k − 1)) − h0

f(Q,Qp(k − 1))

La preuve est inspirée de la démonstration de Ribet de la réciproque d’un théorème
de Herbrand ([79], on le redonne en §3.1.2), en utilisant un argument de déformation
p-adique à la Skinner-Urban ([102]). Les points saillants de l’argument sont : la construc-
tion à la Ribet d’extensions et les déformations non ordinaires de séries d’Eisenstein (ici
de niveau 1), étudiés respectivement dans les sections 2 et 1.

La méthode de cette annexe, bien que sensiblement plus simple que celle du chapitre
3, présente de nombreux points communs avec cette dernière. Aussi, nous avons ponctué
le texte de nombreuses remarques à ce sujet. De plus, nous avons profité de l’occasion
pour introduire et discuter en détail, en section 3, un résultat de Kisin jouant un rôle
important au chapitre 3 ; nous en donnons un certain nombre d’applications à notre
contexte. La section 4 est une digression autour de problèmes liés aux extensions de Qp

par Qp(1), i.e. k = 2.

Notations : p désigne un nombre premier. Gp est le groupe de Galois de l’extension
maximale non ramifiée hors de p de Gal(Q/Q). Dp est un groupe de décomposition en p
de Gp, canoniquement identifié à Gal(Qp/Qp). Si X/F est un F -affinoide, A(X) désignera
toujours la F -algèbre affinoide de X.

1. Séries d’Eisenstein critiques et ordinaires de niveau Γ0(p)

1.1. Séries d’Eisenstein. Soit k ≥ 4 un entier pair, Ek la série d’Eisenstein usuelle
de poids k de niveau 1 renormalisée de façon à ce que son coefficient constant soit 1, elle
est alors à coefficients rationnels, donnée par ([94] Chap. 7 §4.2) 21 :

Ek(z) := (2ζ(k))−1
∑

(n,m)6=(0,0)

(nz +m)−k = 1 − 2k

bk

∑

n≥1

σk−1(n)qn

21Les bk sont les nombres de Bernouilli, donnés par la formule t
et−1 =

∑∞
k=0

bk

k! t
k ∈ Q[[t]], cf. loc.cit.

§4.1.
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Fixons p 6= 2 premier dans tout ce qui suit, on rappelle que X0(p) a deux pointes
∞ et 0. À Ek est attaché un C-espace vectoriel dimension 2 de séries d’Eisenstein de
niveau Γ0(p), engendré par Ek(z) et Ek(pz), stable par Up := [Γ0(p)diag(1, p)Γ0(p)]]. Up

y admet pour polynôme caractéristique (X − 1)(X − pk−1), on lui choisit deux vecteurs
propres :

i) Le vecteur propre "ordinaire" Eord
k (z) := Ek(z) − pk−1Ek(pz), de valeur propre 1

sous Up. Ses deux q-développements à l’infini et en 0 commencent respectivement par
1 − pk−1 et 1 − p−1.

ii) Ecrit
k (z) := Ek(z)−Ek(pz), de valeur propre pk−1 sous Up. Ses deux q-développements

à l’infini et en 0 commencent respectivement par 0 et 1 − p−k.

1.2. Représentations galoisiennes. Ecrit
k et Eord

k sont toutes les deux propres
pour les Tl avec l 6= p de valeurs propres 1 + lk−1. La représentation de Gal(Q/Q) semi-
simple p-adique qui leur est attachée par la correspondance de Langlands22 est donc

Qp ⊕ Qp(1 − k)

Elle ne les différencie pas.

Cependant, Qp⊕Qp(1−k) est cristalline restreinte à un groupe de décomposition Dp

en p, son Frobenius cristallin ayant pour polynôme caractéristique (X−1)(X−pk−1). Le
choix de Eord

k où Ecrit
k revient donc à choisir une des deux racines du Frobenius cristallin

de Qp ⊕ Qp(1 − k). Ce choix est crucial dans tout ce qui suit car les déformations
construites dans la théorie des familles p-adiques se font toujours "au moins en niveau
Γ0(p)", et la valeur propre de Up varie analytiquement dans la famille. Nous reviendrons
sur ce point en §4.

Nous devons ici citer le résultat fondamental suivant, dû dans sa totalité à de nom-
breux auteurs, généralisant les remarques précédentes :

Théorème 1.1. Soit f =
∑

n≥0 anq
n une forme modulaire propre normalisée de poids

k et de niveau Γ0(p), ι : C → Qp un isomorphisme de corps, alors ap 6= 0 et il existe une
unique représentation semi-simple continue

ρf : Gp → GL2(Qp)

telle que :
– le polynôme caractéristique d’un Frobenius en l 6= p soit X 2 − ι(al)X + lk−1,

– (ρf)|Dp
soit semi-stable de poids (0, k − 1) et Frobenius cristallin de polynôme ca-

ractéristique (X − ι(ap))(X − pk−1/ι(ap)),

De plus, ρf est irréductible si et seulement si f est parabolique. (ρf )|Dp
est semi-stable

non cristalline si et seulement si f est nouvelle en p, auquel cas a2
p = pk−2.

Nous étudions dans ce qui suit les déformations p-adiques de Eord
k et Ecrit

k fournies
par les familles p-adiques de Coleman (particulièrement pour cette dernière). Pour toute

22On fait correspondre uniformisantes et éléments de Frobenius géométriques (on prend les même
conventions que dans III.2.4 et III.2.6).
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la suite de ce texte, on fixe définitivement un ι : C → Qp, on l’omettra toujours dans les
formules.

2. Déformations p-adiques modulaires de Qp ⊕ Qp(1 − k), k ≥ 4

2.1. La déformation de Eord
k . Les (−bk/2k)Eord

k , k variant, forment la plus an-
cienne des familles p-adiques de formes modulaires ([96] §1.6), elle peut être vue comme
interpolation p-adique continue des q-développements :

k 7→ (−bk/2k)Eord
k = ζp(1 − k)/2 +

∞∑

n=1

σ∗k−1(n)qn, σ∗k−1(n) =
∑

d|n,(d,p)=1

dk−1

Ici, ζp est la fonction zêta p-adique de Kubota-Leopold. Il est aisé de voir que ceci
nous fournit bien une famille p-adique passant par Eord

k au sens utilisé dans cette thèse
(I.6.2.2), i.e que les valeurs propres sous l’action de Up et des Tl varient p-adiquement
analytiquement en k (au moins dans une classe de congruence modulo p− 1). Dans [96]
1.6, Serre explique comment l’existence même de cette famille permet de retrouver des
propriétés p-adiques de ζp.

Enfin, la famille p-adique de représentations galoisiennes attachée à cette famille n’est
autre que la somme directe du caractère trivial et du caractère universel de dimension 1
de

Gal(Q(µp∞)/Q) ' Z∗p
Elle ne fait intervenir que les corps de nombres dans Q(µp∞) et ne peut donc contenir
l’extension que nous cherchons, elle ne sera pas intéressante pour nos applications.

2.2. La famille p-adique passant Ecrit
k .

2.2.1. Comme cas particulier des constructions de R.Coleman ([29],[30]), on peut
inclure Ecrit

k dans une famille p-adique de formes modulaires propres de niveau Γ0(p).
Concrètement, dans notre situation, cela signifie en particulier que l’on peut trouver :

– Une boule affinoide sur Qp autour de k dans Cp, B(k, r) ⊂ Cp,

– un affinoide Ω intègre, régulier de dimension 1, muni d’un morphisme fini et plat
π : Ω → B(k, r),

– pour k′ ∈ (k + (p− 1)N) ∩B(k, r), xk′ ∈ Ω(Qp) tel que π(xk′) = k′,

– ainsi qu’une famille relativement compacte de fonctions analytiques (an)n≥2 bornées
par 1 sur Ω, tels que :

(1) (−bk/2k).Ecrit
k (q) = q +

∑

n≥2

an(xk)q
n

(2) Pour tout k′ ∈ (k + (p− 1)N) ∩ B(k, r),

q +
∑

n≥2

an(xk′)qn
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est le q-développement d’une forme modulaire fk′ propre de poids k′ et niveau Γ0(p),

(3) x 7→ v(ap(x)) est constante égale à k − 1 sur Ω.

Nous ne reviendrons pas sur les techniques permettant de construire de telles familles,
elles sont discutées à plusieurs endroit dans cette thèse (cf. I.6.2, II.3.1, III.8.1). Bien
qu’en tant que forme modulaire "usuelle" la série d’Eisenstein Ecrit

k n’est évidemment
pas une forme parabolique, on a vu plus haut qu’elle s’annule tout de même sur la pointe
∞ de X0(p), elle est donc parabolique-surconvergente au sens de [33] §3.6. Mieux on a
le :

Fait : Dans la famille ci-dessus passant par Ecrit
k , les formes modulaires fk′ sont

paraboliques, i.e s’annulent aux deux pointes de X0(p)Qp
.

En effet, fk′ est une forme modulaire propre de poids k′, de niveau Γ0(p), et de
pente k − 1. Écrivant fk′ = A + B ou A est une forme propre parabolique, B une série
d’Eisenstein, on en déduit que B est de pente k−1. Mais X0(p) n’ayant que deux pointes,
B est nécessairement combinaison linéaire de Eord

k′ et Ecrit
k′ . Or Up n’admet pas la pente

k − 1 /∈ {0, k′ − 1} sur cet espace, donc B = 0, ce que l’on voulait.

2.2.2. Formulons ceci en terme de représentations galoisiennes. La relative compacité
de la famille de fonctions (an)n≥2, ainsi que le théorème 1.1 pour les fk′, nous permet
aisément de définir une fonction continue (cf. I.7.1 pour des détails)

T : Gp → A(Ω)

telle que si l 6= p, T (Frobl) = al. Si x ∈ B(k, r)(Qp), on notera Tx : Gp → Qp la com-
position de T avec l’évaluation en x. En particulier, Txk

est la trace de la représentation
Qp ⊕ Qp(1 − k) ; et pour tout entier k′ ≥ k dans la même classe de congruence modulo
p− 1, Txk′

est la trace de la représentation galoisienne p-adique ρfk′
.

Remarques : Une différence majeure avec la déformation de Eord
k est que si k′ > k,

les ρfk′
sont des représentations irréductibles ! 23 En particulier, les corps de nombres

attachés aux noyaux de ces représentations sont certainement non abéliens.

L’identité Txk′
= trace(ρfk′

) entraîne aisément que T est un pseudo-caractère de
dimension 2 au sens de [86] et [106] (voir aussi III.7.2.1 dans cette thèse). On ne peut
cependant pas lui attacher "canoniquement" de représentation Gp → GL2(Ω) dont c’est
la trace, mais plutôt un ensemble fini de représentations, non toutes isomorphes en
général. La raison de ceci est grossièrement que Txk

est la trace de la représentation
Qp ⊕ Qp(1 − k) de Gp, qui n’est pas irréductible. Aussi d’éventuelles extensions l’ont
encore pour trace. Ce point n’est pas un détail, il montre d’une part que la donnée
du pseudo-caractère est plus fondamentale en général que celle de la représentation elle
même, qui dépend d’un "choix de réseaux", et d’autre part il nous permettra de "choisir"
l’extension comme on la désire. C’est ce que nous faisons dans la section suivante dans
notre cas particulier. Ces questions ont été étudié en détails dans cette thèse au §III.7.

23et ce même restreinte à un groupe de décomposition en p, en fait, pour des raisons de théorie de
Hodge p-adique
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3. Construction d’extensions

Dans cette partie, nous expliquons comment la construction d’une déformation ir-
réductible d’une représentation réductible de dimension 2 permet de construire des ex-
tensions, et nous l’appliquons à notre cas. Nous commençons par rappeler un lemme de
Ribet, que l’on applique ensuite pour construire l’extension cherchée.

3.1. Reprise de l’argument de Ribet.

3.1.1. Le lemme des réseaux de Ribet. (cf. [79], [4]).

Soient K un corps muni d’une valuation discrète, d’anneau de valuation A, π une
uniformisante, k := A/πA et K̂ le complété de K. Un réseau de K2 est un sous-A-module
libre de rang 2, deux réseaux Λ1 et Λ2 sont dits homothétiques si il existe λ ∈ K∗, λΛ1 =
Λ2. Nous allons faire quelques brefs rappels sur l’arbre de PGL2(K) (cf. [95] Chap 2).

Soit T le graphe dont les sommets sont les classes d’homothéties de réseaux de K2,
et dont les arêtes relient deux classes d’homothéties de réseaux ayant des représentants
Λ1 ⊂ Λ2 tels que Λ2/Λ1 ' k comme A-module. Il est bien connu (par exemple [95]Chap.
2 thm. 1) que T est un arbre, chaque sommet ayant ses voisins à distance n indexés par
P1(A/πnA). Notons de plus GL2(K) agit sur les sommets de T de façon transitive et par
isométries.

Soit G un groupe et ρ : G→ GL2(A) une représentation, telle que l’action déduite de
G sur K̂2 soit irréductible. G agit à travers Im(ρ) sur l’arbre T , et on note S l’ensemble des
sommets de T fixés par tous les éléments de G, i.e les classes d’homothéties de réseaux
stables par G. G agissant sur T par isométries, S est connexe. De plus, G agissant
irréductiblement sur K̂2, S est de diamètre fini ([95] p.106).

Étant donné que det(ρ(G)) ⊂ A∗, tous les réseaux d’une classe stable par G sont
stables. Chaque réseau stable Λ nous fournit une représentation ρΛ : G → GLA(Λ) '
GL2(A), et en particulier une représentation résiduelle :

ρ̄Λ : G→ GL2(k)

Si g ∈ G, le polynôme caractéristique de ρ̄Λ(g) est indépendant de Λ, car c’est la réduction
modulo π de celui de g ∈ GL2(A). Un théorème de Brauer-Nesbitt (cf. [37] 30.16) 24

assure alors que la semi-simplification (ρ̄Λ)ss de ρ̄Λ est indépendante du réseau stable Λ
choisi, on la note ρ̄.

Enfin, si Λ est un réseau stable, il est clair que les droites stables par G dans Λ/πΛ '
k2 sont en bijection avec les éléments de S qui sont voisins de la classe de Λ dans T . Ceci
nous permet de comprendre l’ensemble des classes de réseaux stables par G dans K2.

Exemples : - D’après la dernière remarque ci-dessus, S n’a qu’un élément si et seule-
ment si ρ̄ est irréductible. Dans ce cas, le choix d’un réseau stable est unique à homothétie
près, et les constructions ci-dessus ont moins d’intêret.

24C’est classique si la caractéristique de k est nulle, ce qui sera le cas dans notre application
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- Supposons que ρ̄ ' χ1 ⊕χ2 soit somme de deux caractères distincts de G sur k. On
en déduit que S est un segment fini de T contenant au moins deux sommets. Dans ce
cas, les deux sommets au bord de ce segment fournissent des extensions non triviales :
une de χ1 par χ2 à l’un des sommet, une de χ2 par χ1 à l’autre. Les sommets éventuels
qui ne sont pas au bord de S fournissent des extensions scindées.

- Si ρ̄ est somme de deux caractères égaux, alors n’importe quel point du bord de S
nous fournit une extension non triviale entre ces derniers. On a en particulier montré le :

Lemme 3.1. ([79]) Si ρ̄ est somme de deux caractères χ1 et χ2, il existe un réseau
stable dont la représentation résiduelle est une extension non triviale de χ1 par χ2.

Ainsi, pour construire une extension non triviale de χ1 par χ2, il suffit de construire
une déformation "génériquement irréductible" d’une extension (éventuellement scindée)
entre χ1 et χ2. C’est exactement cette technique que nous allons appliquer dans ce
qui suit. Notons que si G ⊂ GL2(A) agit absolument irréductiblement sur K2, il agit
irréductiblement sur K̂2.

3.1.2. Exemple : La réciproque du théorème de Herbrand. ([79]) Dans ce paragraphe,
nous redonnons brièvement, en les termes de la partie précédente, l’argument original25

de [79], prouvant la réciproque d’un théorème de Herbrand. On va montrer que si p > 3
divise bk pour 4 ≤ k ≤ p − 1 un entier pair, alors il existe une extension continue non
triviale

0 → Fp(1 − k) → r → Fp → 0

comme représentation de Gp, qui est scindée restreinte à Dp. Par la théorie du corps
de classes, rappelons que cela implique en particulier que p divise le nombre de classes
de Q(µp).

i) On commence par remarquer que par l’hypothèse sur bk, g := −(bk/2k)Ek est
une forme modulaire "parabolique modulo p" de poids k et niveau 1. Un résultat de
"changement de base" dû à Katz (une version parabolique de [61] thm 1.8.1, nécessitant
k > 2 et p > 3), combiné au "lemme de Deligne-Serre" ([38] lemme 6.1) entraîne qu’il
existe une forme parabolique f propre de niveau 1 et de poids k congrue à g modulo p.
On considère alors

ρ := ρf : G := Gp → GL2(K)

(K/Qp étant un corps local assez grand). ρ est une représentation irréductible telle que

ρ̄ ' Fq ⊕ Fq(1 − k), Fq ' OK/(π)

On est donc dans le contexte du §3.1.1,G fixant un segment fini de l’arbre T de PGL2(K).

ii) Le théorème 1.1 entraîne alors que ρ|Dp
est cristalline ordinaire, et par la théorie

de Fontaine que ρ|Dp
est une extension de K(1 − k) ⊗ χ par χ, χ : Dp → O∗K étant

un caractère non ramifié. En particulier, tout réseau Λ de K2 stable par Dp contient un

25Rigoureusement, l’argument donné ici est plus simple que celui de loc.cit., mais il utilise le théorème
1.1 ainsi qu’un peu de théorie des représentations ordinaires, alors que Ribet était contraint à ne travailler
qu’en poids 2.
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OK-module libre de rang 1 facteur direct de Λ, stable par Dp, et sur lequel Dp agit par χ.
Comme Dp agit réductiblement sur GL2(K), il fixe une demi-droite S ′ dans T contenant
S (exercice). Soit Λ un réseau dont la classe d’homothétie est le sommet de T au bord
de S qui est le plus éloigné du bord de S ′, alors r := ρ̄Λ convient. �

Remarques : Indiquons brièvement le lien avec l’analogue modulo p de la conjecture
de Bloch-Kato. Il est bien connu (cf. [94] VII §4) que

ζ(k) =
2k−1

k!
bkπ

k

Ainsi, si 2 ≤ k ≤ p− 1, l’hypothèse p|bk s’écrit encore

ordp(ζ(k)/π
k) > 0

Enfin, la conclusion est encore l’existence d’une extension non triviale et continue de Fp

par Fp(1 − k), non ramifiée hors de p et avec la condition spéciale en p d’être scindée,
comme le prédirait la formule (*) s’il on y remplaçait Qp par Fp.

Dans le paragraphe qui suit, nous appliquerons "à la Skinner-Urban" ([102]) une
variante de cette méthode dans laquelle K est le corps des fractions de l’anneau des
germes en un point d’un affinoide régulier de dimension 1. Nous avons mis en évidence
deux étapes dans la démonstration : l’argument de déformation irréductible en i), puis le
choix de réseau combiné à de la théorie de Hodge p-adique en ii). C’est le schéma général
de ce genre de preuve.

3.2. Construction de l’extension de Qp par Qp(k − 1), k > 2.
3.2.1. Propriétés de l’extension à construire. Nous cherchons à construire, pour k > 2

un entier pair, une extension rk de Qp(k−1) par Qp, et ce car ζ(2−k) = 0. Cette extension
doit être un élément non nul du groupe de Bloch-Kato H1

f (Q,Qp(k − 1)) (voir [44]), ce
qui signifie que :

– rk n’est pas scindée,

– rk est une représentation continue de Gal(Q/Q),

– (Condition en l 6= p) rk se factorise par Gp,

– (Condition en p) (rk)|Dp
est une représentation cristalline.

En fait, il est connu (cf. [78] proposition 3.1) qu’une extension continue (comme
représentation de Dp) de Qp par Qp(n) avec n > 0 est automatiquement semi-stable,
et qu’elle est cristalline si n > 1. Ainsi, comme k > 2, nous avons juste à construire
une représentation continue de Gp, extension non triviale de Qp par Qp(k − 1). Quitte
à twister par Qp(1 − k), cela revient à trouver une extension continue non triviale de
Qp(1 − k) par Qp, ou encore une extension continue non triviale de E(1 − k) par E, E
étant un corps local quelconque. C’est ce que nous allons faire.

3.2.2. Construction. Reconsidérons le pseudo-caractère continu de dimension 2 défini
en 2.2.2,

T : Gp → A(Ω)
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Nous affirmons que quitte à diminuer r, remplacer Ω par un revêtement fini, et à relever
arbitrairement les xk′ en des points de ce dernier, ce que l’on fait, T est la trace d’une
représentation continue

ρ : Gp → GL2(A(Ω))

et tel que la représentation déduite sur Frac(A(Ω))2 soit absolument irréductible.

Admettant ceci pour l’instant, fixons E un corps local tel que xk ∈ Ω(E). Txk
est

alors la trace de la représentation Qp ⊕ Qp(1 − k). On considère A l’anneau local rigide
de Ω en xk, c’est un anneau de valuation discrète. On pose de plus K := Frac(A).
La représentation ρ : Gp → GL2(A), déduite de A(Ω) ⊂ A rentre dans le champs
d’application du paragraphe §3.1.1. ρ̄ est ici E ⊕ E(1 − k), on peut donc appliquer 3.1
et choisir un réseau Λ dans K2 (unique à homothétie près) dont l’extension résiduelle
associée est une extension non triviale de E(1− k) par la représentation triviale sur E :

0 → E → ρ̄Λ → E(1 − k) → 0

La continuité de cette extension comme Gp-représentation découle de la continuité
de T : Gp → A(Ω) et d’un lemme général, que nous ne redémontrons pas ici, mais qui
est le corollaire III.7.2. �

Remarque : Il est aisé de vérifier que quitte à diminuer r, la représentation ρΛ provient
par extension des scalairs A(Ω) ⊂ A d’une représentation continue Gp → GL2(Ω) (cf.
III.8.3, III.7.1 v) ). Ainsi, nous avons construit une représentation continue

Gp → GL2(A(Ω))

qui se spécialise en xk ∈ Ω(E) en l’extension que nous cherchions.

3.2.3. Quelques détails techniques. Pour finir, donnons des indications sur l’affirma-
tion faite plus haut ; on se référera au §III.7.2.1 pour des détails complets.

Soit L le corps des fractions de A(Ω), T : Gp → L est un pseudo-caractère de
dimension 2 et donc, par [86] §4.2, c’est la trace d’une représentation semi-simple de
Gp dans GL2(L

′) ou L′/L est une extension finie (c’est à cause de ce résultat que nous
devons remplacer Ω par un revêtement fini). Il est aisé de vérifier qu’elle est absolument
irréductible en utilisant le fait que les ρfk′

le sont.

La normalisation de A(Ω)) dans L′ est encore une algèbre affinoide ([15] 6.1.2/4),
fini et plate sur A(Ω), on la note A(Ω′). Quitte à diminuer r en r′ et à remplacer Ω′

par Ω′ ×B(k,r) B(k, r′), le lemme III.7.1 iv) nous donne l’existence d’un A(Ω′)-module
libre de rang 2 dans (L′)2 qui soit stable par G. La continuité de la représentation
Gp → GL2(A(Ω′)) obtenue découle alors de III.7.1 v). Cela conclut �.

4. Déformations de représentations cristallines, d’après Kisin

Nous allons donner une autre façon de prouver la cristallinité de l’extension construite
plus haut, i.e. sans évoquer le résultat sur les représentations ordinaires de [78] 3.1, mais
basée sur un théorème de Kisin. Cet argument joue un rôle important à deux reprises
dans l’argument final de III.9, en III.9.1 et en III.9.4, pour lesquels on ne peut pas
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appliquer [78]. Une des deux questions (relative à III.9.1) admet pour analogue direct
dans le cadre de cette annexe l’étude de certaines extensions continues de Qp par Qp(1)
comme Gp-représentations, autrement dit pour k = 2, nous y reviendrons dans la section
suivante.

4.1. La problématique.

4.1.1. Reprenons à cet effet la représentation continue

ρ : Gp → GL2(A(Ω))

dont l’évaluation en xk est l’extension de E par E(1 − k) plus haut (cf. la remarque du
§3.2.2). Quitte à remplacer E par une extension finie, on peut supposer que tous les xk′

sont dans Ω(E). Notons que pour k′ > k, l’irréductibilité de ρfk′
entraîne que

ρxk′
' ρfk′

L’étude locale de la représentation ρ de Gp est relativement simple aux nombres premiers

l 6= p. C’est la donnée d’une classe de conjugaison dans GL2(A(Ω)), image de la classe de
conjugaison des Frobenius géométriques en l, dont on connaît le polynôme caractéristique

X2 − alX+ < l >∈ A(Ω)[X],

< l > étant ici l’unique élément de A(B(k, r)) tel que < l >k′= lk
′−1 si k′ ∈ k+(p−1)N.

Il est évidemment plus subtil de comprendre la restriction de ρ à Dp, ne serait-ce que
parce qu’il l’est déjà de comprendre les (ρfk′

)|Dp
(à ce sujet, voir [77],[34], [16] §3.4).

4.1.2. D’après le théorème 1.1, si f = q +
∑

n=2 anq
n est une forme modulaire

parabolique propre de poids k et niveau Γ0(p), (ρf )|Dp
est une représentation galoisienne

p-adique semi-stable. Ses poids de Hodge-Tate sont (0, k− 1) et son Frobenius cristallin
a pour polynôme caractéristique (X − ap)(X − pk−1/ap) dans notre cas.

Il n’est pas du tout évident de comprendre comment varient les structures de Hodge p-
adiques dans une famille p-adique de représentations cristallines, et ce déjà en dimension
2. Nous allons analyser à cette fin l’exemple donné par ρ|Dp

. Il sera commode dans tout
ce qui suit de poser

ρ′ := ρ|Dp

Nous allons nous concentrer principalement sur les deux informations "en p" données
par la construction de la famille : le poids π et la valeur propre ap. Nous ne dirons rien
sur l’évolution des filtrations.

4.1.3. Variation des poids. Dans la donnée de la famille en §2.2.1, on dispose d’un
morphisme analytique (fini et plat)

π : Ω → B(k, r) ⊂ A1

ayant la propriété que π(xk′) = k′. Ainsi, à un décalage de 1 près, π donne le second
poids de Hodge-Tate de ρxk′

. Le premier poids étant constant égal à 0, on en déduit que
les deux poids de Hodge-Tate varient analytiquement dans la famille.

Comme on le remarque en considérant det(ρ′), ρ′x n’est pas de Hodge-Tate si π(x) /∈ Z.
Mieux, la théorie de Sen ([98],[99]) permet d’interprêter π(x) pour tout point x ∈ Ω(E)
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en terme des poids de Hodge-Tate généralisés de ρ′x. En particulier elle montre que si
π(x) /∈ Z, aucun twist de ρx par un caractère continue n’est de Hodge-Tate. Ainsi,
pour la plupart des x ∈ Ω(E), ρ′x ne rentre pas dans la classification de Fontaine, et
ce bien qu’elle apparaisse naturellement dans les déformations de représentations qui en
font partie. D’un point de vue modulaire, ces représentations sont aux représentations
semi-stables ce que les formes modulaires p-adiques surconvergentes sont aux formes
modulaires usuelles.

4.1.4. Variation du Frobenius cristallin. Commençons par une remarque. Si k ′ > 2k,
la dernière assertion de 1.1 ainsi que la propriété (3) de 2.2.1 montrent que ρ′xk′

est
cristalline, fk′ étant alors ancienne en p. Les z ∈ Ω(E) tels que ρ′z est cristalline sont
donc Zariski-denses de Ω(E), on pose

Z := {xk′ , k′ > 2k}
Contrairement aux cas l 6= p, il n’y a pas de polynôme P ∈ A(Ω)[T ] dont l’évaluation

aux z ∈ Z coïncide avec le polynôme caractéristique du Frobenius cristallin de ρ′z. On
le voit par exemple à cause de la présence du pk′−1 qui ne varie pas continuement p-
adiquement avec k. Il faut bien sûr noter que le Frobenius cristallin n’est pas représenté
par un élément de Dp. Un point crucial est que par contre

F1 := ap ∈ A(Ω)

est une fonction analytique sur Ω qui en tout point xk′ est une racine du Frobenius
cristallin de ρ′xk′

. En particulier, on dispose d’un choix analytique d’une telle racine.
Bien que "l’autre racine", donnée par pπ(z)−1/ap, ne varie pas analytiquement, c’est tout
de même le cas sa renormalisation par pπ(z)−1. On pose :

F2 := 1/ap ∈ A(Ω)

Si z ∈ Z, le triplet

(ρ′z, F1(z), p
π(z)−1F2(z))

est une représentation cristalline raffinée (cf. [73], I.7.5,III.6.1). Cela signifie que ρ′z est
une représentation cristalline pour laquelle on a ordonné les valeurs propres de son Fro-
benius cristallin F1(z) et pπ(z)−1F2(z). Ce raffinement varie analytiquement avec ρ′ dans
le sens que F1 et F2 sont dans A(Ω) : les valeurs propres de Frobenius "normalisées par
les poids de Hodge-Tate dans l’ordre croissant" varient analytiquement. On pourra noter
que toujours en ce sens, les représentations cristallines raffinées

(ρ′z, p
π(z)−1F2(z), F1(z))z∈Z

ne varient pas analytiquement sur Ω.

Remarques :

– Une représentation cristalline

r : Gal(Qp/Qp) → GL2(Qp)
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Hodge

Newton

0 1 2

k−1

k’−1

Fig. 4. Polygones de Hodge et Newton de Dcris(ρfk′ |Dp
) pour k′ > 2k

admet toujours au plus 2 raffinements possibles, et exactement 2 si les valeurs
propres de son Frobenius cristallin sont distinctes 26. Si elle est ordinaire de poids
(0, k − 1) (k ≥ 2), son Frobenius cristallin a une valeur propre unité p-adique x,
et une autre y de valuation k − 1 > 0. r admet donc toujours exactement deux
raffinements : le raffinement ordinaire (r, x, y) et le raffinement critique (r, y, x).

– En termes modulaires, ces deux choix correspondent au fait bien connu qu’à une
forme propre de niveau 1 on peut attacher une ou deux formes propres "jumelles"
de niveau Γ0(p). C’est ce que nous avons fait avec Ek pour obtenir Ecrit

k et Eord
k .

Ce phénomène est expliqué en détails dans un cadre relativement général en I.4.8
et III.5.

– De ce point de vue, les familles p-adiques de Coleman permettent non seulement de
déformer p-adiquement une représentation galoisienne de type ρf , mais de déformer
ρf munie d’un raffinement. En général, deux déformations d’une même représenta-
tion selon deux raffinements distincts sont très différentes (voir ci-dessous).

– Bien avant les travaux de Coleman, Hida avait construit des familles p-adiques
de formes modulaires sous l’hypothèse d’ordinarité en p, et ce dans un double
sens : la forme de départ devait être ordinaire en p (i.e. v(ap) = 0), mais aussi
toutes les formes de la famille. Autrement dit, il construisait des déformations de
représentations ordinaires munies de leur raffinement ordinaire. C’est par exemple
le cas de la famille passant par Eord

k , mais pas celui de celle passant par Ecrit
k . Dans

les deux cas, on déforme la même représentation ordinaire

Qp ⊕ Qp(1 − k),

mais les deux déformations construites sont effectuées selon des raffinements dif-
férents. Il est clair au moins sur cet exemple que ces deux déformations de Qp ⊕
Qp(1− k) sont vraiment très différentes : la première est réductible, la seconde est

26Il semble conjecturé si r provient de la géométrie, ces valeurs propres sont toujours distinctes.
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irréductible (et ce même restreint à un groupe de décomposition en p, comme le
montre la figure 1, voir aussi III.9.1)

4.2. Énoncé et application. Le résultat suivant, dû à Kisin, est un théorème
relatif aux variations de représentations cristallines raffinées de Gal(Qp/Qp). On pourra
en trouver une version en ces termes et en dimension n en III.6.1.

Avec les notations de 4.1.4, pour chaque z ∈ Z, Dcris(ρz) est un E-espace vecto-
riel de dimension 2 muni de son Frobenius cristallin ϕ, dont les valeurs propres sont
(ap(z), p

π(z)−1/ap(z)). En particulier Dcris(ρz)
ϕ=ap(z) 6= 0. Il se trouve que cela s’étend à

tout x ∈ Ω(E) :

Proposition 4.1. ([64] prop. 6.3) Pour tout x ∈ Ω(E),

Dcris(ρ
′
x)

ϕ=ap(x) 6= 0

Ainsi, tous les ρ′x admettent au moins une période cristalline. Ceci nous fournit entre
autre une interprétation galoisienne du coefficient ap même dans le cas où ρ′x n’est pas
attachée à une forme modulaire classique, mais seulement à une forme surconvergente.
Cela a de nombreuses applications, pour lesquelles nous renvoyons à l’introduction de
[64].

Paradoxalement peut-être, nous allons nous servir de 4.1 au point xk, en lequel
ap(xk) = pk−1, pour reprouver comme promis la cristallinité de l’extension construite
en 3.2.2. On déduit donc de 4.1 que :

Dcris(ρ
′
xk

)ϕ=pk−1 6= 0

Mais ρ′xk
est une extension de E(1−k) par la représentation triviale sur E. En particulier,

il est "trivial" 27 que
E ' Dcris(E) ⊂ Dcris(ρ

′
xk

)

Le Frobenius cristallin agissant par 1 sur Dcris(E), on a

Dcris(ρ
′
xk

)ϕ=1 6= 0

Puisque 1 6= pk−1, on a redémontré que la dimension sur E de Dcris(ρ
′
xk

) est au moins
2, c’est donc exactement 2, i.e. ρ′xk

est cristalline, ce qu’il fallait démontrer. Notons que
nous avons uniquement utilisé k > 1 dans cette partie.

Remarques :

– Tout analogue plausible de la proposition 4.1 faisant intervenir F2(x) semble faux
en général, par exemple il est faux que Dcris(ρ

′
x(π(x)−1))ϕ=a−1

p (x) 6= 0. Si π(x) ∈ Z,
cela montrerait que ρx est cristalline dès que π(x) est un entier distinct de 2k − 1,
car Dcris(ρ

′
x) serait de dimension 2. Ceci est impossible si π(x) est entier négatif,

car le polygone de Newton serait en dessous du polygone de Hodge.

27On rappelle que Dcris(−) est un foncteur exact à gauche, car Dcris(V ) := (V ⊗Qp
Bcris)

Gal(Qp/Qp).

De plus, B
Gal(Qp/Qp)

cris = Qp.
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– On peut se demander ce que l’on obtiendrait en considérant une famille p-adique
de Coleman passant par une forme modulaire propre f de poids k et niveau Γ0(p)
nouvelle en p. Il est connu d’Atkin-Lehner que dans ce cas nous n’avons pas le choix
pour ap

28 : il satisfait

a2
p = pk−2,

c’est donc la valeur propre du Frobenius cristallin de ρf de plus petite valuation,
l’autre étant pap. Le renseignement donné par 4.1 n’est alors pas contradictoire
avec le fait que ρf est semi-stable non cristalline. Il l’aurait été si l’on avait pu
choisir la valeur propre pap comme première valeur propre du raffinement. Cela
reprouve en particulier la relation a2

p = pk−2.

– Enfin, notons que dans le cas d’une famille ordinaire de Hida, on pourrait retrouver
simplement 4.1. En effet, utilisant la réductibilité d’une infinité de ρ′x, on voit
aisément (quitte à faire une extension finie de Ω) que ρ′ a un sous-A(Ω)-module
de rang 1 facteur direct de A(Ω)2, qui est stable par Dp. Il suit d’un argument de
densité que Dp y agit de manière non ramifiée, et qu’un relèvement de Frobenius
géométrique agit par multiplication par ap, ce qui conclut.

5. Digression sur le cas k = 2

Dans la preuve du théorème principal du chapitre 3, nous sommes confrontés à un
phénomène nouveau par rapport à la méthode de cette annexe. En effet, l’argument
de choix de réseaux "à la Ribet", qui est fait dans GL(3) cette fois-ci, ne nous fournit
pas à tous les coups l’extension que l’on cherche . Précisément, et c’est inévitable, il
nous fournit soit l’extension que l’on cherche, soit une extension non triviale de Qp par
Qp(1) (cf. III.9.3 iii. ainsi que la remarque III.9.1). Dans les deux cas nous contrôlons
suffisamment bien la ramification hors de l, et nous pouvons (et devons !) appliquer
les techniques du paragraphe précédent pour montrer que dans tous les cas l’extension
construite est dans le H1

f correspondant. Mais on a la :

Proposition 5.1. Soit F un corps de nombres, alors

ords=0ζF (s) = h1
f(F,Qp(1)) = r1 + r2 − 1

En particulier, h1(F,Qp(1)) = 0 si et seulement si F = Q ou F est quadratique
imaginaire.

Preuve : On montre que les deux premiers termes valent le troisième. L’équation
fonctionnelle de la fonction zêta de Dedekind de F (cf. [70] Chap. 8 §2, 13 §3) permet
de voir que le terme de gauche vaut r1 + r2 − 1 (les ri viennent de facteurs Γ, le −1 est
dû au pôle simple en 1). Le terme au centre se calcule par la théorie de Kummer (cf. par
exemple [88]), elle montre que H1

f (F,Zp(1)) ' O∗F ⊗Z Zp. Ainsi, h1
f(F,Qp(1)) est le rang

du groupe des unités de F . Le théorème des unités de Dirichlet conclut. �

28Cela vient de ce dans la représentation de Steinberg de GL2(Qp) (et ses twists non ramifiés) les
invariants sous un sous-groupe d’Iwahori sont de dimension 1 sur C.
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On conclut le raisonnement plus haut en remarquant que dans notre cas ζ(0) 6= 029,
i.e. il n’existe pas d’extension non triviale de Qp par Qp(1) qui soit dans le H1

f , ce qui
signifie que l’on a construit l’autre extension. Nous allons terminer cette annexe sur deux
phénomènes liés aux extensions de Qp par Qp(1) dans la lignée des préoccupations de
cette annexe. Je tiens à remercier E.Urban pour certaines remarques éclairantes liées à
ce qui suit.

5.1. ζ(0) 6= 0 implique que E2 n’est pas surconvergente. Nous nous proposons
dans ce paragraphe de montrer comment les techniques cette annexe permettent de
montrer que E2 n’est pas surconvergente. Par cela on entend qu’il n’existe pas de forme
modulaire p-adique surconvergente de niveau 1 de q-développement

E2(q) := 1 − 24
∑

n≥1

σ1(n)qn, σ1(n) :=
∑

d|n

d

Ce résultat est a été prouvé dans [32], et peut être déduit simplement des techniques de
cette annexe ; cette idée est déjà présente dans [102] remarque 4.5.

Il est bien connu ([96] §2.1 Exemples) qu’il existe une forme modulaire p-adique de
poids 2 et de niveau 1 de q-développement E2(q)

30. Le problème est donc de montrer
que cette forme est non surconvergente. Supposons donc, par l’absurde, qu’elle le soit,
on la note E2. Elle est propre pour tous les Tl de valeur propre 1 + l. Par la théorie du
sous-groupe canonique, on peut aussi la voir comme une forme surconvergente de poids
2 et de niveau Γ0(p). Or il est connu 31 que

(1 − pk−1) − 24(
∑

n≥1

σ∗1(n)qn), σ∗1(n) :=
∑

d|n,(d,p)=1

d

est le q-développement d’une forme modulaire classique de poids 2 de niveau Γ0(p), on
la note Eord

2 . En particulier,

Ecrit
2 := p1−kEord

2 + (1 − p1−k)E2

est une forme modulaire surconvergente de poids 2 et niveau Γ0(p) ayant le q-développe-
ment de Ecrit

2 (q) analogue à celui de Ecrit
k défini en 1.1, pour k = 2. Jusqu’ici nous avons

en fait simplement montré que la surconvergence de E2(q) équivaut à celle de Ecrit
2 (q),

et nous supposons donc que Ecrit
2 (q) est surconvergente.

Dans ce cas, la théorie de Coleman permet de construire une famille p-adique passant
par Ecrit

2 tout comme en 2.2.1, avec pour raffinement (2, 1) en x2. L’argument de réseau
effectué en 3.2.2 s’applique encore, permettant de construire une extension continue
comme Gp-représentations de E(−1) par E, qui est donc semi-stable par [78]. C’est
encore insuffisant pour conclure, car il existe de telles représentations. On montre enfin

29Dans le chapitre 3, nous travaillons précisément sur un corps quadratique imaginaire, plutôt que
sur Q.

30Il faut rappeler à ce stade que la série définissant Ek(z) en 1.1 ne converge pas absolument pour
k = 2. Mieux, on vérifie aisément qu’il n’existe pas de forme modulaire de poids 2 en niveau 1.

31C’est par exemple une conséquence du théorème de Hida : "Une forme modulaire p-adique ordinaire
de poids k ≥ 2 est classique en niveau Γ0(p)"
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que cette représentation est cristalline comme en 4.2 : on a donc construit un élément
non trivial de H1

f (Q,Qp(1)). C’est la contradiction cherchée !

5.2. Construction d’une extension de Qp par Qp(1) au point non tempéré
des courbes de Hecke quaternioniques. (cf. II.6.2)

5.2.1. Soit d un nombre premier fixé, (p, d) = 1. Nous allons montrer comment
construire, toujours par déformation p-adique de formes modulaires, une extension non
triviale de Qp par Qp(1) qui soit cristalline en p, non ramifiée hors de pd et semi-stable
en d. Cette extension n’est pas stricto-sensu dans H1

f (Q,Qp(1)) à cause de la condition
affaiblie en d. Elle est prédite par l’annulation en 0 de la fonction ζ de Riemann privée
de son facteur Eulérien en d.

Notons qu’il est trivial de construire abstraitement l’extension cherchée en considérant
les systèmes compatibles de pn−division de l dans Q. Nous voyons cependant deux
intérêts à ce paragraphe :

1) Il montre que ces extensions se construisent aussi par la méthode de cet appendice,

2) On peut utiliser des familles p-adiques pour des formes automorphes sur une
algèbre de quaternion définie pour le démontrer, rapprochant ainsi la méthode de cette
annexe avec celle du chapitre 3.

5.2.2. Considérons l’algèbre de quaternions D sur Q de discriminant d, D(R) est
l’algèbre des quaternions réels (cf. II.3.2.2). Fixons un ordre maximal DZ de D ainsi
qu’un isomorphisme D ⊗Z Zp ' M2(Zp), on pose alors

U0(p) := (DZ ⊗ Ẑ)∗ ∩ Γ0(p)

Les représentations automorphes de D sont toutes discrètes, les seules qui sont non
tempérées étant abéliennes de dimension 1. En niveau U0(p), il n’y en n’a qu’une qui est
la représentation triviale, obtenue sur l’espaces des fonctions constantes

D∗(Q)\D∗(A)/U0(p) → C

A désigne ici les adèles de Q. Notons Ecrit,d−ord
2 la fonction constante égale à 1 sur D∗(A).

L’algèbre de Hecke globale, engendrée par Up, les Tl avec l 6= p, d, et Ud (cf. II.5.1), y
admet pour valeurs propres respectives : p, 1 + l et 1. La représentation galoisienne
p-adique semi-simple attachée à la Langlands à Ecrit,d−ord

2 est donc comme prévu

Qp ⊕ Qp(−1)

5.2.3. Il se trouve que la théorie des familles p-adique pour D∗ (cf. [21], II.3.2.2),
qui se fait en niveau U0(p), ne distingue pas du tout cette forme des autres, qui sont
tempérées et dont les représentations galoisiennes associées sont absolument irréductibles.
On dispose ainsi d’une famille p-adique de pente 1 passant par Ecrit,d−ord

2 tout comme
en 2.2.1, les q-développements étant simplement remplacés par des systèmes de valeurs
propres. L’analogue du Fait loc.cit. est que les autres formes quaternioniques de la famille
ont des représentations galoisiennes irréductibles, ce qui est immédiat dans notre cas. La
construction de la famille de représentations galoisiennes vaut aussi à ceci près que l’on
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a de la ramification en d. Le même argument de réseau qu’en §3.2.2 nous permet encore
de construire une représentation continue :

Gdp → GL2(A(Ω))

qui se spécialisant en x2 en une extension non triviale de E(−1) par E. On montre
que cette extension est cristalline toujours par l’argument du §4.2. Il reste à regarder
l’action d’un groupe de décomposition Dd en d. Si l’extension ci-dessus était scindée
restreinte à Dd, son twist par Qp(1) aurait comme sous-quotient un élément non trivial
dans H1

f (Q,Qp(1)). Elle ne l’est donc pas, ce qui conclut. �

Remarques :

– Nous aurions pu prendre plus généralement d sans facteur carré avec un nombre
impair de diviseurs premiers dans l’argument ci-dessus. De plus, le "cas général" d
sans facteur carré peut se faire aussi en utilisant des séries d’Eisenstein classiques
de poids 2 de niveau pd.

– Soit Π la représentation de dimension 1 de D∗(A) sur C.Ecrit,d−ord
2 , son L-paramètre

restreint au groupe de Weil-Deligne de Qd a une monodromie non triviale. Il est
amusant de constater que si l’on décide d’attacher à Π l’extension non triviale
de Qp(−1) par Qp construite ci-dessus plutôt que simplement sa semi-simplifiée
Qp(−1)⊕Qp, alors la compatibilité avec la correspondance de Langlands locale est
satisfaite à toutes les places 6= p, y compris d.

– Les méthodes de cette annexe et celles du chapitre 3 peuvent paraître différentes
en ce sens qu’ici nous utilisons des séries d’Eisenstein, alors que là nous avions
des représentations automorphes discrètes. Avant d’en discuter, il faut noter que
le point commun important des deux versions est que les formes utilisées sont non
tempérées. Dans la pratique, ce qui compte pour la méthode est l’aptitude qu’a
la forme dont on part (en général non ramifiée en p) à s’inscrire dans une famille
p-adique en niveau Γ0(p) et ce avec de divers raffinements afin d’appliquer le §4.2.

Reprenons le cas Eisenstein de ce texte : on part de la série d’Eisenstein Ek de ni-
veau 1. Elle admet deux "dégénérescences" en niveau Γ0(p), Ecrit

k et Eord
k , mais une

seule des deux admet une déformation p-adique qui "sort" des séries d’Eisenstein :
Ecrit

k . Cette forme a de plus la particularité d’être "cuspidale-surconvergente", en
ce sens qu’elle s’annule à la pointe ∞, l’unique pointe d’intêret lorsque l’on fait des
familles p-adiques. En bref, d’un point de vue p-adique, Ecrit

k a tout d’une forme
cuspidale.

En parallèle, remarquons que la forme Ecrit,d−ord
2 définie plus haut apparaît

effectivement en niveau Γ0(p) pour le groupe D∗, alors que son analogue naturel
Eord,d−ord

2 n’apparaît pas 32. Dans les deux cas, nous ne disposons donc d’une d’une
seule déformation de Qp ⊕ Qp(−1), avec le même raffinement "critique" : c’est la
ressemblance que nous voulions mettre en évidence.

32Le d− ord est uniquement parasite en ce qui concerne ces remarques, il pourrait par exemple être
supprimé s’il on travaillait sur un corps totalement réel de degré pair.
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– De manière générale, si Πp est une représentation irréductible non tempérée de
GLn(Qp) composante locale d’une représentation automorphe discrète, ses inva-
riants sous un sous-groupe d’Iwahori seront toujours de dimension < n! (voir III.5).
C’est par exemple évidemment le cas de la représentation triviale de GL2(Qp) dans
l’exemple de ce paragraphe. Cela généralise le fait que Ecrit,d−ord

2 et Eord,d−ord
2 ne

peuvent pas apparaître simultanément, cela se produit par exemple pour la repré-
sentation π(χ0)p dans le chapitre 3 (cf. III.5.2.4).
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