FAMILLES p-ADIQUES DE FORMES AUTOMORPHES POUR GL,

GAETAN CHENEVIER

Abstract : In this paper, we give definitions for p-adic automorphic forms on any
twisted form of GL,,/Q compact at infinity, and we construct the "eigenvariety" of finite
slope eigenforms of wild level I'y(p), at a split place p. Besides some generalisation of
Coleman-Mazur theory, the main ingredients are the very existence of the "orthonormal"
p-adic analytic family of principal series of I'¢(p) and its most basic properties. We
give analogues of Coleman’s "small slope forms are classical" and of Wan’s bounds for
explicit radii for the families. As an application, we can construct n-dimensional p-
adic families of non ordinary, n-dimensional, refined Galois representations coming from
Shimura varieties of some unitary groups.
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1. INTRODUCTION

En 1995, suite a des travaux de Serre, Katz, Dwork, Hida et Gouvea-Mazur, R. Co-
leman montre que toute forme modulaire propre de niveau I'1(p) en p fait partie d’une
famille p-adique de formes propres. Sa stratégie, développée dans [C1] et reposant sur
[C2], consiste & mettre en famille analytique les espaces de formes modulaires surconver-
gentes et d’appliquer a U, (agissant analytiquement sur cette famille) la théorie spectrale
des opérateurs compacts des modules de Banach orthonormalisables, théorie qu’il éta-
blit dans [C1]. Ses idées sont reprises par Coleman-Mazur dans [CM]| pour aboutir a
la construction d’une courbe analytique p-adique ("eigencurve") paramétrant les formes
modulaires surconvergentes, propres, de pente finie et de niveau modéré fixé. Rappelons
que l'existence des familles p-adiques de formes modulaires paraboliques propres ordi-
naires en p avait été étudiée tout d’abord par Hida, dans des travaux qu’il a par la suite
généralisés a une vaste classe de groupes ([Hi2|). Hormis le cas du groupe GL3/Q, pour
lequel on dispose aussi d'une construction paralléle a celle de Coleman due a Stevens (non
publié, cf. [St]), la construction des familles p-adiques non ordinaires en est a un stade
peu avancé. Dans des travaux non publiés ([B1]), Buzzard a remarqué que la construc-
tion des familles dans le cas des algébres de quaternions sur QQ définies était approchable
directement, et ce méme par des techniques relativement élémentaires. Bien que nous
n’employons pas ces derniéres dans ce texte, ce sont ces idées qui sont a l’origine de ce
travail.
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Dans cet article, nous développons une théorie des familles p-adiques de formes auto-
morphes de pente finie quelconque pour des groupes algébriques G/Q formes tordues de
GL,, sous la seule hypothése vraiment restrictive de compacité de G(R). Par exemple,
si F est un corps quadratique imaginaire, G peut étre le groupe algébrique sur Q dont
les points a valeurs dans toute Q-algébre R sont

{9 € GL.(E @q R), 99" = 1}

Nous construisons de plus, & la maniére de Coleman-Mazur, la zone centrale des variétés
de Hecke! pour ces groupes. Bien que la plupart de nos résultats se généralisent en
d’autres places p, nous choisissons un p tel que Gg, ~ GL,/Q,, qui est a priori le cas
le plus important. Le terme "zone centrale" employé ci-dessus signifie que nous nous
restreignons a des formes de niveau I';(p) en p.

Outre l'intérét de comprendre comment se généralise le cas elliptique, 'idée initiale
était de produire des déformations p-adiques des représentations galoisiennes de dimen-
sion n obtenues dans les travaux de Clozel, Kottwitz (|Cl|) puis Harris et Taylor ([H-T]).
Les formes automorphes provenant de certains groupes unitaires compacts a l'infini ren-
trant dans le champs d’application de leurs travaux, ceci justifiait amplement que 1’on
s’intéresse a ces derniers. Ce but est accompli au §7.4. Il semble que ces constructions
donnent les premiers exemples de déformations p-adiques raffinées non nécessairement
ordinaires de représentations galoisiennes en dimension > 2. Une seconde motivation est
de donner un cadre pour une théorie des formes automorphes p-adiques en général, en
particulier d’en éclaircir les liens avec la théorie des représentations p-adiques des groupes
de Lie p-adiques. Bien que ceci soit loin d’étre élucidé dans ce texte, nous nous sommes
efforcés & montrer comment 'existence des familles dans notre contexte découle, modulo
la théorie de Coleman, d’une mise en famille des séries principales p-adiques de I'Iwahori
de GL,,(Q,) et des propriétés élémentaires de cette famille.

L’avantage principal a considérer des groupes G sous I’hypothése de compacité a 'infini
vient de ce que les difficultés de nature géométrique dues aux places archimédiennes sont
mises de coté. En effet, les quotients G(Q)\G(A)/K, K un compact maximal de G(A),
sont ici finis, et toutes les formes automorphes pour G sont donc cohomologiques en
degré 0. Aussi, nous nous ramenons en général essentiellement a travailler au niveau des
systémes de coefficients. Nous espérons cependant que ce travail permettra de guider
I’étude des familles de formes cohomologiques de pente finie pour des groupes GG plus
généraux. Enfin, nos constructions fournissent une grande quantité de variétés de Hecke,
entre lesquelles il est tentant de conjecturer I'existence de morphismes rigides-analytiques
prolongeant "en famille" divers transferts de la fonctorialité de Langlands, comme la
correspondance de Jacquet-Langlands, le carré symétrique etc... Nous espérons revenir
sur certains aspects de cette philosophie de Langlands "en familles p-adiques" dans un
travail futur (cf. [CH] & ce sujet).

Plan détaillé de ’article

1est le terme que nous utiliserons pour "eigenvariety", la traduction littérale prétant a confusion.
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Soit G/Q comme plus haut, il est attaché a un corps quadratique imaginaire £/Q.
Soit p un nombre premier impair* décomposé dans E tel que G(Q,) ~ GL,(Q,), ce qui
vaut pour presque tout p décomposé dans E. On fixe de plus une place complexe de F,
une place finie divisant p, ainsi qu’'un plongement compatible & ces choix

ip: C— @p,
qui nous permettent en particulier de plonger G(R) dans GL,(C), et d’identifier G(Q,)
avec GL,,(Q,). Soit Uy(p) C G(Af) un sous-groupe compact ouvert dont la p-composante
est le sous-groupe d’Iwahori I'y(p) des éléments de GL,(Z,) triangulaires supérieurs
modulo p. Soit
77 ={t=(t; > ... >t,) € Z"}
On peut voir ses éléments comme des caractéres du tore diagonal de GL,, par

diag(zy, ..., x,) — it xl
) »yn 1 )

n

ce sont les caractéres algébriques dominants pour 'ordre usuel. Les représentations auto-
morphes de G ayant toutes de la cohomologie en degré 0, les plongements fixés plus haut
nous fournissent un modéle sur Q,, de 'espace des formes automorphes de poids ¢ € Z™*
et de niveau Uy(p) : c’est le Q,-espace vectoriel des fonctions Upy(p)-équivariantes sur

G(Q\G(Ay)
a valeurs dans la représentation algébrique irréductible de plus haut poids ¢ de GL,(Q,),
Uo(p) agissant a travers son quotient I'g(p). C’est un espace de dimension finie par la
finitude du nombre de classes, sur lequel opére 'anneau des correspondances de Hecke
de (G(Ar), Uo(p)).

Nous sommes intéressés par faire varier ces espaces continiiment p-adiquement en
fonction de ¢t € Z™™". La méthode employée consiste a déformer p-adiquement les restric-
tions & I'g(p) des représentations algébriques de GL,(Q,) en fonction de leur plus haut
poids. Aussi, nous consacrons les sections 2 et 3 a ’étude de certaines représentations
de GL,(Q,) et I'y(p). En particulier, la section 2 est un rappel sur un modéle explicite
agréable pour les représentations algébriques de GL,, en caractéristique nulle, en terme
d’invariants unipotents.

Tout comme dans la théorie de Coleman, l'interpolation se fait en deux temps : tout
d’abord on "inclut" chacune de ces représentations dans une représentation de I'y(p) sur
un espace de Banach p-adique de dimension infinie, puis on montre que ces derniers se
mettent en une famille analytique orthonormalisable. Ceci est achevé dans la troisiéme
section. L’idée principale est de considérer 'orbite sous I'g(p) de l'origine de la variété de
drapeaux L\GL,(Q,), L étant le Borel triangulaire inférieur. Elle admet une structure
naturelle de Q,-points d’un affinoide sur Q,, noté F au §3.2. Par le théoréme de Borel-
Weil-Bott, dont nous reprouvons simplement la partie qui nous intéresse au §3.1, chaque
représentation algébrique irréductible de GL,,(Q,) est réalisée sur les sections globales
d’un fibré en droites sur L\GL,(Q,). Or il se trouve que chaque tel fibré se restreint sur F
en un fibré trivial, que ’on trivialise par un vecteur de plus haut poids, et dont les sections

2Cette hypothése n’est faite dans cette introduction que pour simplifier ’exposition.
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rigides sur F fournissent la représentation de I'g(p) désirée. Ces représentations ont un
espace de Banach sous-jacent fixé, précisément celui A(F) des fonctions analytiques sur
F, mais sont tordues par un produit des 1-cocycles fondamentaux de GL, "élevés a la
puissance t". Cela nous permet de réaliser I'interpolation au §3.6.1, et de définir une
famille orthonormale (cf. §3.7) S = {S;}+ew(c,) de représentations de I'y(p) paramétrée
par Pespace rigide "des poids analytiques"?

W(C,) := Homy, ., ((Z;,)", C}),

qui est I'ensemble des caracteéres continus du tore diagonal (Z;)" de GL,(Z,) qui sont
analytiques restreints a (14+pZ,)". On peut voir S comme une famille analytique de séries
principales de I'y(p). Par notre choix de considérer la "grosse orbite sous I'g(p)" dans la
variété de drapeaux, S a la propriété de s’étendre en une représentation du sous-monoide
plus gros M de GL,(Q,) engendré par I'y(p) et les opérateurs diagonaux

u® = diag(p™,--- ,p*™")

avec a1 < as < --- < a, € Z". Si a; est strictement croissante, nous montrons alors que
u® agit de maniére compacte sur S.

Les constructions précédentes nous permettent alors de définir la famille analytique des
espaces de Banach de formes automorphes p-adique de type (G,Uy(p)) et de poids dans
W(C,), notée S(G, Uy(p)) = {S:(G, Us(p)) }tew(c,), en considérant 'espace des fonctions
Up(p)-équivariantes de G(Q)\G(Ay) a valeurs dans S. Cette famille admet une action de
toute I'algébre de Hecke globale de Uy(p) hors de p, et en p de la sous-algébre commutative
de l'algebre de Hecke-Iwahori constituée des éléments & support dans M. Si ¢t € Z™T,
vu comme élément de W(C,), Si(G, Uy(p)) contient alors comme sous-Hecke-module le
C,-espace vectoriel de dimension finie

Si(G, Uo(p))d

des formes automorphes de G de poids ¢, de niveau Uy(p) et d’un certain caractére modéré
en p. On pose

Up = [UO(p)dla‘g(lap7p27 "'7pn_1)U0(p)]7
c’est un endomorphisme W-linéaire compact de S(G, Up(p)). Un élément de Si(G, Uy(p))
sera dit de pente finie o s’il est dans le plus grand sous-espace de dimension finie

Sf(Ga UO(p>>a

sur lequel U, n’a que des valeurs propres de valuation o. Un résultat important, bien

qu’élémentaire dans notre cas, est la généralisation suivante du résultat principal de [C2].

Sit=(t;>..>t,) €Z™", on pose Min(t) := Min?~'(t; — t;41) (cf. prop. 4.7.4) :
Théoréme A : Soientt € Z™" et a € QT,

si Min(t) > a — 1, alors S;(G,Uy(p))® C Si(G,Us(p))*

3Nous avons choisi de ne pas considérer a part Péventuel caractére modéré en p dans cette introduction,
ce qui est plus élégant et permet d’alléger les notations. On prendra garde cependant que I’espace noté
W ici est une réunion de (p — 1) copies de celui du méme nom introduit dans le corps du texte (cf.
§3.7.2). De méme, la famille notée S ici est la réunion de celles notées S, dans le texte.
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En cinquieme section, on étudie en détail la série caractéristique de U, agissant sur
S(G,Uy(p)), donnée par la section 4 et la théorie de Coleman dans [C1]. Le résultat
principal de cette section est le (cf. cor. 5.3.3)

Théoréme B : Soit o € Q7, il existe A et B deux constantes explicites ne dépendant
que de n telles que st

alors pour tous t, t' € Z™* tels que Min(t), Min(t')> a — 1, si t = ¢’ mod p™®), alors
dim(Cp (St<G; UO(p>>CLa) = dim(cp (St’(G7 UO (p))cl,a)

Notons que cet énoncé concerne les formes automorphes "classiques" pour G, il ne fait
pas intervenir dans sa formulation les constructions précédentes. Il s’agit d’une version
quantitative faible de la conjecture de Gouvéa-Mazur (|GM] conjecture 1) généralisée
a nos groupes G. Les bornes ci-dessus sont analogues a celles obtenues par [Wan| dans
le cas des formes modulaires elliptiques, pour lequel la dépendance de m(«) en « est
quadratique, ce que 'on retrouve quand n = 2 (cas qu’avait déja retrouvé Buzzard dans
[B1]). La preuve de ce théoréme suit essentiellement I’approche de Wan dans [Wan)|.

La sixiéme partie consiste en la construction des familles. Soient
P(T)e1+TAW){{T}}
la série de Fredholm de U, agissant sur S(G,Us(p)), Z C W x A, T'hypersurface de
Fredholm définie par P(T) =0, et

pry: Z — W7 pro - Z — Aiiga

les deux projections canoniques. Le résultat suivant (cf. thm. 6.3.6, prop. 6.4.2 et prop.
6.4.6) est une généralisation a nos groupes des constructions de Coleman-Mazur dans
[CM]. Dans ce qui suit, 'anneau H est un sous-anneau commutatif de I’algébre de Hecke
globale dont la p-composante est le sous-anneau de 'algébre de Hecke-Iwahori des élé-

ments a support dans M.

Théoréme C : I] existe un espace analytique rigide D = D(G,Us(p), H) muni d’un
morphisme d’anneauz
a:H— A(D)°,

ainsi qu’un diagramme commutatif

D
N
K YA T A

4%

1
T1g

ayant les propriétés suivantes :
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i) m est un morphisme fini,
ii) U, := a(U,) est inversible sur D,
ili) Pour tout x € D(C,), il existe un voisinage ouvert affinoide Q de x tel que :
(a) z — |a(U,)(2)| est constante sur (C,),
(b) K(Q2) est un ouvert affinoide de W,
(c) k:Q — K(Q) est fini, surjectif restreint a chaque composante irréductible de €0,

iv) L’application
D(C,) — Homgun(H,Cp), x+— (xa : h— a(h)(x)),

induit pour chaque t € W(C,) une bijection entre les points x € D(C,) tels que r(x) =1t
et les systémes de valeurs propres de H agissant sur l'espace des formes automorphes
p-adiques de poids k(x) et de pente finie, ces derniers étant comptés sans multiplicité.

v) D est emboité! et équidimensionnel de dimension n. Chacune de ses composantes irré-
ductibles T s’envoie par ™ de maniére finie et surjective sur une composante irréductible
de Z (qui est une hypersurface de Fredholm), et k(T') est un ouvert Zariski de WV .

vi) L’anneau a(H) est d’adhérence compacte dans A(D)°.

Un point x € D(C,) est dit classique si x, est le systéme de valeurs propres d’un
élément de Sy () (G, Up(p))~.
vii) Les points classiques sont Zariski-denses dans D(C,).

Dans la derniére section, nous appliquons ces résultats a certains groupes unitaires
pour lesquels on sait associer, par les travaux de Clozel, Kottwitz, Harris-Taylor, des re-
présentations galoisiennes de dimension n compatibles a la correspondance de Langlands
locale. Le groupe unitaire G doit étre pour ceci celui d’une algébre a division D/E mu-
nie d’'une involution de seconde espéce, D étant a division partout ou elle est ramifiée,
et ceci n’arrivant qu’en des places totalement décomposées de E/Q. On fait bien str
toujours 'hypothése de compacité a I'infini afin d’utiliser les constructions précédentes,
et 'on fixe un tel groupe G/Q. Soient S 'ensemble fini des places v de E au-dessous
desquelles G est ramifié ou bien divisant le niveau Uy(p), Gg g le groupe de Galois d'une
extension algébrique maximale de E non ramifiée hors de S, et pour v ¢ S un représen-
tant [, € Gg s du Frobenius géométrique en v. On choisit ’algébre de Hecke globale 'H
contenant ’algébre de Hecke globale hors de S et toujours les doubles classes de M en
p. A chaque forme automorphe f # 0 de G, propre, de niveau Uy(p), il est connu qu’il
existe une unique représentation semi-simple continue

p(f) : GE7S - GLN(Qp)
telle que

(1) Vo &5, tr(p(f)(F)).f = To(f),
T, € 'H étant un opérateur de Hecke déterminé par la correspondance de Langlands
non ramifiée, indépendant de f. La trace de p(f) fournit un pseudo-caractére continu de

41nested" dans la terminologie de [CM], §1.1.
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Taylor de dimension n :
t(f) : GE,S — @p
Soit D la nilréduction de l'espace D(G, Uy(p), H), alors (cf. cor. 7.4.1) :

Théoréme D : Il existe un unique pseudo-caractére continu t : Ggg — A(D) de
dimension n, dont [’évaluation en tout x € D(C,) classique coincide avec t(f,), ot
fz # 0 est une forme propre classique de type (G,Uy(p)) associée a x par le théoréme C.

Ainsi, si z € D(C,) et f, # 0 est une forme propre pour le systéme de valeurs propres
associé a x par le théoréme C, non nécessairement classique, on dispose d’un pseudo-
caractére continu t(f,) : Gpg — C,, tel que si v ¢ S, t(f2)(Fy)fe = To(f:). Par un
résultat de Taylor, ce pseudo-caractére est la trace d'une unique représentation semi-
simple continue p(z) : Ggs — GL,(C,). En particulier, nous avons associé¢ a chaque
forme automorphe p-adique propre de pente finie de G une représentation galoisienne p-
adique de Gg s continue, semi-simple, de dimension n, satisfaisant (1). On montre alors
que

{z € D(C,), p(x) est irréductible}

est I'ensemble des C,-points d'un ouvert Zariski D;,,» de D, puis le (cf. cor. 7.4.3) :

Théoréme E : [l existe une unique algébre d’Azumaya A sur D;,.. munie d’une re-
présentation continue Ggs — A*, dont l’évaluation en tout point classique de D, est
lextension des scalaires a C, de la représentation galoisienne associée a ce point par
Clozel, Kottwitz, et Harris-Taylor.

Enfin, nous discutons en §7.5 de certaines hypothéses formulées par Mazur dans [Ma|
sur la variation p-adique de représentations cristallines. Précisément, a chaque point
classique = ancien en p de D (les tels points sont Zariski-denses), nous attachons un
raffinement "canonique" au p-motif attaché a x, qui est un ordre sur les racines du
Frobenius cristallin ainsi qu'un polynoéme-U, qui varie analytiquement en x. De plus, nous
comparons la notion naturelle de "non criticité" pour les p-motifs classiques apparaissant
dans notre étude avec celle proposée par Mazur loc.cit., la notre s’avére plus restrictive.

Généralisations

Il serait intéressant d’avoir une version du théoréme C pour des groupes réductifs G/ F
plus généraux et leurs formes automorphes cohomologiques en degré donné, F' étant un
corps de nombres, et en une place p quelconque. Les constructions de ce texte permettent
de définir en une place p quelconque l'espace des formes automorphes p-adiques pour
nos groupes G (il suffit de plonger G(Q,,) dans un GL, (k) avec k local assez grand). La
construction des familles de pente finie dépend alors de 'existence de certains opérateurs
compacts agissant sur les espaces de formes p-adiques. Les candidats naturels pour ces
opérateurs peuvent ne pas exister (par exemple si GQp est anisotrope), ou alors étre
compacts seulement dans certaines directions de W ce qui donnerait quelques variantes.
En général nous pourrions donc construire des variétés de Hecke en de tels p, mais de
dimension éventuellement inférieure.

Dans un travail futur avec Buzzard, nous étendrons les résultats de ce chapitre aux
formes partout compactes a l'infini de GL,, sur un corps totalement réel, en des places
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quelconques, et nous construirons toute la variété de Hecke i.e. sur I'espace global des
poids (nous nous sommes restreints au centre de I'espace des poids dans ce texte). Notons
que Buzzard a déja construit cette version forte de la variété de Hecke dans le cas des
algébres de quaternions définies, et ce sur un corps totalement réel.

Remerciements : Je tiens & exprimer ma gratitude & Michael Harris, qui m’a encouragé a
travailler sur ce probléme, pour les nombreuses discussions éclairantes et stimulantes qui ont
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avec eux. Enfin, je remercie le référé, dont les remarques ont permis d’améliorer la qualité du
texte.

Notations et conventions :

Une action d’un groupe sur en ensemble sera toujours sous-entendue "a gauche". Si V'
est un groupe abélien muni d’une norme ultramétrique, V° désigne le sous-groupe des
éléments de norme < 1. Si p est un nombre premier, on note @p une cloture algébrique de
Qp et C, le complété de @p pour la norme usuelle, normalisée par |p| = 1/p. On désigne
par mo. I'idéal maximal de 'anneau Oc, := Cg. Si K est un corps local, on note O son
anneau d’entiers et my 'idéal maximal de Ok. Si E est un corps de nombres, Ag (resp.
Apg s, resp. A%’ f) désignera 'anneau des adéles de E (resp. adeéles finis, resp. adéles finis
hors de p), et on omettra le £ quand £ = Q. Enfin, si X est un schéma ou un espace
rigide, on notera A(X) I'anneau des fonctions globales sur X.

2. MODELES POUR LES REPRESENTATIONS ALGEBRIQUES DE GL,,

Soient k£ un anneau commutatif, N le sous-groupe des unipotents supérieurs de GL,,(k),
N celui des unipotents inférieurs, et R = k[GL,] = k[{Xi,}1<ij<n, det(X;;)~Y lal-
gébre des polyndmes a n? variables X, ;, vue® comme algebre des fonctions algébriques
sur GL,/k. La multiplication de GL,/k induit une action de GL, (k) x GL,(k) sur
GL,/k, puis sur R par automorphismes de k-algébres. Soit M = (X;;);; € M,(R),
g € GL, (k) € M, (k) € M, (R), les actions de g par multiplication a gauche et a droite,
que I'on note respectivement g; et g,, se calculent par les formules :

(2) g'M = (91X, ;)ij, Mg=(9--Xi;)i;

Il est clair que ces deux actions commutent.

sieme

5Si n e M,(k), ni; = X, j(n) est le coefficient sur la i*“"¢ ligne et la j colonne. On notera

n = (n;;)i;-
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2.1. Les invariants Y; ; des unipotents inférieurs. On s’intéresse a la représentation
de GL, (k) agissant par multiplication a droite sur la sous-k-algeébre de R fixée a gauche
par N, que I'on note RY. On commence par exhiber des éléments de RN, qui s’avéreront
étre des générateurs. Notons que les fonctions X ; sont invariantes, cette simple remarque
nous en fournit plein d’autres de la maniére suivante.

Observation : Si A est un anneau commutatif, pour tout couple d’entiers i et n avec
1 <i < n, on dispose d’une représentation fonctorielle en A, GL(A") — GL(A*(A")). Si
€1, ..., €y est la base canonique de A™, on choisit pour base de A‘(A™) les e;, Aej, A ... \ej,
avec J; < jo < ... < j;, ordonnés par lordre lexicographique sur le i-uple (ji, ..., Jji)-
Cette base fournit un morphisme p; : GL,(A4) — GL(?)(A). I est immeédiat que p; a la

propriété d’envoyer les unipotents supérieurs (resp. inférieurs) de GL,,(A) dans ceux de
GL(?)(A). O

Prenons A := R, et appliquons p; & I'identité (2). Nous voyons que N est envoyé dans
les unipotents inférieurs de GLg(; ) (R), et par conséquent qu'il fixe par multiplication
a gauche la premiére ligne de p;(M). Notons Y; ; le coefficient de p;(M) qui se trouve a
la premiére ligne et a la j*™¢ colonne. Manifestement, a i fixé, les Y; ; sont les mineurs
d’ordre ¢ de M formés sur les ¢ premicres lignes de M. En particulier, Y;; = X ; et
Y,1 = det(M). Par construction, pour ¢ fixé, j est I'indice du j¢ i-uple (j; < j» <
.. < Ji) dans l'ordre total lexicographique de ces derniers. Pour chaque i, on notera
J(i) = (?), c’est le plus grand entier j indice du dernier Y, ;.

2.2. L’anneau des représentations algébriques de GL, (k). On suppose dorénavant
que k est un corps de caractéristique 0. Soit T le tore diagonal de GL,(k), T normalise

N et agit par conséquent & gauche sur RV.
Sit=[ty,...,t,] € Z", t désignera le poids (caractére) T'— k* défini par

n

t(diag(dy, .., d,)) = [ [ d¥

i=1
On pose t; == [0,..,1,..,0] ot le 1 est a la iéme place, notons que si d € T, d;.X;; =
t7 1 (d)Xi et d,. X;; = tj(d)X,;. Par conséquent, si j correspond & (j; < jo < -+ < ji)
(3) diYi; = <H1gkgz‘ ti(d))_lym
(4) Yoy =[] @)Yy, et d.Yia=(]] t(@)Yis
1<k<i 1<k<i

Si t est un caractére comme plus haut, f € R sera dit de poids t a gauche (resp. a droite)
si T agit & gauche (resp. a droite) sur k.f par t~* (resp. t). Notons que I'action de T a
gauche sur R se diagonalise : R = @), R;, R, étant le k-vectoriel de dimension finie des
éléments de poids ¢ a gauche. De méme, 7' normalisant N,

RN =P RY

tezn
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Cette décomposition commute & l’action de Gén(k’) par multiplication a droite, ce qui
nous fournit des représentations algébriques R de GL,(k) de dimension finie.

Un poids ¢t = [ty,...,t,] sera dit positif si la suite des ¢; est décroissante, on notera
t > 0. L’ordre induit sur les poids est aussi celui donné par N. On a alors la

Proposition 2.2.1. On a RY = D=0 RY. De plus, sit >0, RN est la représentation
algébrique irréductible de GL, (k) de plus haut poids t. Elle est k-engendrée par les mo-

nomes en les Y; ; de poids (a gauche) t, le monome en les Y;, étant un vecteur de plus
haut poids t (a droite).

Preuve: Un théoréme classique ([GW] §12.1.4) affirme que RV est somme directe avec
multiplicité 1 de toutes les représentations irréductibles de GL, (k), la sous-représentation
de plus haut poids t > 0 étant le sous-espace de poids t & gauche. Cela implique les deux
premiéres affirmations de ’énoncé. Soit t > 0, le k-espace vectoriel engendré par les
mondmes en les Y; ; de poids ¢ & gauche est non vide par la formule (3). Il est stable par
laction a droite de GL,,(k), car pour chaque i, ) _; kY; ; est stable par GL,,(k). C’est donc

RY tout entier par I'assertion d’irréductibilité. Notons que dans cette représentation de
GL, (k) (donc pour P'action & droite), []i—; Yt‘ t”lYt” est un vecteur de poids ¢, et que
tous les autres monodmes sont de poids 1nfer1eurs (VOlr les formules (4)), c’est donc un
vecteur de plus haut poids.[]

2.3. Reparamétrisation du poids. Il est clair que RN R C Rt Yy ce qui fait de

RN = D,>0 RN une k-algébre graduée par les poids positifs. Pour la majeure partie de ce
que nous avons en vue, le cas du déterminant Y;,; est un peu a part, nous I'écartons donc

pour linstant. Par la proposition 2.2.1, RN = D, nl(@t’R ) ot les ¢ = [t),...,t]]
sont positifs tels que #/, = 0. On va donc regarder la sous-k-algébre S de RY définie par

S = @ RY, la somme étant sur les ¢ = [t, ..., ] positifs tels que , =0

t/

S est stable par GL,, (k) et y apparaissent toutes les représentations algébriques de GL,, (k)
dont le plus haut poids a sa coordonnée t, fixée a 0. De plus, S est clairement une k-
algebre de type fini, engendrée par les Y; ; avec ¢ < n, intégre car R l'est.

Par commodité, on change de parametrlsation pour les poids, on se place dans les
coordonnées des poids fondamentaux : au n-uple [t1, ..., t,_1, 0], on associe le (n—1)—uple
(mq, ..., my_1) défini par my :=t; — tg, my 1=ty — t3,..., Mp_o : =1y o — 1 €6 MYyy_1 1=
t,—1. La condition de positivité du poids dans les premiéres coordonnées se traduit par
m; > 0 pour tout ¢ € {1,....,n — 1}. On note §; le poids (0, ...,1,...,0) ou le i est sur
la ieme case. Dans ces coordonnées, chaque Y;; est de poids (& gauche) d;, ce qui est
pratique.

Exemples : - Pour n = 2, on pose X = X7 1,Y = Xy, alors S = k[X, Y] = @,,505, ol
Sm est U'espace des polynéomes homogeénes de degré m en XY, vu comme représentation
irréductible de GLy(k), un vecteur de plus haut poids étant X™.
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-Pourn =3, onpose (X,Y,Z) = (X11, X192, X13) et (U, V,W) = (Ya1,Ys9,Ys3), alors
S est la sous-k-algeébre de R engendrée par X, Y, Z, U,V et W. On pourrait montrer que
c’est I'algébre des polyndmes sur ces variables avec pour unique relation XW — YV +
ZU=0.0na S =€, m,>0m1msr Smim, ¢tant la représentation irréductible de plus
haut poids (mq, ms,0). Explicitement, elle est engendrée par les monomes du type M; M,
ou M; (resp. Ms) est un mondme en XY, Z (resp. U, V, W) de degré m; (resp. msy). Un
vecteur de plus haut poids est X" U™2.

A partir d’ici, on ne considérera plus que I'action de GL, (k) sur S par multiplication &
droite, soulignons que c’est une action a gauche de GL,, (k) sur S. On écrira (g, f) — g(f)
cette action, au lieu de g,.f. Un élément de S sera dit de poids ¢ s’il est dans S;.

2.4. L’anneau Sym(A(V)). On exploite dans ce paragraphe que N"~! est engendré
pour l'addition par les "poids fondamentaux" 9;.

On pose V' := k" la représentation standard de GL,(k), avec sa base canonique. Soit
1 <i<n-—1fixé, comme dans observation 2.1, A’(V') a une base canonique ordonnée
que I'on note (Z; j)i<j<s@)- On rappelle que I'ordre est I'ordre total lexicographique sur
les i-uples (71 < jo < .-+ < ji), renumérotés par j € {1,...,J(i)}. Par construction,
Ss, = ng k.Y;; est isomorphe a A (V), via Y;; — Z;;, en tant que représentation
de GL, (k). C’est la représentation irréductible de plus haut poids ¢;. On en déduit un
morphisme équivariant a 'action de GL,,(k),

p: B = Sym(®;S (A'(V))) — S

L’image de ¢ est une sous-k-algébre de S contenant les Y;; (i < n), c’est donc S tout
entier par la proposition 2.2.1. Notons que B = k[Z; ;] a une graduation canonique par
le poids N*~! compatible via ¢ a celle de S, B = P, crn—1 Bi- On note J le noyau de ¢,
il est stable par GL, (k) par ce que 'on vient de dire.

Remarques : - ¢ est un isomorphisme si et seulement si n = 2,
- J est engendré par des quadriques en les Z; ;, les relations de Pliicker (cf [Tow]),
- On ne sait pas en général donner une B-résolution de J en terme des représentations

de GL,,.

2.5. Intégralité et opérateurs U. A partir de 13, on fixe un nombre premier p, et
k := Q,. On note I'y(p) le sous-groupe de GL,(Z,) composé des éléments triangulaires
supérieurs modulo p. Pour chaque suite croissante positive d’entiers a = (a; < -+ < ay,),
on considere

u® = diag(p™,...,p™), et T* := Lo(p)uTo(p) C GL,(Q,) N M, (Z,)

On pose aussi u := diag(1,p,p?, ...,p" ) = u®br=D T := TOLn=l) of M le sous-
monoide de GL,(Q,) engendré par les éléments de tous les T* Il est connu (cf. par
exemple [SS], preuve du lemme 10 §4) que

(5) ToT? = T, et T*NTY = si a # d

En particulier, M est la réunion disjointe des T¢, et coincide avec le sous-ensemble
Lo(p)UTo(p) € GL,(Q,) N M, (Z,), ot U est 'ensemble des u®.
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Le lemme ci-dessous précise 'action de I'g(p) et des u® sur les Z; ; (et donc sur B).
Pour tout ¢ € {1,...,n}, on pose 3; = a; + az + ... + a;. On fixe un v € T'y(p) :

Lemme 2.5.1.  — Pour tout i, ¥(Zi1) € ZyZiy +p Y, Ly Zi,
et s 1< j < J(i), v(Ziy) € QO Zp Zik)

— Pour tout i et 1 < j < J(i), j correspondant au i-uple (j1 < jo < -+ < Ji),

u(Zig) = p>+ 2 Zy,

— En particulier, u*(Z; ;) € p*Z,Z; j, w(Z; ;) € p=V/?7,7Z, ;.

Preuve: 1l faut comprendre 1'action de T'y(p) et des u® sur A*(R") comme en 2.1.
Les éléments de I'g(p) s’envoient dans le I'y(p) correspondant, par I’observation 2.1 (avec
A= (Z/pZ)[X;;]), d’ou les deux assertions sur +. Il reste & voir ce que devient la diagonale
u®. Sur le vecteur e;; A ... Aej, (1 < j1 < ja < ... < gy < J(i)), c’est la multiplication
par p%1t%2t -t qui est toujours divisible par p%. Il y a égalité uniquement pour le
premier coefficient. Notons que si a = (0,1,....,n — 1), ; =i(i — 1)/2. O

3. FAMILLE ANALYTIQUE DES REPRESENTATIONS DE I'g(p)

3.1. Variété de drapeaux. On a défini en 2.4 'anneau

B = Sym(&= (V(@))) = R Sym(A(Q)))

qui est I'anneau des coordonnées multihomogénes sur X := H;:ll Pj(g;_l. Pour chaque

ie{l,...n—1}, Pj&_l a un systéme de coordonnées homogeénes privilégié, qui est

(Zz',l s Zz',J(z'))

Soit J I'idéal multihomogeéne noyau du morphisme de Q,-algeébres ¢ : B — S défini en
2.4; on note J le faisceau cohérent d’idéaux sur X associé¢ a J. On définit F' comme
étant le sous-schéma fermé de X associé a J et ¢ : F' — X l'immersion fermée sous-
jacente. L’action de GL,(Q,) sur B induit une opération de GL,(Q,) sur X par Q,-
automorphismes, qui préserve F car ¢ est GL,(Q,)-équivariant.

Par la proposition 2.2.1, on sait que S(m,,...m,_,), 1a partie (m, ..., m,_1)-homogéne de
S, est la représentation irréductible de GL,(Q,) de plus haut poids (my, ..., m,_1). Soit
le faisceau inversible sur X défini par

O(my, ..., mp1) := pri(O(m1)) @ - - - @ pry,_1(O(my-1))
ot pr; : X — P(AY(V)*) est la projection canonique,
Op(my,...;my_1) =i (O(my, ...;mp,_1))
On a alors le :
Lemme 3.1.1. L’application canonique
Smiremn_) — H(F,Op(my,...,mp_1))

est un isomorphisme.
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Preuve: Soit aw = (ay, ..., ap,—1) un n—1-uple d’entiers tels que 1 < o; < J(i), on note
Lo = H:.:ll Xia;, €t Uy Touvert affine de X défini par Z, # 0 : les U, recouvrent X.
L’anneau de fractions S (z,) est naturellement gradué par 7' letsit = (M, .cc,Mp_1) €
N~ T'application canonique :

Apy = {x € S,z.),deg(x) =t} — H(F N Uy, Op(mi, ..., my—1))

est par construction un isomorphisme k-linéaire. Comme S est intégre et Y; ; = p(Z; ;) est
non nul, 'anneau S,(z,) s’identifie canoniquement a un sous-anneau gradué de I’anneau
de fractions Snm_ v,;- Notons que chaque Y; ; engendre un idéal premier de S. Cela vient
de ce que le mineur Y; ; est un irréductible de 'anneau factoriel R, et que (Y;,;R) NS =
Y; ;S. De plus, les Y; ;S sont deux a deux distincts. On en déduit immédiatement que
I'intersection des A, ; dans SI'L-,]- y;, est exactement Sy, ce que I'on voulait. [J

Remarques :

— Discutons rapidement du lien avec la variété de drapeaux classique, bien qu’il ne
nous sera pas utile pour la suite. Le quotient N\SL,, (qui n’est jamais affine) est un
ouvert de Spec(S). Précisément, c’est 'ouvert sur lequel T ~ (G* )"~ ! agit librement
par translation a gauche, ce qui identifie, si P désigne le Borel inférieur standard
de SL,, F\SLrl avec F. L’'immersion 7 est alors la composée de F' ~ F\SLn avec
le plongement canonique de Pliicker, et S 'anneau des coordonnées homogeénes de
i(F) dans le produit de projectifs en question.

— Le lemme 3.1.1 est aussi une conséquence du théoréeme de Borel-Weil-Bott, il a pour
unique avantage sur ce dernier de faire le lien avec la théorie des invariants, et en
particulier de fournir un modéle explicite.

3.2. Analytification. Si Z est un schéma de type fini sur QQ,, on note Z*" le Q,-espace
rigide associé. On se place sur 'ouvert affine 2 de X défini par Z;; # 0, Vi € {1,...,n—1}.
Sil<j < J(i), onpose z; = Z;;/Zi1, ce sont des coordonnées sur 2 identifiant ce
dernier a [/} Aég)fl. Soit I := HO(2,.J), c’est donc lidéal définissant F N Q2 dans €.
L’image des z; ; dans A(2) /I A(Q2) = A(FNQ) sera notée y; ;. On regarde le sous-domaine
affinoide B de Q" = [T7=} A7 défini par |z ;| < 1. L’algebre affinoide A(B) = Q,(z;;)

rig,Qp
est munie de sa norme sup. |.| (qui est aussi la norme de Gauss), et a une structure entiére

canonique qui est A%(B) = Z,(z; ;). On pose F := BN F* A(F) = A(B)/IA(B), on le
munit de la norme quotient de A(B). Notons que le point e de coordonnées y; ; = 0 est
dans F. L’action de GL,(Q,) sur X" préserve F'**, de plus :

Lemme 3.2.1. La restriction a T'g(p) de cette opération préserve B et F, et laction
induite sur A(B) (resp. A(F)) préserve A%(B) (resp. A°(F)).

Preuve: Explicitons 'action de GL,,(Q,) sur X(C,). Elle est définie par

Vg € GL,(Q,),x € X(C,), f une fonction rationnelle sur X, f(zy) = v(f)(x)
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On se place sur le i-éme facteur projectif, les coordonnées homogeénes sont (Z; 1 : -« - :
Zi 1)), et v € T'o(p) agit sur les Z; ; (lemme 2.5.1) par

J(4)
’Y(Zi,j) = Z i jkZiks
k=1

Ol aiji, + ,Qijk, "+ 5 Qi sont dans Zy avec a1 x € pZysil < k < J(i) et a;ny € Z;,.

Soit = dans B(C,), on a Z;1(x) # 0, on peut donc supposer Z;;(x) = 1 et alors par
définition |Z; ;(x)] < 1 pour 1 < j < J(i). Comme v(Z;1) = a;11Z;1 mod pZ,, avec
aina € Z3, il vient | Z; 1 (zy)| = 1. En particulier, il est non nul et les coordonnées de xy
sont

1 Zig ai,Q,kzi,k(x) o Ziﬁ} az‘,J(i),kzi,k(x)
Caia + i akzi(@) an + Sp aiikzik()
Notons que les conditions |z ;(z)| < 1, a;jr € Zp, et a1, € pZy si 1 < k < J(3),
et a;11 € Z; montrent que x7y est dans B(C,) et que pour l'action induite sur A(B),
A%B) = Z,<x; ;> C A(B) est préserveé.

Les assertions analogues relatives & F en découlent immédiatement, car GL,,(Q,) pré-
serve F'" et que l'application canonique A°(B) — AY(F) est surjective. Cette derniére
affirmation vient de ce que A(F) est muni par définition la norme quotient de A(B),
dont I'’ensemble des valeurs est une partie discréte de R. [

Remarque : 11 est en fait aisé de voir que F(Q)) est orbite de e sous I'g(p). En effet,
F(Qp) = [lyes, ewlo(p), et F(Qp) est une réunion de telles orbites qui ne peut pas
contenir e.w si w # 1.

Il reste a regarder I'action des opérateurs u®. Par le lemme 2.5.1, si j désigne le i-uple
(1 < Jo < ... < ji), alors u(z; ;) = poi=1 9 =%) 2, € 7,2 . Le monoide M stabilise donc
B; A(B) et A°(B) sont ainsi des représentations de tout M. Les assertions du lemme 3.2.1
sont donc encore vérifiées pour M a la place de I'y(p).

Lemme 3.2.2. - A(B) et A(F) sont orthonormalisables sur Q,,
— M opére linéairement continiment sur A(B) et A(F), par des opérateurs de norme
<1.

— Les u® sont complétement continus sur A(B) et A(F) sia est strictement croissante.

Preuve: 11 est clair que A(B) est orthonormalisable sur Q,, une base orthonormale
étant par exemple donnée par 1 et les monomes en les z; ;. Comme [A(B) est un idéal
de l'algebre affinoide A(B), il est fermé. Les Q,-Banach IA(B) et A(F) = A(B)/IA(B),
munis tous deux de la norme induite par A(B), satisfont a 'hypothése (N) de [Ser| (car
|A(B)| = |Qy]), ils sont donc orthonormalisables d’aprés loc. cit. Il existe méme une
section isométrique a A(B) — A(F), identifiant A(B) avec [A(B) & A(F).

Les éléments de T'o(p) préservant A°(B), qui est la boule unité de A(B), agissent donc
par endomorphismes de norme < 1. Par passage au quotient, ils restent de norme < 1
sur A(F) (ils sont méme de norme 1). Enfin, u® est diagonal dans la base des monomes
en les z;; et clairement de norme < 1, complétement continu si et seulement si a est
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strictement croissante, comme on le voit sur la formule u(z; ;) = Pk %k =) 2 ;. On en
déduit le lemme par passage au quotient. []

Pour terminer, nous aurons besoin d’un calcul supplémentaire :
Lemme 3.2.3. Soit g = yuyy € T, alors
g(zs) = ap + ZZS% Ak Zik
%,/ — i
A+ (0 bezig)

Tous les ay, avec k > 1 sont dans pZ, st a est strictement croissante.

, g, by € Zy, N €L,

Preuve: C’est un calcul identique a celui du lemme 3.2.1. On a

pi(g) = pi(v1)pi(u®)pi(72),

ott pi(71) et pi(72) sont triangulaires supérieurs modulo p, p;(u®) étant de la forme piv,
ol v est diagonale & coefficients dans p". Lorsque a est strictement croissante, v est
congrue a diag(1,0,,...,0) modulo p, par le lemme 2.5.1.

La matrice p~%p;(g) est donc congrue modulo p & une matrice triangulaire supé-
rieure avec un inversible en premiére case. Dans le cas ol a est strictement croissante,
pPip;(g) mod p est partout nulle sauf sa premiére ligne (dont le premier coefficient est
non nul et les autres sont quelconques a priori). Le méme calcul qu’au lemme 3.2.1 montre
alors que g(z;;) ="p Pipi(9)(Zi;)/p " pi(9)(Zi1)", ce qui est le résultat. O]

3.3. Représentations analytiques de dimension infinie de ['y(p).

Soit t = (mq,....,mp_1) € N1 le Ox-module £; := O(my,...,m,_1) est locale-
ment libre de rang 1 engendré par ses sections globales, qui sont par construction le
Q,[GL,,(Q,)]-module B;. De plus, £, est libre sur Q de rang 1, engendré par e; :=
Z\ ZyE -+ Z,r 1. 1L est donc libre sur B avec la méme propriété, on le note N . On
le munit de la norme définie par |e;g| = |g|. L’application 1; : A(B) — N* définie par
U(g) = erg est alors un isomorphisme isométrique.

De méme, i*(L;) = Op(my, ..., m,_1) est un faisceau inversible sur I’ dont les sections
globales sont exactement le Q,[GL, (Q,)]-module S;, par le lemme 3.1.1. Sa restriction a
F est libre de rang 1 sur A(F) avec pour base la section f; := Y"['Y;72 - Y™ 7' On le
note S* . On le munit de la norme définie par |fig| = |g|. L’application ¢ : A(F) — S*
définie par ¢y(g) = fig est alors un isomorphisme isométrique.

On peut calculer 'action induite par To(p) et les u® sur N et S*, tout comme dans le
lemme 3.2.1, on trouve, pour

(©) seod) = e L™+

ot les j; sont des 1-cocycles M — Q,((2i;)1<j<s))" C A(B)*, dont la restriction a
To(p) est indépendante de ¢ et a valeurs dans Z,{(2;;)1<j<s@))* C A(B)?". Ils vérifient
donc
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Ji(nyz) = Ji(v)n(i(v2)
Explicitement, on trouve :

J ()
Ji(v) = aixa(y) + Z i1k () Zi
k=2

Les a;1,(7y) sont définis comme dans le lemme 3.2.1, notons qu’ils sont tous dans
pZ, sauf le premier, a;11(7) € Z,,. Les cocycles pour S' s’obtiennent par projection
A(B)* — A(F)*, en remplacant les z; ; par des y; j, on les notera encore j;.

Les formules pour les j; nous montrent deux choses :

— Le Q,-espace vectoriel S (resp. N*) est isomorphe a A(F) (resp. A(B)) comme
Qp[I'o(p)]-module si l'on tord I'action de I'g(p) sur A(F) (resp. A(B)) par le pro-
duit de cocycles ji™ -+ 4" ". Précisément, on considére I'action suivante (dite "¢-
tordue") de I'g(p) sur A(B)

) A = [T o)

Les formules (6) et (7) montrent que l'application v, : A(B) — N* définie plus
haut est I'g(p)-équivariante pour ’action t-tordue sur A(B), et comme plus haut sur
N*. Notons que [['g(p)]; préservant I A(B), I'action t-tordue passe donc au quotient
A(F), ¢y : A(F) — S* étant encore équivariant par construction.

— L’expression j;(7)® a un sens dans A(B) pour s non nécessairement dans 7, mais
plus généralement dans un disque ouvert de C,. Cette observation sera exploitée
plus loin.

En ce qui concerne le lien entre S; et S, on a le

Lemme 3.3.1. Soit t = (my,...,m,_1) € N1 Dapplication canonique S; — S' est
mjective.

Preuve: Sy est une Q,-représentation irréductible de ¢l,,(Q,). Cette derniére étant
aussi I'algébre de Lie du sous-groupe ouvert I'y(p) de GL,,(Q,), S est une représentation
irréductible de T'y(p). Comme la restriction canonique S; — S* est I'y(p)-équivariante,
elle est soit nulle, soit injective. Elle n’est pas nulle car f; est dans son image. [

Remarque : La méme assertion vaut pour B, — AN, mais elle est triviale.

3.4. Torsion par des caractéres de I'y(p). Pour tout entier n € Z, on dispose d’un
caractére det” : I'g(p) — @ (méme défini sur GL,,(Q,), bien siir) par lequel il est possible
de tordre toute Q,-représentation de I'g(p). Ainsi, si s = (¢t,n) € Nt X Z, S, (resp. S%,
B ou N¥) désignera la représentation de I'g(p) sur S; (resp. S*, B, ou N'*) tordue par
det”. Notons que det : I'g(p) — Z; peut encore se voir comme un 1-cocycle de I'y(p) dans
7, (avec action triviale), ce qui permet de I’étudier en méme temps que les cocycles j;,
on pose d’ailleurs j, := det.
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De plus, si I'1(p) désigne le sous-groupe de I'g(p) composé des matrices unipotentes
modulo p, I'1(p) est distingué de quotient (Z/pZ*)", ce qui nous fournit un groupe fini
de caractéres A", oul

A := Homy, ((Z/pZ)", Z;)

Nous aurons un peu plus loin & tordre certaines représentations de I'g(p) par des éléments
de A™. Si V' est une représentation de Z,[I'o(p)], x € A", nous noterons V, =V ® x
la représentation V' tordue par x. Nous noterons de plus par abus Sy, (resp. By, ) pour

(St)x (vesp. (Bt)x)-

3.5. Action et renormalisation des opérateurs U.

Soit t = (my, ..., m,) € N1 x Z, I’action des u® sur N'* est donnée par le lemme 2.5.1 :
Si f € A(B), u(enf) = e (wu(f), vy (u") = p=im i) € pf

Ceci définit un caractére v, du monoide U. Ce caractére est encore la restriction a
U de l'inverse du caractére de plus haut poids de S, i.e. 'inverse de t. En utilisant la
formule (5), il est facile de vérifier que v; s’étend de maniére unique en un caractére de
M trivial sur T'g(p). On peut donc tordre la représentation p; de M sur N par v, ce qui
n’affecte pas I'action restreinte a I'g(p), mais renormalise les u® de sorte que

(e @ w)(u®)(erf) = e (f)

De méme qu’au paragraphe précédent, cette action se transporte a A(B) via 14, on la
note [.J;, elle est définie par

edlgli(f) = (o @ vi)(g)(erf)

On renomme alors les cocycles j; ® 1, en j;, ceci n’affecte pas leur restriction
a I'o(p), ils sont indépendants de t. Soit g € M, on résume ceci en :

([ [91(f) = TTi=1 3" (9)9(f)
Sii<n, ji(g)=A —|—p(z,i(:% brzik), bk € Zy, A € Zy (cf. lemme 3.2.3)

Jn(g) = det(g) € Z;

L Vi€ {1,...,n}, ji(u”) =1 ("renormalisation")

Quand t est nul, [.Jop coincide avec l'action naturelle de M sur A(B) (il n’y a pas de
renormalisation en poids 0). En général, [.]; apparait comme étant la représentation [.]o
tordue par le 1-cocycle []_, ji*". Enfin, ces actions préservant I A(B), elles passent au
quotient A(F), et proviennent de celles sur S* via ;. On les désignera de la méme
maniére pour ne par alourdir les notations.
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3.6. Interpolation. Soit w € C, tel que wP™! = —psip > 2, w := 2 si p = 2. On pose
p:=4sip =2, p:=psipest impair. Nous aurons a utiliser une petite modification® des
résultats des paragraphes précédents pour p = 2. Précisément, I'g(2) désignera désormais
les matrices triangulaires supérieures modulo 4, et les u® désigneront les diag(2%1, ..., 2%).
On rappelle le :

Lemme 3.6.1. Si A est une Q,-algébre de Banach commutative, f € A tel que | f| < |p|,
s€ A alors (L+ f)° =1+ Wf" converge dans A si |s| < |w/p|. La
notation (14 f)* est consistante avec la définition usuelle lorsque s € 7Z.

On a les identités suivantes pour f,g,s,s" € A, tels que |f|,|g] < |p|, |s], || < |w/p] :

(AT = (1 )

(L) +g) = ((1+ N1 +9)),

= (14 f)7 = exp,(s log,(1 + [)),

-1+ f)r—-1< pfp%l, en particulier |(1 + f)*| = 1.

Preuve: Si|s| <1, |wz}m| < |p/w|™ et la série converge car |w| > |p|. Si

|s| > 1, |Wf”| < |ps/w|™|w™/n!| qui converge si |ps/w| < 1 (séparer le cas
p = 2), ce que 'on voulait. La vérification des trois identités est un argument classique.

La dernicre identité vient de ce que si |f| < |p| et |s| < |w/p|, alors

s"(log, (1 + f))"
n!

(1+ ) =exp,(s log,(1+ ) =

n>0

1 Sn _ Sn_
Le terme général de la série ci-dessus est de norme < p~"CUDToII/PI=5Z052 < =32

S, désignant la somme des chiffres de ’écriture de n en base p. [

Soit 7 : (Z/pZ)* — Z; le morphisme de Teichmiiller. Par les formules (8), les cocycles
Ji - M — Z,(z; ;)* tombent dans (Z/pZ)* modulo p, on peut donc les composer par 7.
On définit alors le cocycle modifié :

ji = 7(ji) "' i : M — 14 pA°(B)
pour ce dernier on va voir que l'interpolation est possible.

—2

Soit r € Q tel que 1 < r < |w/p| = pr1 si p est impair, 2 si p = 2. La boule affinoide

W, "des poids" est I'ouvert affinoide de A™ défini sur tout corps local K, contenant un
élément u, de norme r par

W, (C,p) == {2 = (51(x), ..., sp(x)) € (C,)", VEk, |sg(x)] < r}

On définit
N(r) = AW, xg, B) = K. (u sy, cou s, (205)i),s

S(r):=N)/IN(r) = AW, xk, F),

6Nous aurions pu aussi parsemer les paragraphes précédents de p et de p...
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avec la norme de Gauss sur NV (r) et la norme quotient sur S(r). On appellera représenta-
tion "constante" de M sur N (r), celle obtenu & partir de la représentation (non tordue)
sur A(B) et en étendant les scalaires & A(W,), on la note

M x N (r) — N(r), (g,v) — g(v)

Une deuxiéme représentation, plus intéressante, est la suivante. Soit g € T¢, par le
lemme 3.6.1 et les formules (8), j;(¢)* a un sens dans AW,) = K, (u tsy,...,uts,),
car |s;| <r < |w/p| et |ji(g) — 1| < |p|. On peut donc poser

(9) [9)(f) = Hji(g)sig(f)

On verra plus bas que c’est bien une représentation de Ml. Remarquons que par notre
choix de normalisation, [u®]f = u®(f) : les u® sont constants. Notons que [.] préserve
IN(r) (car c’est le cas pour 'action constante) et que laction de M passe donc au
quotient S(r), on 'étudie dans la proposition suivante :

Proposition 3.6.2. - N (r) et S(r) sont orthonormalisables sur A(W,),

- M x N(r) — N(r), (g,v) — [g].v est une représentation de M. De méme, les
applications M — AW, X, B)*,9 — ji(g)%, sont des 1-cocycles.

— M opere via [.]| AOWV,)-linéairement contindment sur N (r) et S(r), par des opérateurs
de norme < 1.

— St a est strictement croissante, les combinaisons A(W,.)-linéaires d’éléments de T
sont composées d’opérateurs AOW,.)-linéaires complétement continus.

- Sit=(my, -+ ,m,) ENIXZ CW,(K,), x = (rmttmn gmatedmn . pma) ¢
A", la fibre en't de N(r)y (resp. S(r)y) est naturellement isomorphe & N* ®q, K,
(resp. S' Qq, K, ), avec action de M.

- Sir’" > r, la restriction canonique N (r'),, — N (1), commute aux actions de M, et
induit un isomorphisme M-équivariant N ('), @ AW,) =~ N (1), idem avec S, (—).

Preuve: N (r) et S(r) sont obtenus par extension des scalaires a A(W,) des Q,-
modules de Banach orthonormalisables A(B) et A(F), ils sont donc orthonormalisables
par le lemme 3.2.2. Via une section isométrique de A(B) — A(F), et donc un isomor-
phisme A(B) >~ [A(B) & A(F) (chacun étant orthonormalisable sur Q,), on a méme un
isomorphisme N (r) ~ IN(r) & S(r), chaque terme étant A(W,)-orthonormalisable.

L’action constante étant A(W,)-linéaire, la formule (9) montre que M agit AW, )-
linéairement sur N (r), et donc sur S. Montrons qu’il préservent la boule unité de N (r).
Soit g € T%, f € N9(r), on a déja vu que g(f) € NO(r). Il reste a vérifier que j;(g)% €
NO(r). Or ji(9) = 1+ ph, h € N°(r), et on conclut donc par la derniére assertion du
lemme 3.6.1.

Par passage au quotient, g préserve aussi SY(r).

L’opérateur u® étant constant, il est obtenu par extension des scalaires a A(W,) de
Vopérateur u® sur A(B) (resp. A(F)), il est donc complétement continu sur N'(r) et S(r)
quand le premier 1’est, on conclut donc par le lemme 3.2.2.

L’avant derniére assertion est satisfaite par construction : la fibre en ¢ de N (r) est
A(B) ®q, K, avec [.]; pour action de M, ce qui est "presque" N' ®q, K, a ceci prés que
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I’on a modifié les 1-cocycles j;. L’application ¢, induit par construction un isomorphisme
de cette fibre en t vers N* ®q, K, tordu par

7)) ()T = " ()T ()T

ott 'on a posé 7; : (Z/pZ)* — Zy, (1, ....7,) +— 7(x;), ce qui conclut (idem pour S(r)).

Veérifions que [.] est une représentation de M. Soient =,y € M, v; = [zy]| et vy =
[2][y] sont deux A(W,)-endomorphismes de NV (r) qui coincident en toutes les fibres sur
N" € W,(C,), car on sait que les [.]; sont des représentations des M. N (r) étant or-
thonormalisable, il suffit de voir que les coefficients matriciels de v;, vy dans une base
orthonormale fixée sont tous égaux. Mais ce sont des éléments de A(W,) qui prennent
la méme valeur sur N, et donc sur Uouvert (Zariski dense) Zj. Ils sont donc égaux. Un
argument similaire donne ’assertion sur les 1-cocycles de 1’énoncé.

La derniére assertion est évidente. [

3.7. Modules de Banach et série principale analytique de I'g(p) sur W. Nous
aurons besoin de quelques définitions concernant certains faisceaux de modules topolo-
giques sur un espace rigide et leurs sections globales. Faute de références adéquates, nous
les incluons ci-dessous.

3.7.1. Généralités. Soit X/C, un espace rigide réduit, on va considérer des faisceaux
de modules topologiques sur X du type suivant : soit V' un espace de Banach sur C,
orthonormalisable, on appellera module de Banach (sous-entendu "orthonormalisable")
sur X associ¢ a V), le faisceau de O%-modules noté V@Cp(’)gég , défini sur tout ouvert
affinoide 2 C X par . ‘
(VEie, 0%)(Q) = Ve, (039(2)

Si 2 est ouvert affinoide, O;g () est une C,-algébre de Banach muni de la norme
sup., ce qui permet de voir (V&c, O%?)(Q) comme un O%(Q)-module de Banach. Si
(€;)i>1 est une base orthonormale de V', (¢;81);5; est une base orthonormale du O (€)-
module de Banach (V@CPC’);?Q )(€2). 11 est clair que V@CPO;g est bien un préfaisceau
pour la G-topologie faible sur X. Une conséquence du théoréme d’acyclicité de Tate
et de la donnée de la base orthonormale globale est que c¢’est bien un faisceau pour la
G-topologie faible. Il s’é¢tend donc canoniquement en un faisceau pour la G-topologie
forte de X, que I'on note encore V@CP O9. Si Q est un ouvert admissible quelconque de
X, on munit V@CPO;‘] () de la topologie la plus faible rendant toutes les applications
VRc, 0% () — Ve, 0%() continues, ott Q' C Q est un ouvert affinoide de Q. 1 est
immédiat que cette topologie coincide avec celle du Banach sous-jacent lorsque 2 est
affinoide. Cela s’applique en particulier a Cpt/é@p(’);f—g = 0%, et en fait un faisceau en
C,-algebres topologiques sur X.

Soit M le module de Banach orthonormalisable sur X associé¢ a V. L’espace topolo-
gique M(X) contient V' comme sous-espace de maniéere naturelle. Le sous-Og,-module de
M(X) composé des sections dont la restriction a tout ouvert affinoide est de norme < 1
est un fermé que 'on notera M(X)?; on parlera de sections entiéres de M. Ceci s’ap-
plique en particulier aux cas de O%Y(X) et O%9(X)°. Enfin, & chaque t € X(C,), on peut
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considérer le C,-espace de Banach My, la fibre de M en ¢, défini par M(Q)@O;g(m@p,
avec pour O;g () — C, I'évaluation en t et € étant un ouvert affinoide de X contenant
t. Le C,-Banach M; est isomorphe a V.

Un morphisme ¢ : M; — Mj de modules de Banach sur X est un morphisme de
O'?-modules dont la restriction a chaque ouvert affinoide Q C X induit une application
continue ¢(£2) : M(2) — M2(Q2) (il suffit que ceci soit vérifié sur un recouvrement
admissible de X). Il est dit entier si les ¢(Q2) sont de norme < 1. Le morphisme ¢ induit
une application O%Y(X)-linéaire continue M;(X) — My(X) préservant les sections
entiéres si ¢ est entier.

Soient K un corps local, V' un K-espace de Banach orthonormalisable, on suppose
qu’il existe un isomorphisme V' @KCP ~ V, ce qui fait de V' une K-structure pour V.
Sur chaque ouvert affinoide 2 de X défini sur K, V@CPO;g (©) a une structure sur K

donnée par V'@ 0% (Q/K). Si V et une famille F d’ouverts affinoides Q C X ont une
structure sur K, on notera M (X, K) le sous- K-espace vectoriel fermé de M(X) composé
des sections qui se restreignent en des sections K -rationnelles sur les 2 € F.

Soient M et M5 des modules de Banach orthonormalisables sur X, avec des structures
rationnelles sur K respectives V; et V5, ainsi qu'une donnée F comme ci-dessus. On dira
qu'un W-morphisme ¢ : My — M est rationnel si pour tout ouvert affinoide €2 € F de

X, ¢ envoie Vi@gA(Q/K) C M1(Q) dans Va®@gA(Q/K) C My(9).

3.7.2. Modules de Banach sur VW. Soit W l'espace rigide sur C, réunion croissante des
W,, 1 <r < |w/pl|. On l'appellera l’espace des poids. Des exemples de modules de Banach
sur W sont donnés par les modules S, et N,, que l'on définit comme étant associés
respectivement a A(F), et a A(B),. Par la proposition 3.6.2, M agit par endomorphismes
de Banach entiers sur ces espaces, on a la

Définition : Si x € A", le module de Banach S, := O%g(@@pA(f)X, vu comme
représentation de M, sera appelé la famille analytique des séries principales de I'g(p) de
caractere Y.

Remarque : Notons que par 3.6.2, si t = (my,...,m,) € N""? x Z S, ; (resp. N, .),
est isomorphe comme Q,[M]-module a S!_ (resp. N, ), ot 7 : T'o(p) — (Z/PpZ)" — Z;
vaut

mo—...—Mnp

I s T

)

T étant le caractére de Teichmiiller. Ceci explique la notation supérieure provisoire choisie
pour les 8%, car ce sont plutot les S; qui varient analytiquement en t.

Nous aurons besoin encore de quelques définitions concernant les modules de Banach
sur W. Le lemme suivant, bien qu’important, est immédiat :

Lemme 3.7.3. - O%g(W) s’identifie canoniquement a l’anneau des séries conver-
gentes sur tout W(C,), avec la topologie faible donnée par la famille des normes
[flr = sup |f(z)]

€W (Cp)
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- O%Q(W)O s’identifie alors auzr séries convergentes bornées par 1 sur W(C,). C’est
un anneau local complet pour la topologie adique donnée par tout idéal I, ou I, est la
boule fermée de centre O de rayon 1/2 pour |.|.. Sity := (p/w)s1, -,y := (P/W)Sn,
alors

OyIW)’ ~ Og, [[t1, ..., L]
0

Lidéal (p,t1, ..., t,) est un idéal de définition de la topologie de O (W) .
— La donnée d’une base orthonormale (e,)n,>1 de V induit un isomorphisme topologique

de M(W)? avec CO(N, O;@g(W)O).

Si A est un anneau topologique, on désigne par C°(N, A) Panneau des fonctions de
N dans A tendant vers 0 a l'infini. Si A est un anneau linéairement topologisé par une
famille d’idéaux Iy, la famille de sous-A-modules I} := {f € C°(N, A), f(N) C I} fait
de C°(N, A) un A-module topologique. Il est complet et séparé si A l'est, [-adique si A
I'est et I est de type fini.

Soit L := Qp(w) = Qp(1p), la boule fermée de rayon |w/p| est définie sur L. Les
coordonnées t; = (p/w)s; (p/w € Or) sont définies sur L et identifient W C A" a la
boule ouverte de centre 0 de rayon 1 sur L. Soit M := O%g @CPV un module de Banach
sur W, V’ une structure sur L de V', on définit comme structure sur L de W l'unique
ouvert affinoide W, (il est méme défini sur QQ,). On pose

A= O3 (W, L) N ORI (W)°
et plus généralement

My = MW, L) M(W)°
M sera appelé le module des sections A-adiques de M.

Lemme 3.7.4. - L’isomorphisme O%Q(W)O ~ Oc,[[t1, ..., tp]] induit un isomorphisme
topologique
A~ OLHtla ,tn“,
ce dernier étant muni de sa topologie canonique d’anneau local complet,
~ L’somorphisme M(W)® ~ C°(N, O%H(W)O) induit un isomorphisme de A-modules
topologiques
My ~C°(N,A)

En particulier, notant m := (w,ty,...,t,) I'idéal maximal de A, M, est complet et
séparé pour la topologie m-adique.

4. LES FORMES AUTOMORPHES POUR (G

4.1. Le groupe algébrique G. Soit G un groupe algébrique sur Q forme tordue de
GL,, i.e. tel que G¢ ~ GL,/C. Tous ces groupes sont obtenus en considérant une Q-
algébre E étale sur Q de degré 2, ainsi qu'une E-algébre D centrale simple de rang n?,
munie d’une Q-involution * induisant sur F le Q-automorphisme non trivial. Le groupe
G sur Q associé a cette donnée est tel que pour toute Q-algebre R :

G(R) ={x € D®g R,zz* =1}
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En particulier, si D et £ sont non ramifiés au dessus de p, G(Q,,) est isomorphe a GL,,(Q,)
ou au groupe unitaire non ramifié¢ U, (Q,) selon que p est totalement décomposé ou inerte
dans E. Enfin, G(R) est isomorphe & GL,,(R) si £ = Q x Q ou un corps quadratique réel,
et & U, ,(C) (le groupe unitaire réel de signature (p,q)) si E est un corps quadratique
imaginaire. On fera 'hypothése suivante :

G(R) est compact, autrement dit £ est imaginaire et % de signature (n,0) ou (0,n)

Le centre de G est le tore des éléments de norme 1 de £/Q. On aurait aussi pu considérer
le cas ou G(R) est non compact mais compact modulo son centre, ce qui n’arrive que
quand n = 2 et G est le groupe des inversibles d’'une Q-algeébre de quaternions définie,
pour lequel toutes les techniques de ce texte s’appliqueraient avec peu de modifications.

Exemples : Les obstructions globales liées a I'existence de formes tordues de GL,, d'un
type fixé a toutes les places sont discutées dans [Cl| chapitre 2. Par exemple, si n est
impair ou multiple de 4 (resp. pair non multiple de 4), il existe un groupe G satisfaisant
I'hypothése ci-dessus qui est quasi-déployé a toutes les places finies (resp. toutes sauf
éventuellement une que 'on peut choisir).

Soient p un nombre premier décomposé dans F, w une place de E divisant p fixée dans
tout le texte. La donnée de w définit un isomorphisme 7, : G/Q, ~ GL,,/Q,. On fixe de
plus un isomorphisme de corps

ip:C—Q,
Les données de w et i, fournissent un plongement distingué¢ £ — C, et permettent de
fixer un isomorphisme 7, : G/C ~ GL, /C, par 1y := i, 'nip. On a alors les diagrammes
commutatifs suivants, que 1’on considérera par la suite comme des inclusions :

Q——Q, G(Q)—— G(Qy)
j jipl J N vﬁplnp
R—>C G(R) "% GL,(C)

On se fixe de plus un sous-groupe ouvert compact U de G(Ay), le "niveau", que I'on
supposera pour simplifier de la forme U = U,y x UP, ot U, est un sous-groupe ouvert
compact de G(Q,) et UP un sous-groupe ouvert compact de G(A’}).

Par la finitude du nombre de classes généralisée (cf. [Bo| thm. 5.1), 'ensemble quotient
G(Q)\G(Ay)/U est fini. On pose

h
X(U) = GQ\GA)U = {z1,.om}, h= XU, G&y) = ] GQut

i=1
les x; étant fixés une fois pour toutes. On supposera de plus que U est net, c’est a dire
que G(Q) x U agit librement sur G(Ay). Il est équivalent de demander la trivialité des
groupes I'; := z;'G(Q)xz; NU. 11 faut noter que I'hypothése de compacité a I'infini sur G
entrainant que G(Q) est discret dans G(Ay), I'; est toujours fini. Les I'; sont triviaux pour
tout U assez petit, d’'un point de vue pratique il est intéressant d’avoir des conditions
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explicites, une assez grossiére est la suivante, sa preuve indiquant bien ses raffinements
possibles :

Proposition 4.1.1. [l existe un entier e, explicite ne dépendant que de n, tel que U est
net dés qu’il existe un | premier, (I,e) = 1, tel que l'image de U dans G(Qy) soit pro-l.
Ceci vaut en particulier si (p,e) = 1.

Prewve: G(Q) C GL,(F), tout élément de N-torsion de ce dernier a pour polynéme
minimal sur £ un diviseur de X~ —1, et il est de plus divisible par le polynéme minimal de
wy = ¥V sur B, qui est de degré ¢(N) ou ¢(N)/2. Dans tous les cas, ceci implique que
©(N) < 2n, ce qui ne laisse qu'un nombre fini de N possibles explicitement calculables
pour GL,(FE), et en particulier la torsion de G(Q) a un exposant. Soit e cet exposant,
si [ est un nombre premier, premier a e, soit U l'image de U dans G(Q), alors U N
rG(Q)z~ C Uy NzG(Q)z~t est toujours trivial, car pro-I et de e-torsion avec (e,l) = 1.
0

Remarque : L'hypothése de netteté sur U n’intervient dans ce qui suit que pour assurer
que certains modules de Banach sont orthonormalisables, plutot que "points fixes d’un
module de Banach sous 'action d’un groupe fini", et ce pour pouvoir leur appliquer
la théorie de Coleman [C1].A. Dans un travail en cours (|B2]), Buzzard a repris dans
un cadre plus général les travaux de Coleman, ses résultats nous permettraient de nous
passer de I’hypothése "net".

4.2. Les formes automorphes pour G. Soit t = (my,...,m,) € N*~! X Z_ pour tout
corps k de caractéristique 0, on note Sy(k) la représentation algébrique de GL,, (k) de plus
haut poids ¢ telle qu’on I’a définie en section 2.3, sa formation est compatible a ’extension
du corps k. Via i,, S;(Q,) C Si(C), de méme S;(R) C S;(C). Par le diagramme plus haut,
les "inclusions" G(R), G(Q,) C GL,(C) réalisent S;(C) comme représentation de G(R)
et de G(Q,) prenant méme valeur sur G(Q) et dont la restriction a G(Q,) =, GL,(Q,)
est la représentation S;(Q,).

Notons que G(Q) x G(R) x U agit linéairement sur le C-vectoriel A(C) des fonctions

G(A) — C, par (A, g,u).f)(z) = (A zgu).
Définition : Soit t € N"~! x Z, l'espace des formes automorphes de poids t et de

niveau U est le C-vectoriel des fonctions a valeurs compleze sur Xy = G(Q)\G(A)/U,
engendrant sous G(R) le dual de la représentation S;(C)7. On le note Sy(G,U,C).

Ainsi, I'espace des formes automorphes de poids t et de niveau U pourra étre vu comme

le C-vectoriel des applications S;(C) x G(Q)\G(A)/U — C, telles que
Vo € Xy, o — f(p,z) est C-linéaire,

Vg € G(R),p € S/(C),z € Xy, fg.p,2) = f(p,29)
Nous allons donner un modéle de ces espaces sur QQ,. On considére pour cela ’espace

S;(G,U,C) des fonctions G(Q)\G(As) — Si(C) telles que
Vu e U,z € GQ\G(Ay), f(zu) = (uy) " f(z)

"Plus exactement, "engendrant une somme de copies du dual de S;(C)".
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Si f € S{(G,U,C), on définit ¢(f) par
(e, 2) = plaz,f(2), © € GQ\G(A),p € S(C)'
Lemme 4.2.1. ¢ définit un C-isomorphisme S;(G,U,C) — S;(G,U,C)
Preuve: On vérifie immédiatement que si f € S;(G,U,C), (f) € Si(G,U,C). Soit
g € Si(G,U,C), on va définir \(g) € S;(G,U,C). Soit x € G(Ay), la forme linéaire sur
SHC) ¢ — g(é,1 x x) est représentée par un unique vecteur de S;(C) que I'on note

xp(A(g)(x)), il vérifie Vo € S;(C), ¢(z,A(9)(z)) = g(¢, 1 x ). On vérifie facilement que
A(g) € Si(G,U,C), et que ¢ et ¥ sont réciproques. O

En particulier, S;(G,U, C) est de dimension finie sur C, I'injection
L S;(GJ/{?C) - St(c)ha f - (f(xl)a ce f(xh))

étant méme un isomorphisme car U est net. Notons maintenant que la définition de
Si(G,U,Q,) a un sens : c’est le Q,-vectoriel des fonctions

f:GQ\G(Af) — S(Q,), Vo € GQ\G(Ay),u €U, f(ru) = (uy) " f(z)
Enfin, S;(G,U,Q,) C S|(G,U,C) est une structure sur Q, de ce dernier, elle corres-
pond via i, & Sy(Q,)" C S;(C)". On pose donc Si(G,U) := S;(G,U,Q,).

La construction ci-dessus se généralise : pour tout anneau A et tout A[lf,)]-module
V', on peut considérer, a la maniére du paragraphe précédent, le A-module V(G,U)

V(G,U) = {f: GQ\G(A;) =V, Vo € GQ\G(Ay),u €U, flau)= (u,) " f(2)}
Pour chaque tel V(G,U), on dispose d'un A-isomorphisme

(10) L V(GU) = V() = (f(z), ..., fzn))
V' — V(G,U) est un foncteur exact des AUy ]-modules dans les A-modules, qui commute
a l'extension des scalaires en A. Notons que via ¢, si V est un A-module normé, V(G,U)
hérite de la norme de V par |f| = sup, |f(x;)|, et il est isomorphe & V" comme A-
module normé. Enfin, si M est un O%?[U]-module (resp. de Banach) sur un espace
rigide X,

M(GU) =AW — M(W)(G,U) = M(G,U)(W)}

est aussi un O%Y-module (resp. de Banach).

4.3. Opérateurs diamants en p. A partir de 13, on choisit un U tel que, via Mpy Up)
soit le sous-groupe I'1(p) de GL, composé des unipotents supérieurs modulo p, on le
note Uy (p). On pose Up(p) = Ur(p)Lo(p), T'o(p) étant vu comme sous-groupe de G(Ay)
trivial hors de p et via 7, en p.

Pour tout A[['y(p)]-module V', I'y(p) opére sur V (G, Uy (p)) par (v, f)(z) = vf(z7), sa
restriction & I'1(p) étant triviale. On a donc une action de ((Z/pZ)*)" sur V (G, U;(p))-
Si A est une Z[1/(p — 1)](e*™/P=Y)-algébre (Z[1/2]-algébre pour p = 2), cette action se
diagonalise selon les caractéres de (Z/pZ*)"™, dont le groupe est A™ :

V(G,Ui(p)) = ®yeanV(G, Up(p))(x)
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V(G Us(p)(x) = {f € V(G,U1(p)), V7 € To(p), flzy) = x(m7""f(2)} = Va(G, Us(p))
Avec ces définitions, pour tout poids entier ¢,

St(G7 Ul(p>> = @XGA"SM((G’ UO(p))

St (G, Up(p)) est I'espace des formes automorphes sur Q, de poids ¢, niveau Uy(p), et de
caractére y en p.

4.4. Les formes automorphes p-adiques.
On renvoie au §3.7.2 pour les définitions de S, et N,.

Définitions : Le module de Banach sur VW des formes automorphes p-adiques pour G
de niveau Uy(p), de type x € A™ en p est le module de Banach sur W :

8X<G7 Uo(]?))

On parlera aussi de formes automorphes p-adiques de type (G, Us(p), x). Si t € W(C,),
la fibre en ¢ de S, (G, Us(p)) est Sy (G, Us(p)): = (Sy)i(G, Us(p))?, que 'on notera aussi
Sy.+(G,Uy(p)). Le Cp-espace de Banach S, (G, Uy(p)) sera appelé l’espace des formes
automorphes p-adiques de type (G, Uy(p), x) et de poids t.

Sit=(my,..m,) EN"IXZ, 8 (G,Uy(p)) contient (par 3.3.1 et 3.6.2) le C,-espace
Strx (G, Up(p)), ot 7, désigne le caractére

(T—m1—-~~—mn7 T—mg—u-—mn’ L. ,T—mn> c A"

On pose donc
Sea(G.Us(p))” := Strin (G, Us(p)),
Ses éléments seront appelés les formes automorphes p-adiques classiques de poids t et
de type (G, Us(p), x)-
Remarque : Avec ces définitions, il faut noter qu’une forme automorphe p-adique clas-
sique de poids t et de type x en p est une forme automorphe de poids ¢t mais de caractére
TEX-

Définition : S, 5 (G, Uy(p)) = Sy (G, Up(p))a est le A-module des formes automorphes
A-adiques de type (G, Uy(p), X)-

Proposition 4.4.1. S, (G, Uy(p)) et N\(G,Uy(p)) sont des modules de Banach orthonor-
malisables sur W. Les A-modules S, A(G,Uy(p)) et Nya(G,Uo(p)) sont plats, complets
et séparés, isomorphes non canoniquement a CO(N, A).

Prewve: S,(G,Uy(p)) (resp. Ny (G, Uy(p))) est le module de Banach orthonormalisable
sur W associé a A(F)(G,Uy(p)) (resp. A(B)(G,Uy(p))). Les A-modules topologiques de
I’énoncé sont isomorphes a C°(N, A) par le deuxiéme point du lemme 3.7.4. L’assertion
de platitude est équivalente a celle sur A de C°(N, A). Or

CO(N, A) ~ A(T)

8Ceci vient de ce que ¢ identifie V(G,U) a V" fonctoriellement en V, en tant que A-module (avec les
notations du §4.2).
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comme A-module topologique et il est bien connu que ce dernier est plat sur A quand A
est un anneau local noethérien complet. []

4.5. L’algébre de Hecke.

4.5.1. Les opérateurs de Hecke. Soit ¢ un élément de G(Ay) tel que ¢, € M,

(11) CUO HC’LUO

pour certains ¢; € Uy(p)CUp(p). L’action par translation a droite sur de I'y(p) sur A(C)
préserve les Si(G, Uy (p), C) et se factorise par A", ce qui décompose S;(G,U;(p),C) =
ByeanSi(G, Ui (p), C)[x]%, Si(G,Ui(p), C)[x] étant I'espace propre de caractére x. Fixons
un x : Io(p) — (Z/pZ*)" — C*. On définit un C-endomorphisme de S;(G, U;(p), C)[x],
lopérateur de Hecke T'(¢) associé a ¢, par la formule suivante :

T(¢)
(12) Vo e GQ\G(A), T(¢ Zx G)p) f(2G)

Dans cette formule, y désigne 'unique caractére du monoide M coincidant avec le x fixé
sur I'g(p), trivial sur U (cf. 2.5). Cet opérateur est indépendant du choix des ¢;. L’action
déduite sur S;(G, Ui (p), C)[x] (défini de maniére évidente) descend a S, (G, Uy(p)) (qui

en est une Q,-structure), par la formule :

(<)
(13) vz € GQ\G(Ay), T(ON(@) = (G- f(aG)
i=1
Noter que les "x(¢;)" sont compris dans 'action ”.” de Iy (p) sur S, +(Q,) = S:(Q,) ®x.
Soient maintenant ¢ tel que ¢, € M, V' un A-module venant avec une action A-linéaire de
M, alors la formule 13 définit un opérateur A-linéaire 7°(¢) sur les V(G, Up(p)). Ceci nous
définit en particulier les opérateurs de Hecke T'((), ¢, € M, agissant sur les N, (G, Uy(p))
et 5y (G, Uo(p)).
On aura besoin d’une factorisation des opérateurs de Hecke agissant sur les espaces de

type V (G, Uy(p)). On pose h := | X (Us(p))|, on rappelle que ¢ est défini par la formule
(10).

Lemme 4.5.2. Soient ( € G(Ay) tel que ( € T?, alors T(C) s’écrit sous la forme

h. oo ) : )
Zj:’fOTj <04, o via , les o; sont des opérateurs de permutation des h-coordonnées,
composés par la projection sur l'une des coordonnées, et les T; sont des opérateurs dia-
gonauz dans T*.

Preuve: Soient ( comme dans I’énoncé, ainsi qu'une décomposition Uy(p)(¢ UO( ) =
H:Lcl) GUo(p). Sii est fixé, alors pour tout 1 < s < h, on peut écrire x,(; = d;(s)xs,s)ui(s),

90n rappelle que l'on identifie C et @p via ip
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ou ¢; est une application de {1, ..., h} dans lui-méme, avec d;(s) € G(Q) et u;(s) € Up(p).
Considérons d’une part 'endomorphisme o, s de V (G, Uy(p)) défini par :

Lo gt (g, o) = (0,0, Vsy(s), 0, ..., 0)
le vs,(5) étant & la s™™¢ position, et d’autre part Uendomorphisme T} de V(G, Uy(p))
défini via ¢ comme agissant diagonalement par ((u;'),. Alors

= § ﬂ,sai,s
1,8

En effet, si f € V(G,Uy(p)), v=(f(z1), -, f(zn)),
LT(C) () = (T (), TO(f) ()
T () (xs) = ET(C)@z) S(asG) et fasG) = (ui(s)™), f(2s5,(s)) concluent. U]

4.5.3. L’algebre de Hecke globale. Soit ‘H une sous-algébre de ’algébre de Hecke globale
de (G(Ay)), Up(p)) que l'on choisit :
— a coefficients dans A,
— engendrée par la sous-algeébre de l’algébre de Hecke-Iwahori en p constituée des
doubles classes [['o(p)mIo(p)], avec m € M,
— et par une sous-algébre commutative de l'algébre de Hecke de (G(A%), Up(p)?).
Alors ‘H est commutative (cf. [SS] Lemme 10 §4).

Proposition 4.5.4. 'H opére par endomorphismes rationnels entiers sur Sy (G,Uy(p))
(resp. Ny (G, Up(p))), par conséquent elle préserve Sy A(G, Uy(p)) (resp. Nya(G,Us(p))).

Preuve: Par la proposition 3.6.2, M agit par endomorphismes entiers de module de
Banach sur S, et N,, rationnels car ils préservent AW, /Q,, x F) et AW,/Q, x B). On
en déduit le résultat par la formule (10) et le lemme 4.5.2. O

On s’intéresse a l'adhérence 'H, A, de I'image de H dans
&y = {u € End(S,(G,Uy(p))), entiers, rationnels}
La topologie considérée sur &, est la moins fine pour laquelle les restrictions

& — Endq() (S (G, Uo(p))(Q2)), © C W ouvert affinoide,

soient continues, ces derniers étant munis de la norme sup. Via un isomorphisme de
A-modules topologiques : S, A(G,Up(p)) ~ C°(N,A), on vérifie facilement que &, est
topologiquement isomorphe au A-module (C°(N, A))Y muni de sa topologique m-adique,
pour laquelle il est complet séparé.

Proposition 4.5.5. H, x est une A-algebre commutative topologique profinie, semi-
locale, telle que A — H, a est continue. En particulier, H, x est compacte.



30 GALETAN CHENEVIER

Preuve: H, a est 'adhérence de I'image de ‘H dans &,. Sa topologie est la topologie
donnée par la filtration des (m"&,) N H, a, elle est donc compléte et séparée pour cette
derniére. Sa restriction a A est la topologie m-adique naturelle de ce dernier, car (m”&, )N
A =m"A. Prouvons que H, , est profinie. Il suffit de voir que les quotients H, o /(m"&E, N
H, o) sont finis. Notons que par le lemme 4.5.2, A/m"A étant fini, il suffit de voir que
M n’agit sur S, a/m"S, A que par un nombre fini d’endomorphismes, ou encore de voir
la méme chose sur N, /m" N, 5. Mais il est clair (§2.1, lemme 2.5.1) que le sous-groupe
distingué de I'g(p) d’indice fini 1 +p"M,,(Z,,) y agit trivialement, et que U n’agit que par
un nombre fini d’endomorphismes. On conclut par I’égalité M = I'o(p)UTy(p).

Dans un anneau commutatif A complet séparé pour un topologie donnée par une
famille décroissante d’idéaux {I,,r € N} telle que I.I; C I, on a I} C Rad(A). En
particulier A est semi-local si et seulement si A/I; l'est. Dans notre cas A = Hya,
I, = (m"E) NHy et A/ est fini. O

En particulier, H, s est un produit fini d’algebres locales pro-artiniennes a corps rési-
duels finis de caractéristique p. Soient e, 1, ..., ey, les idempotents minimaux de H, 4,

XA_HeXl XA

On note U, ; : Hyn — F,, it € {1,...,r}, les r caractéres résiduels.

Proposition 4.5.6. L’ensemble des W, ; coincide avec celui des réductions modulo mo,
des caractéres Oc,-valués de H, n dans la réunion des Sy (G, Uo(p)), t € N1 x Z.

Preuve: Les F,[M]-modules S, ®Oc p (resp. VY, ®o., F,), t € W(C,) variant, sont
(canoniquement) isomorphes entre eux, car d’une part les j; sont triviaux modulo Mo,
par le dernier point du lemme 3.6.1, et d’autre part les u® sont constants. Soit S, (resp.
N,) ce F,[M]-module commun. Si ¢t € N*~! x Z, on peut considérer la composition des
applications naturelles Z,[M]-équivariantes

B] )?,t — Sy

)XTt

Elle se factorise par S? ®z, Fp. Montrons que la réunion des images de ces dernieres

sXTt - - -
applications, ¢ € N"~! x Z variant, recouvre S,. Cela vient de ce que N, — S, est
surjective, et de ce que la réunion des images des applications naturelles BgXTt ®z, Fp —

N, est tout JT_/' x- Notons enfin que le F-espace vectoriel Sy,a/mS, a est une Fy-structure
de 8, ®p.. F, =S, stable par M.
X0 Cp — P X

Le foncteur V' — V(G, Uy(p)) étant exact et commutant a l'extension des scalaires, on
en déduit que S, (G, Uy(p)) est un F,[M] module isomorphe & S, A(G, Uy(p)) @4 F,, et
qu’il est réunion des images des applications S, (G, Up(p))“°. On conclut par le lemme
de Deligne-Serre (cf. [DS] Lemme 6.11), en notant que ces derniers espaces sont obtenus
par extension des scalaires & O¢, du Or-module libre de type fini S; -, (G, Us(p))° ®z, Oy,
qui est stable par H, . [
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4.6. Opérateurs U, .

Proposition 4.6.1. Les T'(¢) (¢, € T*) sont des endomorphismes rationnels et entiers
de S\ (G, Uy(p)) et Ny (G, Us(p)). Si a est strictement croissante, T(C) est completement
continu au dessus de chaque ouvert affinoide de V.

Preuve: La premiére assertion a déja été vue. Si a est strictement croissante et ¢, € T¢,
4.5.2 montre que 7'(¢) est une somme d’opérateurs composés d’'un opérateur diagonal
(via ¢) complétement continu (lemme 3.6.2 ) et d’opérateurs de norme < 1. [J

Définition : Soit a = (a1 < --- < a,) croissante positive, on notera U, € H l'opéra-
teur de Hecke T'(¢) sur les V(G, Uy(p)), ou ¢ € G(Ay) est partout trivial sauf en p ou il
vaut u®. On pose U, := (L=l g Uy commutent entre eux 2 a 2 (cf. §4.5.3).

On déduit alors de [C1] §A.2 (cf. 4.6.3),

Théoréme 4.6.2. [l existe des uniques séries enticres P¢(s,T), Q5(s,T) € AW){{T}}
telles que pour tout s € N*1 x Z,

P(s,T) = det(1 - TU, \SX,S(G,Uo(p)))’ Q% (s,T) = det(1 - TU, |NX,S(G,Uo(p)))

Suivant [CM] §1.3, on rappelle que si X est un espace rigide, A(X) 'anneau des
fonctions rigides analytiques globales sur X, P € A(X)[[T]] est appelée série entiére
sur X si c’est la série associée a une fonction rigide-analytique sur X x A}nig. Si X est
un affinoide réduit, et si P(z,T) = >, ai(x)T", il est équivalent de demander que
|ai|r e 0,¥r >0 € R, |.| étant la norme sup sur X. On note A(X){{T'}} Panneau des

séries entiéres sur X, une série de Fredholm sur X est une série entiere F' sur X telle
que F(0) = 1, soit F' € 1+ TA(X){{T}}. Par le théoréme ci-dessus, P¢(T') et Q3(T)
sont des séries de Fredholm sur W.

Si A est un anneau local complet d’idéal maximal m 4, une série entiére sur A est un
élément
F(T) = ZaiTi € A[[T]], tel que si ¢; =sup{n € N,a;, € m’;}, alors ¢;/i — o0
i>1
On note A{{T'}} 'anneau des séries entiéres sur A. F' € A{{T'}} est appelé série de
Fredholm sur A si F'(0) = 1. Dans notre cas, A = Op[[t1,....t,]] = Aet si X =W, et de
toute série de Fredholm sur A on déduit par restriction une série de Fredholm sur WV au

sens de 4.6. Des séries de Fredholm sur A sont fournies par le lemme suivant, généralisant
quelque peu le théoréeme 4.6.2 :

Lemme 4.6.3. Soient a strictement croissante, v € Hy AUyH, A, alors il existe une
unique série de Fredholm sur A dont I’évaluation en t € N"~!' X Z coincide avec det(1 —
Tis, .(c.Uo(p))- En particulier, les P¢ sont dans 1+ TA{{T}}.

Preuve: L’hypothése sur v implique que sa restriction au A(W,)-module de Banach
orthonormalisable S, (7)(G, Uy(p))) est complétement continue, la théorie de Coleman
nous fournit une série entiere sur W, : P, ., = det(1 —Tvs, (»)(c,00(p)))- La compatibilité
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a lextension des scalaires contractante du déterminant de Fredholm (cf. [C1] A.2.5)
nous donne, faisant grandir  dans [1,|w/p|[Np? et notant que [J, (W, x A}, ) est un
recouvrement admissible de W x AL, ; un élément P, ,(T) € 1+ TOW){{T}}. Ses
coefficients sont dans A d’aprés 4.4.1, car ce sont des fonctions sur VW bornées par 1 et
rationnelles (4.5.4). Cela implique alors P, ,(T) € 1 + TA{{T'}}.

On sait, par [C1] A.2.5, que la formation du déterminant de Fredholm est compatible &
I'évaluation en t € W(C,), I'unicité de la proposition est un argument direct de Zariski-

densité de ces points dans Spec(A). O

Définition : On pose P, := Pﬁo’l’“"n*l) et Qy = &0’1""’%1).
4.7. Classicité des formes de petite pente.

4.7.1. Formes de pente finie. Si V est un C,-vectoriel de Banach orthonormalisable,
L € Endc, (V') complétement continu, o € Q, on note V' le plus grand sous-C-vectoriel
de dimension finie stable par L sur lequel L a toutes ses valeurs propres de valuation a.
Un élément de V sera dit de pente finie pour L s’il est dans @,eqV “.

Si une forme f € S, ;(G,Us(p)) est de pente finie pour un US avec a strictement

. . / . .
croissante, alors elle est de pente finie pour tous les Uy avec a strictement croissante.

. . 0,...,0,1,...,1 :
En effet, U, est un monome en les n + 1 opérateurs U,S ), chacun intervenant. Le

sous-espace de dimension finie de S, +(G, Up(p)) sur lequel U est de pente a donnée est
stable par tous les U;}/, car ces derniers commutent a U7. Comme U} y est inversible, les

0,..,0,1,...,1 S / . .

U, ( ) le sont donc aussi, ainsi donc que tout U? avec o’ strictement croissante. La
p ] P

notion d’étre "de pente finie" pour une forme automorphe p-adique est donc indépendante

de Popérateur U7 choisi.

Proposition 4.7.2. Sip > 2, une forme automorphe classique de type (G, Uy(p), x) est
de pente finie.

Preuve: Dans la traduction exposée au §4.2, il suffit de montrer que si V' est une
représentation complexe admissible irréductible de GL,(Q,) ayant un sous-espace non
nul sur lequel 'Iwahori T'g(p) (car p > 2) agit par un caractére 1), alors les [[ul] y sont
inversibles. Mais ces endomorphismes sont inversibles dans 1’algébre de Hecke complexe
de T'g(p) pour ce caractére par [Ro| lemme 7.6 (dans les notations de son §3, ¢ est de
niveau 1 et on a donc (J, p) = (T'o(p), ¥)). O

Cette proposition est fausse en général si p = 2, et ce méme pour n = 2.

4.7.3. Classicité en petite pente. La notation V (G, Uy(p))® sous-entendra "pour l'ac-
tion de lopérateur U," défini plus haut. Si t = (mq,...,m,) € N"! X Z, on pose
Min(t) :=Min}~'(m;) (noter que m,, n’intervient pas).

Proposition 4.7.4. Soient o € Q, t € N1 x Z tel que o < Min(t) + 1, alors
Sa(G, Up(p)™* = Syu(G, Uo(p)”
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Plus généralement, soient a = (a; < ag < --- < ay,) strictement croissante positive,
a€Q,t=(my,..,m,) € NI xZ, tel que a < Min"' (a;11 — a;)(m; +1), alors le sous-

Preuve: Soit N, (G, Uy(p))® := By (G, Us(p)), on pose
Sx(G,Uo(p)"™ = Syu(G. Us(p)) /Syt (G, Us(p))",
NG, Uo(p))"™ = Ny (G, Us(p)) [N (G, U ()

7

On a alors une surjection canonique Hecke équivariante :
Nx,t(Ga UO(p))nd - X,t(G7 UU (p))nd

On fixe (ay, ..., a,) comme dans I'énoncé, on regarde tout d’abord laction de [u®]; sur N, ;.
Pour tout monéme M en les z; ; de poids ¢ = (m/, ...,m/, ), on a [u®],(M) = p"™) M ou
n(M) est un entier (lemme 2.5.1). Le monoéme de poids ¢’ pour lequel n(M) est minimal

est M' =]} zzn;, pour lequel n(M') vaut m}(as —a1) + - -+ +m)_;(a, — an_1).
L’action de Uy sur N, ;(G, Us(p)) se décompose sous la forme Uy = Yo T - 0y o
les 0; sont des opérateurs de norme 1, et les 7T; sont dans T* agissant diagonalement via
t, par l'action [.];, sur ./\/;Zt. Nous allons voir que Uy /pan_ (mit1)(@ait1-a:) egt entier sur
N, +(G,Us(p))™. 1 suffit de le voir pour chacun des T}, et T'g(p) agissant par des auto-
morphismes de norme < 1, il suffit de le voir pour [u],/pM™=1 (m)+1 Or N4 (G, Up(p))™
est isométriquement isomorphe (avec action de [u];) au sous-espace de N, +(G, Up(p)) ~
./\/Qt engendré par les vecteurs dont les coordonnées sont des monomes de poids t' =
' 1) tels quil existe i < n vérifiant m} > m;. Ainsi, [u],/pMini=t (mit(ain—a)
est entier sur N, (G, Up(p))™®. Autrement dit, |[u],/pMini=i (mitD(@isi—a)| <

‘Ug/pMin?;ll (mi+1)(air1—aq)

(m},...,m

<1

Par passage au quotient, on en déduit la méme chose pour US sur S, +(G, Uy (p))™. En
particulier, les valeurs propres de Uy y sont de pente > Min?}' (m; + 1)(a;41 — a;). Ainsi,
si U2 a une valeur propre de pente o < Min}—;'(m;) + 1, son image dans S, 4(G, Up(p))"
est nulle, ce que 'on voulait. [J

Remarques :

— Les calculs ci-dessus "pour h = 1" montrent qu'une section du fibré en droites
de poids t sur la variété de drapeaux F' qui converge sur 'ouvert affinoide F et
qui est propre pour diag(1,p,...,p" 1) de pente a est une section globale dés que
a < Min(t) 4 1.

— 11 faut noter que le sous-monoide de U engendré par les u® avec a = (0 = a3 < as <

. < a,) n'est pas de type fini si n > 2. Nous disposons donc, pour n > 2, d’une
infinité de critéres distincts de "classicité en petite pente'.

Définitions : Soit ¢t € N*"! x Z, @ € Q, une forme f € S,.:(G,Uy(p)), de pente
0 < a < Min~/'(m; + 1)(a;1 — a;) pour Uy (resp. pour U,) sera dite tres classique pour
Uy (resp. tres classique). Une forme automorphe p-adique trés classique pour un Uy est
classique.
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4.8. Opérateurs U et algébre de Hecke-Iwahori.

4.8.1. Notations. Soient P le Borel supérieur de GL,(Q,), D le sous-groupe du tore
diagonal composé des éléments & coefficients dans p”, U C D comme en 2.5.1, et I'Twahori
I, i.e. le sous-groupe de GL,(Z,) des éléments triangulaires supérieurs modulo p, I =
To(p) si p > 2. Si M est un sous-groupe de GL,(Z,), M désignera sa projection dans
GL,(Z/pZ). Si 0 < i < n, on notera

w; = diag(1,...,1,p,...,p), avec i fois le terme 1,

et si de plus ¢ > 0,
T = o

Si M est un sous-groupe ouvert de GL,(Z,), [M gM] désignera toujours la double classe
associée a g dans I’algebre de Hecke de GL,,(Q,) relativement & M, notée H(GL,(Q,), M).

4.8.2. Rappels. Soit x := (X1, Xn) : (Q;)" — C* un caractére continu non ramifié,
on le verra aussi par restriction comme un caractére de D, et par extension comme un
caractére de P. On note Ind(x) l'induite parabolique lisse normalisée de x a GL,(Q,).
Explicitement, soit

512 .— (H(nfl)/?, |.|(nf3)/2 7|.‘(1*n)/2)

Y

le caractére (non ramifié) "module" de P, §'/?(z;) = p—n=1/2,

Ind(x) == {f : GL,(Q,) — C, lisses, f(bg) = 32 (b)x(b) f(g), ¥g € GL,(Q,), be P}

Le caractére y étant non ramifié, Ind ()% (») est de dimension 1 sur C et la représen-

tation de l'algébre de Hecke non ramifiee H(GL,(Q,), GL,(Z,)) sur ce dernier est un
caractére ¢ = () veérifiant

Vi=1.on,  O(GLa(Z)unCLZ)) =p = > [[u®

Ic{1,...n}|I|=t j€I

4.8.3. Action des opérateurs U sur les I-invariants de Ind(x). Nous examinons dans ce
paragraphe l'action de P'algébre de Hecke-Iwahori complexe H(GL,(Q,), I) sur Ind(x)?,
et plus précisément celle des opérateurs de la forme [[ul], u € U. La décomposition de
Bruhat s’écrit GL,(Q,) = [[,cs, Pwl, et x étant non ramifié, il vient que Ind(x)’ est
de dimension n! sur C.

Lemme 4.8.4. La semi-simplification de la représentation sur Ind(x)! de la famille
commutative des [Iul], u € U, est somme directe des n! caractéres x.,, w € &,, définis
par Xo([Tul]) := 82 (u)x (w™tuw).

Ce résultat est une conséquence d’'une description de H(GL,(Q,),I) due & Bernstein,
dont nous allons briévement en rappeler certains aspects, en suivant [Rog| §1 et §5.

Soit w € D.G,, [[wl] est un élément inversible de H(GL,(Q,),I) (car on est en
caractéristique premiére a p), et 'application v € U +— [[ul] € H(GL,(Q,), )" est un
morphisme injectif de monoides U — H(GL,(Q,), I)*. On normalise ce morphisme en
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le multipliant par z0~'/2, ou z est le caractére de D défini par z(z;) = p~! pour tout i,

il s’é¢tend donc en un unique morphisme de groupes
D — H(GL,(Q,),I)*

On désignera encore par d € H(GL,(Q,),I), 'image de d € D par ce morphisme. En
particulier, z; = p%*i[lui_ll] [Tu;I)71

La décomposition de Bruhat-Iwahori GL,(Q,) = [],cpes, [wl montre que la sous-
algébre

A= Clzf, .. 2

de H(GL,(Q,),I) est I'algébre des polynémes formels de Laurent en les z;. Soit Hg, le
sous-C-espace vectoriel de H(GL,(Q,), I) ayant pour base les [[wI] avec w € &,,. C’est
une sous-algébre de H(GL,,(Q,), I), isomorphe & H(GL,,(Z,), P N GL,(Z,)), via [[wI]
[P N GL,(Z,)wP N GL,(Z,)]. Le résultat de Bernstein est que A et Hg, engendrent
H(GL,(Q,), I), avec les relations de commutation suivantes (s; = (j,j +1) € &,,) :

sz[IS]]] = []Sj]]Ii, si 17é j, J+1
vi[lsil] = [Isl]viyy — (p— D)agyr, i=1,...,n—1
5131‘+1[]3i-7] = []SZ]]I'Z + (p — ]_)[EZ'+1, 1= 17 N +1

Par conséquent, faisant agir &,, sur A par automorphismes de C-algébre et en permu-
tant les coordonnées sur D, on a la formule suivante. Soient x € A et w € &,

(14) o[Twl] = [[Twlw *(z) + Z Tw Iy ey AVEC Ay 2 € A,

w!' <w

et < désigne I'ordre de Bruhat associé¢ aux s; dans la formule ci-dessus.

Prouvons le lemme maintenant. Si w € &, soit e, I'unique élément de Ind(x)! tel
que si w' € &, e,(w') =0 ou 1 selon que w # w’ ou w = w'. Si on ordonne la base des
e, de maniére croissante avec la longueur de w (par rapport a la famille des s;), nous
allons voir que les [[ul], u € U, sont triangulaires supérieurs.

~ Par la décomposition de Bruhat-Iwahori, si u € U et w’ € &, (Iul) Nw' ™' (PI) =

(Tul)Nw'~"D.I est vide sauf si w’ = 1, auquel cas il vaut «I. Ainsi ([Tul].e;)(w') = 0
siw' # 1, er(u) = (6"2x)(u) sinon, soit [[ul].e; = (6Y/2x)(u)e;. A agit donc sur e;
par un caractére envoyant x; sur (zx)(x;) = x:(p)/p-
- Si w,w' € &, (Iwl)Nw ™ 'PI = (Iwl) Nw "1, qui est vide sauf si w = w' ™",
auquel cas c’est wl. Ainsi, [Jwl].e; = e,-1.
Par la formule (14), siz € Aet w € G,

1.6y = (z.[Tw ]).e; = (2x)(w(2))ew + Z (2X) (@t .2 ) €1
w/ <w—1
On conclut en définissant x,, comme le caractére de A sur e, (modulo les e,;,7 < w)
ramené aux [[ul] par la relation [Tul] = §'/%(u)z " (u)u. O
Définition : Pour s =1, ...,n, on pose

E = [Iun,l[] [Iun,“,l[]il
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Par le lemme 4.8.4, xu(F}) = p"7 Xums1-(p)/p" L. Soit Py(T) € C[T] le polynome de
Hecke de I'unique constituant non ramifié de GL,(Q,) apparaissant dans Ind(x), on a

n n
n— i(i—1)

PT) =TT =™ xilp) = (=17 @((GLa(Z,) 1 GLA(Z) )T

i=1 1=0

On en déduit que "F; choisit une racine du polynéme de Hecke". Plus généralement,
Xw(F;) est de la forme \/p*~! ou A est une racine du polynome de Hecke, et a w fixé on

a
n

P(T) = [J(T = v xw(F))

=1

Remarque : Soient t € N*"1 x Z, v, : D — C* I'inverse du caractére de plus haut poids
t (que l'on a introduit au §3.5), si on considére I'action des [[ul] sur Ind()? tordue par
v, ce qui sera le cas dans les applications du §7.5, les caractéres apparaissant sont les
(V¢ xw) et vérifient, pour une certaine racine A\ du polynéme de Hecke :

(Vixw) () = \/pi=Hmntmn i ma gt i

5. LA SERIE CARACTERISTIQUE DE U,

5.1. Borne inférieure uniforme pour le polygone de Newton.

Lemme 5.1.1. Soient v € Q,r = p’, 1 < r < |w/p|, t € Wi(Cp), st Q\(t,T) =
1+ Zizl a; T, alors |a;| <1, et son polygone de Newton est minoré indépendamment de
t dans W,(C,) par le graphe de la fonction

z+— Cp(h, N)z(z/N — (h(N 4 1))YN)

avec Cy.(h, N) = er(N!/h)l/N%, N=2"-n—-1,¢ =v(p/w) —v.

Prewve: N, +(G,Uy(p)) ~ N, on suppose ici les scalaires étendus a C, et on fixe
comme base orthonormale sur C, celle des eps,, M parcourant I’ensemble des mondmes

en les z; ;, 1 < a < h, définie par
EM,a = (07 707M707"' aO)

M étant a la @’ case. U, = >.._ [T3]; - 04, ou T; agit diagonalement sur N, (G, Uy(p))"
par un élément de T sur chaque coordonnée, par I'action [.];. Soit g un tel élément, on
montre ci-dessous que g(exs,q,) a son coefficient en ey oo dans O¢, de valuation > ¢, |M’|
ou |[M'| =mj+---+m,_, st M’ est de poids (m},...,m,_,), &, comme dans I’énoncé.
Notons que cette minoration est indépendante du couple (M, a), de t, et de g, elle vaut
donc aussi par sommation pour U,, les o; étant de simples permutations.

Fixons donc g € T% M € N, ; un mondme en les z; ;. Sit = (ty,...,t,), on a [g](M) =
IT-,3i(9)"g(M). Notons que g(M) est un produit de g(z; ;) pour chaque z; ; intervenant
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dans M (avec multiplicité bien str). On fixe 7,7, on sait la forme de g(z;;) par les
équations (8) :

ar + p(30Y) awzix)
A+ (7 bz )

En particulier, chaque z;; apparait avec un multiple de p comme coefficient, et aprés
développement du dénominateur, c’est donc une série de puissances des z;; (1 < k <
J (7)) telle que chaque mondme en les z;; de degré total d a son coefficient dans Z,
divisible par p?. On en déduit le méme résultat pour g(M), qui est un produit de g(z; ;).

Il reste a examiner les cocycle j;(g)" :

, Gk, by € Zp, )\EZ;

J(3)

.]z(g) = 1+pfzv fz S Zp+Zszi,j si 1 < n, fn S Zp
1=2

(1+pfi)" 1+Z —n )

n>1

Notons que |t;| < r et donc que la valuation du coefficient de f/* est supérieure a
n(v(p/w) — v) = ne,. Chaque monome de degré total d en les z; ; apparait dans j;(g)"
avec un coefficient dans Oc, de valuation > de,. Puisque ¢, < 1, le développement de
lg]:(M) sur la base des mondmes en les z; ; est donc tel que chaque mondéme de degré
total d a un coefficient dans O¢, de valuation > de,, ce qui était annoncé.

Ceci nous conduit a ordonner la base epr, de la maniére suivante. Soient s > 0 et
Ay le sous-C,-vectoriel de dimension finie engendré par les ey, tels que |M| = n. Alors
Ny +(G,Up(p)) est somme directe topologique "orthogonale" des A,. On pose r = 2" —
n—1 (qui est la dimension de B, ou encore le nombre des paramétres z; ;), on aura besoin
des formules suivantes :

dime, (A,) = h#{(ar, .., a) € NV Zaz—s} h(HNll)
Z<><>

al N+ s
">1 - di ) = hN
s >1, ;S imc, (As) (N+1>

On ordonne totalement la base des ey, en (e;);>1 de facon a ce que ey, ..., e, engendrent
Ao, €nt1, ... env+1) engendrent A;, et généralement que les e; avec h(NJrS*l) <1 <

N
h(N; S) engendrent A,.

Soit donc 1 + Zi21 a;T" = det(1 — TUPlNX +(G,Uo

de la colonne U,(epr,) donnée plus haut, et 'expression des a; en fonction des mineurs

(p))). Par la majoration des coefficients
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de la matrice de U, on en déduit que
. . 1 (N+s—1 - N+
51522,et51h( I )<@§h(NS)

() > & Y0 q - dim(Ay) + (i — h(VT))s > e hN (V)

N+s—1\ s(s—1) N+s s(s N+s :
OnahN( §+1)_th( +) >Nm,deplusde@<h( +) on tire
N +s > (Nli/h)YN, dot

Ns(s—1)

v(a;) > e,i(Ni/n)"N (N +1)(N + s)?

Il est facile de voir que (s( >2/(2+ N)*sis>2 dou

ON
(N +1)(N +2)?

v(a;) = iYNCL (b, N), Cu(h, N) := e, (N!/h)/N

On a écarté le cas ou i < h(N + 1), il est clair qu’alors v(a;) > 0. On en déduit que le
polygone de Newton de 1 + anl a,T™ est en dessus du graphe de la fonction

fr(x) = Cr(h, N)a (2™ — (h(N + 1))

C’est ce que 'on voulait. [J

Corollaire 5.1.2. Soit P\(s,T) =1+ -, a,(s)T", alors an(s) = >, 5o anms™ avec
Unm € Ly €t |aym| < |P/w|™. De plus le polygone de Newton de P, (s,T) est uniformé-
ment minoré sur s € W,(C,) par le graphe de la fonction f,.

Preuve: Soit t € W(C,), la suite exacte de C,-Banach
0 — IN (G, Us(p)) — Nya(G, Un(p)) — Sxt(G, Us(p)) — 0

est I'extension des scalaires a C, d'une suite exacte de Q,-Banach orthonormalisables,
donc scinde topologiquement par [Ser| §1 prop. 2. L’opérateur compact U, étant un
endomorphisme de cette suite, [Ser| §2 lemme 2 assure que :

Py(t, T)det(1 = TUp 1 x cnm)) = @x(&T)

En particulier, le polygone de Newton de P, (¢,T") est extrait de celui de Q,(¢,7), il
est donc minoré par celui de ce dernier. On conclut par le lemme 5.1.1. L’assertion
d’intégralité et croissance provient de ce que 'on sait que det(1 —TUjs 1)@,vo(p)) €st a
coefficients dans Q,((sx)), que ses évaluations sur les W, (C,) sont & coefficients entiers
(par la proposition 3.6.2), et du principe du maximum sur W,. O
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5.2. Une congruence.

Proposition 5.2.1. P (s,T) = 143, ., an(s)T" € AXOW){{T'}}, soient 5,5' € W(C,),
m €N, si|s— | <|p™|, alors |an(s) — an(s)] < [PP™].

Preuve: Soient s,s" € W(C,). On identifie S, s(G,Us(p)) et S, +(G,Up(p)) au C,-
espace de Banach S, o(G,Up(p)) = A(F/Cp)y (G, Us(p)) ~ A(F/Cp)L. On s’intéresse
aux deux actions de U, sur cet espace : []; et [.]y. Comme [u], = [u]y, il suffit de
comparer les actions diagonales de I'g(p). La boule unité A(F/C,) est préservée par les
opérations [.], de I'y(p), par la proposition 3.6.2. On fixe un entier m > 0, v € T'y(p), on
va montrer que les Oc,-endomorphismes [7], et [y]y de A(F/C,)}/pp™A(F/C,), sont
égaux.

Par hypothése, s = & + p™u, |u| < 1; s s = (s1,...,8,) et 8" = (s],..., 8
s; = 8; + p™u;, u; € Oc,. De plus, si 1 <1 <n, v € Ly(p),

ji(y)" = ji(’Y)S; (ji(’Y)pm)ui
Notons que j;(v) est de la forme 1 + pf, f € A(F)". On en déduit que, (1 + pf)P" =
1+ pp™g, g € A(F)°, puis que

(1 pfyem =143 Ml

n>1

/

'), alors

) ( )pp g

n!

On conclut j;(v)P"* =1 € A(F)°/pp™A(F)?, ce que I'on voulait. On en déduit que
les deux opérateurs U, coincident sur ce méme espace, que leurs séries caractéristiques,
qui sont dans 1 + T'Oc¢, {{T'}}, sont égales modulo pp™. O

>v(p)+m, Vn>1, m>0

Remarque : La méme preuve vaut pour Q,(s,T).
5.3. Application d’un résultat de Wan.

Théoréme 5.3.1. Soient a € Q, t et t' € W,(C,), si [t —t'| < [p™ @], avec
(N +1)(N +2)?
2v(p/rw)N (NN’
alors les parties de pente < « des polygones de Newton de P, (t,T) et P (t',T) coincident.

m,(a) = [ha(A.a + B)N], A, = B=(N+1)/N

Preuve: On applique le lemme 4.1 de [Wan], on le rappelle :

Lemme 5.3.2. (Wan) Soient Q1(T) et Qo(T) deux éléments de 1 4+ TOc, {{T}}, N;
(i =1,2) la fonction sur R dont le graphe est le polygone de Newton de QQ;. On suppose
que p(x) est une fonction continue strictement croissante sur Rt telle que

#(0) <0, Ni(#) > au(z) (1< < 2,0 > 1), () = oo

r——+00
On suppose de plus que xpu~'(z) est croissante sur R, et on pose m(x) := [xp~t(z)]. Si
Q1(T) = Q2(T) mod p™*L pour un a > 0, alors Ny et Ny coincident en pente < a.
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Soient t1,ty € W,(C,), on regarde Q;(T) = Py(t;,T). Alors s’il on considére u(z) =
Cyp(h, N) (/N — (h(N +1))"") comme dans le corollaire 5.1.2, u~'(z) = (z/C,(h, N) +
(R(N 4+ 1)YMN et donc xu~t(z) est croissante et y satisfait les hypothéses du lemme
de Wan. On en déduit le théoréme. Notons que Wan énonce son résultat dans Z, mais
sa preuve est tout aussi valable dans Oc,. [

Ezemples : Dans Wy, si n = 2, 3 ou 4, on a respectivement m;(a) < [ha(18a + 2)],
[ha(21a + 2)4], ou [ha(38a + 2)M]. Sin > 4, my(a) < [ha(3Na + 2)V].

De l’assertion de classicité (proposition 4.7.4), on déduit :

Corollaire 5.3.3. Soient a > 0, t,t' € N*! x Z, si Min(t),Min(t') > o — 1, et si
(] < [p" )], avec
m(a) = [ha(Aia + B)Y]

alors

dimg, (Sy+(G, Up(p))™*) = dimg, (Syv (G, Uo(p)) ™)

Corollaire 5.3.4. Les pentes de U, agissant sur les formes classiques forment une partie
discrete de RN Q.

Preuve: Soient o € Q, t € W, (Q,), par le théoréme précédent, il existe un voisinage
U, de t dans W, (Q,) tel que si s € Uy, la partie de pente < a du polygone de Newton
des P, (s,T) est indépendante de s, en particulier il n’y a qu'un nombre fini de pentes
< « possibles sur U;. Par compacité de W;(Q,), on conclut qu’il n’y a qu'un nombre
fini de pentes < a de U, sur les S, (G, Up(p)) (t € N*~! x Z), et donc a fortiori sur les
Sxt(G, Up(p))*. O

5.4. Polygone de Newton sur un affinoide. Soient K un corps local, 7 une uni-
formisante de K, A une K-algebre affinoide réduite, X := Specmax(A), et |.| la norme
sup sur A. On fixe f = 37, a1 dans 1 4+ TA{{T}}. Pour tout € X, on note f,

I'évaluation en x de f, f, € (A/x){{T}}. On supposera de plus que A? = 1A% et que
|.| est multiplicative sur A, on note v la valuation associée.

Proposition 5.4.1. Soit s € Q, on suppose que la partie P de pente < s du polygone
de Newton de f, ne dépend pas de x € X, et que v(K) contient les pentes de P. Alors il
existe un unique polynéme P dans 1 + T A[T| de coefficient dominant inversible et une
unique série enticre S € 1 +TA{{T'}} telle que f = PS, que le polygone de Newton de
P, soit exactement P, et que (P,S) =1 dans A{{T}}.

De plus, st P ar pentes distinctes ay,...,a,., de longueur respective Ny,...,N,., il existe
des uniques polynomes P;(T) € 1+ TA[T)] de degré N;, tels que pour tout x € X, le
polygone de Newton de (P;), n'a qu’une pente, de longueur N;, égale & oy, P =[[;_, P;.
Enfin, (P;,S)=1¢et (P,P;)=1sii#j.

Preuve: 1) Cas ou P n’a qu'une pente, nulle, de longueur N. Par I’hypothése sur les
fo, Vo € X,
la;(x)| <1, Vi>1
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lan ()] =1
la;(x)| <1, Vi>N

On en déduit par le principe du maximum que |a;| < 1 Vi, que |ay| = 1 et que |a;| < 1 si
i > N. En particulier, f est dans A°<T>. De plus, ay ne s’annulant pas, il est inversible
dans A, son inverse est de norme 1 par 'hypothése "|.| est multiplicative", ay est donc
un inversible de A°. Enfin, par I'hypothése A = 7A° on a que a; € A% sii > N.

On regarde alors M = ANT)/(f(T)), M/mM = (A°/xA%)[T]/(f) ot f est de degré
N, de coefficient dominant inversible (par ce qu’on vient de dire).

Ainsi, M /mM est fini, ce qui est donc le cas aussi de M (qui est m-complet séparé).
On en déduit que A(T)/(f(T)) est fini sur A. Comme il est plat (lemme 5.4.3), il est
localement libre de rang fini sur A. Son rang se calcule en un point z € X quelconque,
c’est donc N = dima,,((A/2)(T)/(f,)). La multiplication par 7" a un polynéme carac-
téristique () unitaire de degré N. La surjection canonique

AT /(Q(T)) — AT)/(F(T))

est donc un isomorphisme (les deux modules sont projectifs de méme rang N). On conclut
que (f) = (Q) dans A(T), et il existe S € A(T) inversible tel que f = QS. En regardant
enz € X,ona f, =Q,S; et S, inversible dans (A/x)(T). Par conséquent les N racines
(avec multiplicité) de pente 0 de f, sont des racines de @, qui est de degré N, et @, est
donc proportionnel (par un facteur non nul dans A/x) a la partie de pente 0 de f,, qui
est un polynéme unitaire de degré N, dont le polygone de Newton est P. Le coefficient
constant b de () ne s’annule donc jamais, il est inversible dans A. On renormalise ainsi
Qen P=Q/b, P €1+ TA[T], et pour tout =, P, n’a qu'une pente, nulle, de longueur
N (cela implique comme plus haut que P € A°[T]). On pose S’ = bS, S’ € 1 + T A(T).

Ainsi, f = PS5’ et S’ est inversible dans A[T]|/(P) = A(T)/(P). Par le lemme 5.4.2,
on conclut §" € 1+ TA{{T'}} puis (P, S’) =1 (sous-entendu dans A{{T'}}), ce que l'on
voulait.

ii) Cas ou P, n’a qu’une pente, quelconque disons «, de longueur N. Soit u un élément
de K tel que v(u) = «, on regarde g(T') = f(T'/u). C’est encore une série entiére dont
les évaluations g, ont pour polygone de Newton celui de f, moins la droite passant par
0 de pente . La premiére pente commune est donc 0 de longueur N. Le i) s’applique et
f(I) =P (Tu)S (Tu) = P(T)S(T) ou S est entiére et premier a @), et on obtient ce que
I’on voulait.

iii) Cas général : par récurrence sur le nombre de pente de P. Par hypothése, f(T) =
Pi(T)S1(T) ou Sy est entiére, P; a pour polygone de Newton uniforme P privé de sa
derniére pente, et (S1, P1) = 1. Il est clair que S, a pour premiére pente la derniére
pente de P, pour tout z, par la théorie du polygone de Newton sur un corps (voir
[Kob]), et donc qu’on peut appliquer ii) a S;. Par conséquent, S1(T) = Py(T)S2(T) et
f(T) = P(T)Py,(T)S2(T) avec (Py,S) = 1 (et (Pr, P2S3) = 1). Sy est donc premier a
Py, Py, et PP, et P, est premier a Ps. [

Lemme 5.4.2. Soient f € 1 + TA{{T}}, P 1+ TA{{T}} et S € 1 + TA(T) tels que
f=PS, alors S € A{{T}}.
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Prewve: Soit f =14 ) ., a,T", par le principe du maximum on choisit z,, € X
tel que |a,(2,)| = sup,cy |an(x)]. La série Y, oo an(2,)T™ est entiére sur C,, car F €
A{{T}}, on note Z son polygone de Newton. Par définition, Z borne inférieurement et
uniformément les polygones de Newton de tous les f,. La formule f = SP et la théorie du
polygone de Newton sur un corps (ici A/z) montre que le polygone de Newton de .S, pour
tout = est celui de f, auquel on a "soustrait" celui de P,. Il est donc a plus forte raison
minoré par Z et ceci par conséquent uniformément en x. Ainsi, si S(T') =1+ ., 0,17,
on a |b,| = |bu(2,)| pour un certain z, € X (principe du maximum). Le polygone de
Newton de 1+ ) -, by(2,)T™ est minoré par Z, et donc S est entiére. O

Lemme 5.4.3. Soient A une algébre affinoide et f € 1 +TA(T), alors A(T)/(f(T)) est
plat sur A.

Preuve: On utilise le critére : soient A — B un morphisme plat entre anneaux noe-
thériens, et f dans B, supposons que pour tout maximal m de A, f est non diviseur de
0 dans B/mB, alors B/fB est plat sur A. Ici B := A(T) est plat sur A. Soit x € X,
B/xB = (A/x)(T) est intégre et f est non diviseur de 0 car il y est non nul (son coefficient
constant est 1). O

Remarques : Par la méme méthode, on peut montrer que si f € 1 +TA{{T'}} et que
tous les f, ont méme polygone de Newton, alors f se factorise complétement selon les
pentes communes. Une petite partie de la démonstration pourrait étre remplacée par
une préparation de Weierstrass dans le cas (qui nous intéresse) o A est 'anneau des
fonctions sur une boule affinoide. Les hypotheses A% = wAY et |.| multiplicatives sont
vérifiées dans nos applications mais sont en fait superflues :

Proposition 5.4.4. La proposition 5.4.1 reste vraie sans supposer ni A® = 1A%, ni |.|
multiplicative, et aussi quand K = C,.

Preuve: Le point essentiel est de prouver sous ces hypothéses le cas 7) de la preuve
de 5.4.1. Pour cela, le modele de A(T)/(f(T)) que nous avons choisi ne suffit pas, il
faut utiliser la théorie des modéles formels de Raynaud. On conclut par le résultat plus
général suivant :

Lemme 5.4.5. (|[Con2| théoréeme 5.6.9) Soit f : X — Y plat, quasi-compact, séparé,
entre deux espaces rigides X et'Y, si f a ses fibres géométriques de degré constant d,
alors f est fini de rang d.

L’argument, di & B.Conrad, consiste en la généralisation d’un théoréme analogue en
géométrie algébrique da a Deligne et Rapoport.

6. FAMILLES DE FORMES AUTOMORPHES

6.1. Familles ordinaires de Hida. Une forme f € S, (G,Uy(p)) est dite ordinaire
si c¢’est un vecteur propre de U, de valeur propre une unité p-adique. Ces formes ont
été largement étudiées par Hida (cf. [Hil|, [Hi2|), on retrouve certains aspects de sa
théorie dans ce paragraphe. Par exemple, notons que si t € N~ x Z, toute forme
f € 8,+(G,Uy(p)) ordinaire est trés classique par 4.7.4, de plus par 5.3.1 (avec a = 0)
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la dimension du sous-espace de dimension finie des formes ordinaires classiques de poids
t € N*~1 x Z est indépendante de t.

Lemme 6.1.1. La suite {U N en converge dans H, A vers un idempotent noté eord

Preuve: D’aprés la proposition 4.5.5, H,, » est un anneau topologique profini. Il suffit
donc de prouver que dans un tel anneau, une suite de la forme {2"},cy stationne en un
idempotent dans chacun de ses quotients finis. On conclut en notant que tout élément
d’un monoide fini admet une puissance qui est un idempotent. [

On a donc un idempotent e;rd dans H, A, puis une décomposition
Sya(G,Un(p)) = 9SG, Un(p)) @ (1 — €Sy a(G, Un(p))
Proposition 6.1.2. Le A-module S, A(G, Uy(p)) est libre de type fini.

Prewve: On pose M := S, A(G,Up(p)). Comme eg'! € H, , il agit continGment sur
M, ainsi que 1 — e‘;(rd. On en déduit que e;rdM = ker(1 — e;rd) est un sous-A-module
complet séparé de M. Comme c’est un facteur direct de M qui est plat sur A, il est
aussi plat sur A. La proposition suivra donc aprés avoir prouvé que e;rd]\/[ est de type
fini. Ayant vu que e‘)’(rdM est complet séparé pour la topologie m-adique, il suffit de voir
que e‘;fdM /me‘;(rdM est de type fini. On se raméne de suite & montrer que u agit par un
opérateur de rang fini sur S, A/mS, 4, ce qui est immédiat : il est méme de rang 1. O

On définit Sy A (G, Up(p))*™ := €39Sy A(G, Up(p)) comme étant le A-module des formes
A-adiques ordinaires de type (G,Uy(p), x), on a vu qu'il est libre de rang fini sur A et fac-
teur direct topologique de S, A (G, Uy(p)). L'image de H, 5 agissant sur e948, A (G, Us(p))
est une A-algébre de rang fini, sans torsion, équidimensionnelle de dimension n, dont
chaque composante irréductible s’envoie surjectivement sur Spec(A) (cf. lemme 6.2.10),
c’est ['algébre de Hecke A-adique ordinaire, on la note Hord

6.2. Construction locale des familles de pentes quelconques.

6.2.1. Décomposition de Coleman du module de Banach des formes automorphes. On
rappelle le théoréme suivant de Coleman (voir aussi [B2] théoréme 3.3) :

Proposition 6.2.2. (|C1] théorémes A4.3, A4.5) Soient A une algébre affinoide réduite,
U un endomorphisme complétement continu d’un A-module de Banach orthonormalisable
M, de série caractéristique det(1 —TU) = Q(T)S(T), S € 1 +TA{{T'}}, Q € 1+ TA[T]
de coefficient dominant inversible, Q et S étant premiers entre eux dans A{{T}}, alors
M est somme directe de deux sous-A-modules fermés M = M; ® My stables par U tels
que :

~ Sid:=deg(Q), M est localement libre de rang d et det(1 —TU|y,) = Q(T),

- SiQ*(T) :=T'Q(1/T), Q*(U)m, est inversible.

Soit V' un ouvert affinoide de W, le A(V)-module de Banach S, (V)(G,Uy(p)) est
orthonormalisable sur A(V) et U, y a pour série caractéristique P (s,T’) restrelnte a
A(V){{T'}}, que l'on note P, (V)(s,T). Supposons que P (V)(T) = Q(T)S(T) dans
AWV{{T}}, Q(T) € 1+ TA(V)[T] de coefficient domlnant inversible, (Q,S) = 1. La
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proposition 6.2.2 s’applique car A(V') est une algébre affinoide réduite donc semi-simple,
et nous fournit une décomposition

S (V)G Uo(p)) = Sx(V, (G, Un(p)) @ S (V; 2)(G, Un(p))

en sous-modules stables par U, avec les qualités suivantes :
- 1) §(V,1)(G, Uy(p)) est un A(V)-module localement libre de rang deg(Q), et U, y
a Q*(T) pour polyndéme caractéristique,
— i) §(V, 1)(G, Up(p)) = ker(Q*(U,)), ce qui le détermine uniquement, et Q*(U,) est
inversible sur S, (V, 2)(G, Uy(p))

— iii) Le commutant de U, dans End 4(v)(Sy(V)(G, Uy(p))) stabilise S, (V. 1)(G, Up(p)).

6.2.3. Variétés de Hecke locales. Nous allons voir dans les paragraphes qui suivent com-
ment la décomposition ci-dessus nous permet de construire des familles de formes auto-
morphes p-adiques. On rappelle que ’on a défini ’algeébre de Hecke H, a en 4.5.3. Tous les
espaces que nous étudierons sont des modules sur cette algebre. Le qualificatif "propre"
pour un élément d’un tel module désignera par défaut "non nul, et vecteur propre pour
I'action de tous les éléments de H, o". L’anneau H, A agit sur un tel vecteur propre par
multiplication par un caractére, qu’il est coutume d’appeler systéme de valeurs propres

de HX,A'

On reprend V. C W et P, = S comme dans §6.2.1, la construction qui suit ne va
dépendre que du couple (V, Q). Soient M := S, (V,1)(G, Uy(p)) défini loc.cit., A := A(V)
et h 'image de l'algebre H @5 A dans End4(M). Le A-module End4 (M), normé par la
norme sup, est complet et de type fini sur I'algébre de Banach noethérienne A. Il a
donc tous ses sous-A-modules fermés et de type fini sur A (cf. [BGR] 3.7.3). Ainsi, h C
End (M) est une sous-A-algébre de Banach commutative et finie sur A, ¢’est donc une
algebre affinoide par [BGR| 6.1.1. En particulier, b est fermée et 'application continue
Hya — Enda(M) a son image dans h N Endy(M)° = pP°.

Soit X := Specmax(h) l'affinoide sous-jacent a b, on 'appellera la variété de Hecke
locale, elle ne dépend que de la situation (V, Q) choisie initialement. L’affinoide X est
muni d’un morphisme fini x vers V' C W. Soient Z, 'hypersurface de rigide de V' x Al
définie par Q = 0, pry et pry les projections respectives de Z sur V et Al on a alors la
description suivante des points fermés de X :

Proposition 6.2.4. Pour tout t € V(C,), l'application
re X(C,) — (hebh— h(x) eCp)

induit une bijection entre l'ensemble des points x = (t, \™') € Z(C,) et l’ensemble des
systemes de valeurs propres de H, a agissant sur l'espace des formes automorphes p-
adiques de type (G, Uy(p), x) de valeur propre A pour U, et de poids t.

Lemme 6.2.5. Soient A un anneau commutatif, M un module projectif de type fini sur
A, b une sous-A-algebre commutative de Ends(M). Si I est un idéal de A, le noyau du
morphisme canonique §/It — Enda, (M/IM) est nilpotent.
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Preuve: M étant projectif de type fini sur A, 'application canonique
EndA(M) XA A/] — EndA/](M XA A/])

est un isomorphisme. En effet, M étant de présentation finie sur A, il suffit de le vérifier
si A est local et M est libre de type fini, auquel cas c’est évident. Soit g € b tel que
son image dans End/ (M ®4 A/I) est nulle. Comme g est un élément de End4 (M),
avec M projectif de type fini sur A, il admet un polyndéme caractéristique, disons de
degré r. La formation de ce polynome commutant a la réduction modulo I, comme
le montre I'isomorphisme plus haut, ses coefficients sont dans I. Ainsi, le théoréme de
Cayley-Hamilton assure que ¢g" € I, ce que 'on voulait. [

Preuve de la proposition 6.2.4 : Soit t € V(C,) correspondant a un idéal maximal m
de A(V), on applique le lemme 6.2.5 & (A,m, M, b) := (A(V),m, S, (V,1)(G, Us(p)), h).
On en déduit que le morphisme de C,-algebres

h/mb — Im(H @a C, — Endc, (S, (V, 1)(G, Us(p)):)

induit un isomorphisme sur les C,-points, ce que 'on voulait. U

6.2.6. Construction et définition des familles. On prouve dans ce qui suit l'existence
d’une famille passant par toute forme propre de pente finie.

Définition : Soient ¢ € W(C,), f € S5,.(G,Uy(p)) une forme propre, on appelle
famille de formes automorphes p-adiques de type (G, Uy(p), x) passant par f, la donnée :

(a) d'un ouvert affinoide V-C W,

(b) d’un affinoide X muni d’un morphisme fini x : X — V, surjectif restreint a chacune
des composantes irréductibles de X,

(c) d'un point xy € X(C,) tel que k(zg) = t,
(d) et d’'un morphisme continu d’anneaux a : H, » — A(X)?,

ayant les propriétés suivantes :

(i) Pour tout z € X(C,), il existe une forme propre f, € Sy x)(G,Us(p)) telle que
pour tout T € H,y A, T(fz) = a(T)(2) fa,

(ii) La forme f convient pour f,,,

On dira alors que la famille est paramétrée par X, et qu’elle est de pente o (resp. pente
finie) si toutes les formes de la famille ont méme pente « (resp. sont de pente finie). Une
famille est de pente finie si, et seulement si, a(U,) est inversible dans A(X). Dans ce cas,
le principe du maximum assure que x +— |a(U,)(z)| est minoré¢ sur X, disons par p~*. La
proposition 4.7.4 assure alors que les f, avec r(z) € N1 x Z tels que Min(x(z)) > a—1
sont des formes automorphes classiques. Ceci est en particulier valable quand la famille
est de pente «.

Un poids t € W(C,) sera dit classiquesit € N*"txZ. Un point z € X (C,) sera dit clas-
sique si k() est classique, et si 'on peut choisir f, satisfaisant (i) dans S, () (G, Up(p))<.
Un sous-ensemble des C,-points d’un affinoide Y est dit Zariski-dense s’il rencontre les
C,-points de tout ouvert Zariski de Y.
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Proposition 6.2.7. §i une famille de formes automorphes p-adiques de pente finie
contient un point classique, les points classiques y sont Zariski-denses.

Preuve: Soit une famille comme dans ’énoncé, on adopte les notations de la définition
ci-dessus. Par hypothése, V(C,) contient un poids classique. Comme V' C W est ouvert
affinoide, il contient (cf. [BGR| 7.2.5) une boule de centre ¢ de rayon suffisamment petit,
ainsi donc que t + p" (N1 x Z) pour N assez grand. Les poids classiques ¢ de ce type
qui satisfont la condition Min(¢) > o — 1 sont Zariski-denses dans V' (C,). Les affinoides
étant des anneaux de Jacobson, on conclut par le :

Lemme 6.2.8. Soit X — Y un morphisme fini entre schémas noethériens tel que chaque
composante irréductible de X s’envoie surjectivement sur une composante irréductible de
Y, alors toute partie dense de Y a pour image inverse une partie dense de X.

Preuve: On pose g: X — Y. Soient D’ une partie dense de Y, D := ¢g~(D’), il suffit
de montrer que l'intersection de D avec chacune des composantes irréductibles de X est
dense dans cette derniére. Soit 7' une composante irréductible (réduite) de X, I'inclusion
de T dans X induit un morphisme fini gr de T vers Y, il est surjectif sur une composante
irréductible 7" de Y par hypothése. Comme D’ est dense dans Y, et que ce dernier n’a
qu’'un nombre fini de composantes irréductibles, D' N T" est dense dans 7”. On regarde
alors I'adhérence Z dans T de D N'T = g;'(D’). Comme g7 est fini, g7(Z) est fermé,
mais il contient D NT", d’ou gr(Z) = T". En particulier, le point générique n de 77 a un
antécédent dans Z. Or il est clair qu’il n’a qu'un antécédent par gr (qui est fini entre
schémas intégres), qui est le point générique de 7', d'on Z =T. O

Théoréme 6.2.9. Soient « € QF, t € W,(C,), et B C W la boule fermée de centre t de
rayon my(«) (notations du théoreme 5.5.1). 1l existe une famille de formes automorphes
p-adiques de type (G,Uy(p), x), de pente o, passant par toutes les formes automorphes
p-adiques de ce type, de cette pente, et de poids dans B(C,).

Preuve: Soient o € QF, t € W,(C,), et r € [1, |w/p|[Np?. On définit B C W comme
étant la boule fermée de centre ¢ de rayon p~™(®) (cf 5.3.1), et on fixe une forme propre
f € Sv(G,Uy(p))* quelconque avec t' € B(C,).

Le théoréme 5.3.1 assure que pour tout =,y dans B(C,), P, (z,T) et P,(y,T") ont méme
partie de pente < « dans leur polygone de Newton. La proposition 5.4.1, plus précisément
son raffinement 5.4.4 si t n’est pas dans W(@p), fournit alors une décomposition

Py(B)(T) = Q(T)S(T) € A(B){{T'}},
et Q(T) € 1+ TA(B)T de partie de pente < « constante égale & a sur B(C,), tels que
(S,Q) = 1. Cette donnée de B et () nous permet de construire comme plus haut une
variété de Hecke locale, que I'on note X, qui est par construction munie d'un morphisme
finik: X — B.

L’interprétation de X (C,) est donnée par la proposition 6.2.4; dans notre cas il est
en bijection avec 'ensemble des systémes de valeurs propres de H, o sur les formes
automorphes p-adiques de pente a et de poids ¢t € B(C,). En particulier, il existe un
point zy € X (C,) correspondant a f, tel que k(zg) = t'.
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Enfin, on prend pour a le morphisme continu H, » — h° = A(X)" défini en §6.2.3.
Nous avons ainsi prouvé que (B, X, a,zy) satisfait toutes les conditions requises pour
étre une famille de formes automorphes p-adiques au sens plus haut, passant par f, a
l’assertion de surjectivité du (b) prés, qui découle du lemme 6.2.10. O

Remarques :

— Les familles construites dans le théoréme 6.2.9 ont un "rayon" explicite dans la
direction d’un analogue pour le groupe G de la conjecture de Gouvéa-Mazur (cf.
[GM] conjecture 1). Il serait intéressant de formuler une conjecture précise dans
notre cas. Cela semble accessible, étant donné la nature combinatoire des espaces de
formes mis en jeu.

— Dans le cas particulier ot dimg, (S, (G, Up(p))®) = 1, la démonstration qui précede
montre que X = B. Ainsi, les a(T') étant bornés par 1, on en déduit des "vraies"
congruences : si k, k' € B(C,) et k = k' mod p" alors a(T)(k) = a(T)(k') mod p".

Il ne nous reste qu’a prouver le

Lemme 6.2.10. Soit A un anneau commutatif noethérien,

— Soient N un module projectif de type fini sur A, B une sous-A algébre commutative
de Enda(N), alors B est sans torsion sur A et ce aprés tout changement de base
plat sur A,

— Soit B une A-algébre finie, sans torsion apres tout changement de base plat sur A,
alors chaque composante irréductible de Spec(B) s’envoie surjectivement sur une
composante irréductible de Spec(A). En particulier, B est équidimensionnel de di-
mension d st A [’est.

— De plus, si C' est une sous-A-algébre de B, alors chaque composante irréductible de
Spec(B) s’envoie surjectivement sur une composante irréductible de Spec(C').

Preuve: N étant projectif de type fini sur A, Ends(N) l'est aussi. B est donc un
sous-A-module d’un module libre sur A, ce qui prouve la premiére assertion.

Prouvons la seconde. Soient X = Spec(B), Y = Spec(A), f: X — Y, le morphisme
déduit de I'inclusion de A dans B, ¢’est un morphisme fini. Soit x le point générique d’une
composante irréductible de X, il s’envoie sur le point générique y d’un fermé irréductible
de Y. Soit Spec(B,) — Spec(A,) le changement de base de Spec(B) — Spec(A) a
Spec(A,), c¢’est un morphisme fini. Le point x est dans la fibre au dessus de y, et cette
derniére étant discréte et fermée dans Spec(B,), = est un point fermé de ce dernier.
Mais comme z est premier minimal, ¢’est une composante irréductible de Spec(B,). Une
composante irréductible réduite a un point ne peut pas intersecter les autres composantes
irréductibles, qui sont en nombre fini par hypothése de noethérianité. Le point x est donc
ouvert dans Spec(B,), et B, est produit direct de deux anneaux dont 1'un est celui de la
composante irréductible {z}, donc d’anneau B, /z" pour un certain entier N. Comme
B,, ainsi que son sous-anneau B, /2" est sans A,-torsion par hypothése, et que yB, C z,
on a y¥ = 0 dans A,. Ainsi, Spec(4,) est irréductible de point générique y, y est donc
le point générique d'une composante irréductible de Spec(A). Ceci montre la seconde
assertion.
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Pour la derniére, on considére le morphisme canonique
Spec(B) 7, Spec(C) - Spec(A)

Soit Z une composante irréductible de Spec(B), son image dans Spec(C') est un fermé
irréductible Z’. Soit Z” O Z' une composante irréductible de Spec(C'), on sait par la
seconde assertion que g(Z”) est une composante irréductible Z"” de Spec(A). De méme,
9(Z") = (gf)(Z) est aussi une composante irréductible de Spec(A) incluse dans Z", donc
g(Z") = Z". Comme g est un morphisme fini, sa fibre au dessus du point générique de
Z" est discréte, ce qui montre 27 = Z'. [J

6.3. Construction globale de la variété de Hecke D,. Ce que nous avons appelé
variétés de Hecke locales dans le paragraphe précédent est une collection d’affinoides
attachés a la donnée (G, Up(p), x). Il se trouve que ces affinoides recouvrent de maniére
admissible un espace rigide sur W, non quasi-compact, construit par recollement & partir
de ces derniers. Cet espace généralise "the eigencurve” dans la théorie de Coleman-Mazur
(cf. [CM], précisément celle qu’ils notent D). Nous 'appelons ici "la variété de Hecke"
(de type (G, Uy(p), X)), la traduction francaise directe du terme "eigenvariety" prétant a
confusion. Cette section est dédiée a sa construction.

La géométrie de ces espaces analytiques est encore largement incomprise, autant lo-
calement que globalement, et ce méme pour GLs. Elle est liée, par le pseudo-caractére
galoisien qu’elle porte (au moins conjecturalement, voir aussi le §7), & des propriétés
arithmétiques subtiles des corps de nombres. Nous renvoyons a 'introduction de [CM]
pour une discussion de certains problémes ouverts, ainsi qu’a [Ki| §11.

Nous nous sommes astreints dans ce texte a ne considérer que des formes automorphes
de niveau sauvage I';(p) au pire, ce qui est le cas essentiel. Ceci fait que notre espace
de paramétre n’est pas Homg, _.on((Z5)", C;) tout entier, mais son ouvert "central" W,
formé des caractéres de restrictions analytiques & (1 + pZ,)", et ce paramétré logarith-
miquement. Dans un travail en préparation avec Buzzard, nous expliquerons comment
construire la variété de Hecke dans notre contexte sur tout I'espace des poids.

6.3.1. Un recouvrement admissible des hypersurfaces de Fredholm. Soit F(T) € 1 +
TAW){{T}} une série de Fredholm sur un espace rigide réduit W (quelconque dans ce
paragraphe). On lui associe une hypersurface de Fredholm, qui est le sous-espace analy-
tique rigide fermé Zp de W x Aiig défini par F(s,t) = 0. On dira que F, ou Zp, est
A-adique si F € 1 + TA{{T'}}. On a

Zp——=W x Al e Al
pri \L
W

Par le lemme 5.4.3, pry : Zr — W est plat. Considérons, a la suite de [C1], I'ensemble
C des ouverts affinoides Y de Zp tels que :
— 1) pr1(Y) est un ouvert affinoide de W,
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~ i) Y est une composante connexe rigide de pri; ! (pri(Y)),

— iii) prijy Y — pri(Y) est fini.

Comme le montre la proposition suivante, dont le sens se précisera dans sa preuve,
étudier ces ouverts revient a étudier la factorisation de F' :

Proposition 6.3.2. La donnée d’un élément de C est équivalente a celle d’un ouvert af-
finoide V- de W et d’une factorisation F(T) = Q(T)S(T) € 1+ TAV){{T}}, avec
Q(T) € 1+ TAV)[T) de coefficient dominant inversible, tel que (Q,S) = 1 dans

A(WV)UHT}-

Preuve: Soient Y € C, V := pri(Y), et Zy := Zp N (V x A}"). L'affinoide Y est un
ouvert de Zy par le ii), il est donc plat sur V. Par ii) et iii), c’est donc un fermé de Zy
qui est fini et plat sur V. Autrement dit, A(Y") est localement libre sur A(V') engendré
par A(V) et I'image de T'. La multiplication par T" admet un polynéme caractéristique,
que l'on note @ € A(V)[T], évidemment de coefficient constant égal & 1. La surjection
canonique A(V)[T]/(Q) — A(Y') est alors un isomorphisme, car les deux A(V)-modules
en jeu sont projectifs de méme rang sur A(V). On en déduit que @ divise F(T'), puis
que son coefficient constant est inversible, et que (F, F/Q) = 1 dans A(V){{T}}. De
F(0) = 11l vient que 'on peut supposer Q(0) = 1, et Q) est unique sous cette condition.

Réciproquement, & une donnée comme dans 1’énoncé, on définit Y comme le fermé
affinoide de Zy découpé par () = 0. Une relation de Bezout entre S et () fournit des
idempotents montrant que Y est un ouvert fermé de Zy, il est en particulier ouvert
affinoide. Il est donc plat sur V, fini car Q(T) = 0 dans A(Y") par hypothése. [J

Il reste essentiellement a comprendre pourquoi F' se factorise sur de "gros" ouverts
affinoides. Par exemple, ceux que I’on obtiendrait seulement en appliquant la proposition
5.4.1 ne recouvrent pas en général Zr de maniére admissible. Le résultat essentiel est
alors la

Proposition 6.3.3. (Coleman, Buzzard) C est un recouvrement admissible de Zp.

Preuve: Voir |B2|. Le cadre est celui d’une série de Fredholm F(7') € AW){{T'}} ou
W est un espace rigide réduit. La preuve suit les lignes de celle de [C1], en surmontant
les difficultés techniques provenant de ce que la base n’est plus de dimension 1. En
particulier, un point technique crucial repose sur le résultat de Conrad énoncé dans le

lemme 5.4.5. O

6.3.4. Application a la construction de la variété de Hecke. Soit x € A™ fixé, P, (s,T) €
14+ TA{{T}} la série de Fredholm attachée a U, agissant sur S, (G, Uy(p)) (cf. 4.6), et

ZX2:ZPXCWXA1

rig’
I’hypersurface de Fredholm qui lui est associée. On considére le recouvrement admissible
C associ¢ a P, comme dans le paragraphe 6.3.1.

Soit Y € C, la proposition 6.3.2 nous donne une factorisation P, (T') = Q(T")S(T) sur
V =:pri(Y), on note D, (Y) la variété de Hecke locale (sur C,) construite dans 6.2.3 &
I'aide de cette donnée. On note de plus H(Y") I'algébre affinoide de D, (Y). Il faut recoller
les D, (Y') entre eux. Pour cela on a le lemme suivant, tiré de [CM] (7.2) :
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Lemme 6.3.5. Soient Y € C, V C pri(Y) un owvert affinoide, alors pry'(V)NY €C
et le morphisme canonique D, (pri (V)NY) — D, (Y) est une immersion ouverte. Si Y,
et Ys sont dans C, Y1 NYs Uest aussi, et le morphisme canonique D, (Y1 NY2) — D, (Y7)
est une immersion ouverte.

Preuve: SiY € C est associé a P, = QS comme ci-dessus, on désignera par M(Y) le

A(pri1(Y))-module
Sy(pri(Y), (G, Uo(p)),
avec les notations du §6.2.1.

Il est clair que pr;y (V) NY est dans C. De plus, H(pr; (V) NY) est par défini-
tion I'image de A(V) ®, H dans M (pr;* (V) NY). Par 'unicité de la décomposition de
Coleman, ce dernier s’identifie canoniquement & M (Y") ®aqpr,(v)) A(V). On en déduit
un morphisme canonique H(Y) ® A(V) — H(pr;* (V) NY) : c’est un isomorphisme
(ce qui conclut la premiére partie du lemme). En effet, A(pri(Y)) — A(V) est plat,
H(Y) — Endagy, (vy)(M(Y)) est injectif et le morphisme canonique

A(V) ®@apr (vy) Endagr, v) (M(Y)) — Endaq)(M(Y) @ A(V))

est un isomorphisme. Si Y et Y5 sont comme dans I'énoncé, Y; N pry*(pri(Ys)) € C et
le morphisme canonique D, (pry ' (pri(Y2)) NY;) — D, (Y1) est une immersion ouverte,
par I’étude précédente. On peut donc supposer prq(Y;) = pri(Ys). 1l est alors clair que
YiNYy, € C, et que 'on peut supposer Y, C Yj, qui est alors une immersion ouverte
dans une composante connexe. La décomposition de Coleman montre que M(Y]) est
facteur direct de M(Y3), puis que le morphisme canonique D, (Y3) — D, (Y1) est un
isomorphisme sur une composante connexe de ce dernier, en particulier une immersion
ouverte. [J

On montre maintenant que les D, (Y'), Y € C se recollent en un espace rigide D, (on
suit [CM] 7.2). Soient V, V' € C, on définit D, (V, V') comme étant 'image de D, (VNV")
dans D, (V) via 'immersion ouverte canonique, notée iy . Si @y 1= iv/y.i‘_/’lv,, on a:

QOVIVVQDVJ// = idDX(V,V’)a DX(V, V) = DX(V) et QDV,V = idpx(v)

De plus, @y induit un isomorphisme

SOV,V/,V” N DX(‘/’ V,) m DX(V7 V//) — DX(V,7 V) ﬂ DX(V/7 V”),
tel que

SOV,V/,V” = 90‘///7‘// v (10‘/',V’/,V/

Cette derniére égalité provenant de ce que D, (V, V')ND,(V, V") est I'image de D, (V' N
VN V") dans D, (V) par 'immersion ouverte canonique. Par [BGR] (9.3.2),

D (V) AD(V V) {evy Dvvree

est une donnée de recollement des D, (V).
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Théoréme 6.3.6. [l existe un espace analytique rigide D, = D, (G, Uy(p)) muni d’un
morphisme continu de A-algébres topologiques

a: HX7A - OTDZ;(:(DX)O?

ainst qu’un diagramme commutatif :

DX
K Zy o A

4%

1
g

tels que :

i) m est un morphisme fini,

ii) U, := a(U,) est inversible sur D,

iii) Pour tout = € D,(C,), il existe un voisinage ouvert affinoide 2 de x tel que :
(a) z — |U,(2)] est constante sur Q(C,),
(b) k() est un ouvert affinoide de W,

(c) k:Q — k() est fini, surjectif restreint a chaque composante irréductible de €2,
iv) L’application
z € Dy(Cp) = (h € Hya — a(h)(x)),

induit pour chaque t € W(C,) une bijection entre les points v € D, (C,) tels que x(x) =t,
et les systemes de valeurs propres de H,, a agissant sur l’espace des formes automorphes
p-adiques de type (G,Us(p), x), de pente finie et de poids t, ces derniers étant comptés
sans multiplicité.

Preuve: On définit I'espace rigide D, comme étant I'espace rigide obtenu par recol-
lement a partir de la donnée décrite plus haut. Par définition, il est admissiblement
recouvert par les D, (Y'), Y € C. Commencons par définir 7. Soient Y € C, V := pri(Y),
et Q(T) € 1+ TA(V)[T] définissant Y (cf. 6.3.2). Le théoréme de Cayley-Hamilton et
la proposition 6.2.2 assurent que Q*(U,) = 0 dans H(Y'), T — U, " induit donc un mor-
phisme fini 7y : Dy (Y) — Y. Si Y’ € C, il est immédiat de voir que le changement de
base 4 Y'NY — Y de 7y est canoniquement isomorphe & myny . Comme C et D, (C) re-
couvrent respectivement Y et D, (Y) de maniére admissible, ceci définit par recollement
un unique morphisme 7 : D, — Z, ([BGR] 9.3.3. proposition 1). Par construction, il est
fini ([BGR] 9.4.4), ce qui prouve i), et k := pri.m envoie D, (Y) sur pri(Y), de maniére
correspondante a U'inclusion A(pri(Y)) — H(Y).

Soit T" € H, s, on définit a(T)|DX(Y) pour tout Y dans C comme étant 'image de T
dans H(Y')" par l'application continue H, » — H(Y) définie en 6.2.3. On vérifie im-
médiatement que si Y’ € C, la restriction de a(T);p vy & Dy(Y NY’) est exactement
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a(T)p, vy, ce qui définit une unique fonction analytique globale notée a(7'). On ob-

tient ainsi une application a : Hy, n — Ogi’ (D,)°, envoyant T sur a(T). C’est un mor-
phisme continu de A-algébres topologiques, car c’est le cas aprés restriction sur chaque
D,(Y), Y € C. 1l suffit de vérifier I'assertion ii) sur les D, (Y"), sur lesquels elle découle
de ce que Y C W x (A};,\{0}). La propriété iv) est une conséquence de la proposition
6.2.4.

Soit x € D,(C,), par l'assertion iv) on peut trouver une forme propre f, # 0 €
Syr(2)(G, Up(p)) ayant méme systéme de valeurs propres que I’évaluation en z. Le théo-
reme 6.2.9 nous fournit alors une famille de formes automorphes p-adiques de type
(G,Uy(p), x), de pente v := v(Up(x)), passant par f,, qui est par construction (voir
le dernier paragraphe de la preuve loc.cit.) de la forme (pri(Y), Dy (Y'), aip, (v), ) pour
un Y € C bien choisi. Ainsi, 2 := D, (Y') convient. [J

Remarques :

— Soit A un anneau local noethérien complet sur ’anneau des entiers Oy d’un corps lo-
cal L, de corps résiduel celui de Oy,. Soient W 'espace rigide sur L qui lui est attaché
comme dans [CM]|(1.1), M un module de Banach orthonormalisable sur W, H une
sous-algébre commutative de End{™ (M, ) contenant un endomorphisme compact.
Alors si W est réduit, la construction de ce paragraphe se généralise entiérement et
sans aucune modification & cette situation.

— La propriété iv) montre que toutes les variétés de Hecke locales, et en particulier
celles du théoréme 6.2.9, sont des ouverts admissibles de D,. Les propriétés i) a v)
réalisent D, comme "une famille p-adique passant par toutes les formes automorphes
p-adiques de pente finie, et de type (G, Uy(p), x)", dans un sens légérement étendu
de la définition du §6.2.6. Cependant, nous ne savons pas si D, a un nombre fini ou
non de composantes connexes.

— L’espace rigide D, est séparé, emboité ("nested" dans la terminologie de [CM], §1.1),
car Z, l'est et que 7 est fini.

Nous avons vu que U, est une fonctions analytique inversible sur D,. On pose plus
généralement pour u* € U,

U .= a(T(u))

p

Soient i € {1,...,n}, u; € U comme en 4.8.1, alors v; := u®L"=1 /y; € U. Si i > 0, la
relation T'(u;)T (v;) = U, implique que a(7'(u;)) est inversible sur D,. Il est de plus aisé
de voir que T'(ug) est inversible. Ceci nous permet de définir les fonctions :

F;, = a(T(u,—;))/a(T(un_i11)), i € {1,...,n}

Corollaire 6.3.7. Soit a = (a; < -+ < a,) € Z", alors Ul = [[I_ Fy' ., c’est une
fonction analytique inversible sur D,,.

6.4. Quelques propriétés de D,,.
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6.4.1. Composantes irréductibles de D,,. L’é¢tude des composantes irréductibles des es-
paces rigides a été amorcée dans [CM] (chapitre 1), et reprise en détail dans [Con2],
auquel nous nous référerons. On rappelle qu'une composante irréductible d’un espace
rigide X est par définition un fermé analytique réduit de X, image d’une composante
connexe de la normalisation de X ([Con2| §2). Si X est un affinoide, ses composantes
irréductibles sont les composantes irréductibles au sens usuel du terme, elles sont en bi-
jection avec les idéaux premiers minimaux de A(X). L’espace X est dit irréductible s’il
n’a qu'une composante irréductible. C’est un fait que X est recouvert sur les C,-points
par ses composantes irréductibles (qui ne dépendent que de X™4) et qu'une composante
irréductible est irréductible. Nous renvoyons a [CM]| 1.3 et [Con2| 4 pour la description
des composantes irréductible des hypersurfaces de Fredholm.

Proposition 6.4.2. D, est équidimensionnel de dimension n. Chacune de ses compo-
santes irréductibles s’envoie par le morphisme fini ™ surjectivement sur une composante
irréductible de Z,,. Ces derniéres sont toutes des hypersurfaces de Fredholm A-adiques.

Preuve: Soient Y € Cet V := pri(Y). L’algebre affinoide H(Y') de D, (Y) C D, est une
sous-A(V)-algebre commutative de End (S, (V, 1)), avec les notations du paragraphe
6.2. Il est bien connu que W, et donc V', est équidimensionnel de dimension n (par
exemple, [Con2| 2.1.5. Voir aussi [BGR] 7.3.2-8 pour la comparaison "dimension rigide-
dimension algébrique"). Le lemme 6.2.10 s’applique a A(V) € A(V)[a(U,)™)] € H(Y),
et montre que V, Specmax(A(V)[a(U,)™"]) et Dy(Y) ont méme équidimension n. En
particulier, 6.3.6 iv) assure que D, et Z, sont équidimensionnels de dimension n.

Le lemme 6.4.3 montre que I'application canonique A(Y) — A(V)[a(U,)"!] induit un
isomorphisme sur les nilréductions. Le lemme 6.2.10 entraine donc que les morphismes

m et pri de la suite
DY) By Ly
envoient composantes irréductibles sur composantes irréductibles.

Si f: X — Y est un morphisme fini entre espaces rigides, tout fermé analytique
irréductible de X est envoyé sur un fermé analytique irréductible de Y (pour l'irréducti-
bilité de ce dernier, utiliser [Con2| 2.2.3). Soit ¥ une composante irréductible de D, son
image 7(X) dans Z, est donc un fermé analytique irréductible de Z,. Par [Con2]| 2.2.9,
pour tout Y € C, ¥ N D,(Y) est soit vide, soit une réunion de composantes irréduc-
tibles de D, (Y). Ceci et ce que I'on a vu dans le paragraphe précédent assure que Z,, et
7(X) sont équidimensionnels de dimension n. Cela entraine que 7(X) est une composante
irréductible par [Con2| 2.2.7.

Par [CM] 1.3.11, ou [CM] 1.3.10 et [Con2| 4.3.2, P,(T") a une unique écriture

P (1) =T P

ou les P(T) € 1+ TA{{T}} sont des séries de Fredholm premiéres, i.e. engendrant un
idéal premier dans A{{T'}}. Les composantes irréductibles de Z, sont alors les hypersur-
faces de Fredholm découpées par les P;(T') (cf. loc.cit.), ce qui conclut. [
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Lemme 6.4.3. Soient A un anneau commutatif, N un module projectif de type fini de
rang v sur A, uw € Endys(N), P le polynéme caractéristique de u sur N, I l’idéal des
Q € A[T)] tels que Q(u) =0, alors I" C (P) C I.

En particulier, si B désigne la sous-A-algébre Alu] C Ends(N), le morphisme cano-
nique Spec(B) = Spec(A/I) — Spec(A[T]/(P)) est une nilimmersion.

Preuve: La formation de P, End4(NV), B et de I commute a tout changement de base
plat sur A, il suffit de prouver la premiére assertion aprés changement de base fidélement
plat. On peut donc supposer N libre de rang r sur A et identifier End4 (V) avec M,.(A).
Par le théoréme de Cayley-Hamilton, (P) C I. Soit @ € I, considérons la factorisation
QX)—QY)=(X-Y)f(X,Y) € A[X,Y], pour un certain f € A[X,Y]. Substituant u
dans X, il vient —Q(Y) = (u—Y) f(u,Y) € M,(A[Y]). En multipliant par la transposée
de la comatrice de u — Y, notée (m; ;(Y)), on a

—(mi;(Y)QY) = P(Y)f(u,Y)
De 14, on tire que Vi, 7, P(Y) | m; ;(Y)Q(Y'). Soient (1, ..., Q. € I, il vient
PY)" | det(mi;(Y))Q1(Y) -+ @n(Y)
Mais det(m; ;(Y)) = P(Y)" !, et donc P(Y)| Q:(Y)---Q.(Y). O

Corollaire 6.4.4. L’image par k de chaque composante irréductible de D, est un ouvert
Zariskr de W.

Preuve: Soit ¥ une composante irréductible de D,.. Le morphisme « se factorise par 7
et m envoie X surjectivement sur une hypersurface de Fredholm A-adique par 6.4.2. Ainsi,
k(X) est 'image par la projection pr; d’une hypersurface de Fredholm Zp découpée par

P(T) € 1+ TA{{T}}, Zp € W x A}, Si P(T) = 1+ a\T + axT? + --- € A{{T}},
les points x € W(C,) qui ne sont pas dans pri(Zp) sont exactement ceux tels que
Vi > 1, a;(z) = 0. On en déduit que pri(Zp) est I'ouvert Zariski complémentaire du

fermé défini par 'annulation des a;. [J

6.4.5. Zariski-densité des points classiques.

Définitions : Un point x € D,(C,) sera dit classique, si k(z) € N"! x Z et si le
systéme de valeurs propres de H, , associé & x par le théoréme 6.3.6 v) est celui d'une
forme propre classique f, € Sy () (G, Us(p))“.

Un point classique z € D, (C,) sera dit ancien en p s’il on peut de plus choisir la
forme f, de fagon a ce que la forme automorphe complexe associée en §4.2 engendre sous
G(Q,) une représentation ayant un GL,(Z,)-invariant non nul.

On a vu que si x(z) € N*7! x Z et Min(k(z)) > v(U,(z)) — 1, alors x est automa-
tiquement classique, un tel point sera dit trés classique. De maniére générale, un point
sera dit tres classique pour Uy si il est associée & une forme trés classique pour U (cf.
§4.7.3).

Un sous-ensemble Z des C,-points d'un espace rigide X sera dit rigide-Zariski-dense,
ou plus simplement Zariski-dense, si tout fermé analytique F' de X tel que Z C F(C,)
est tel que F(C,) = X(C,). En particulier, Z est Zariski-dense dans X si et seulement si



FAMILLES p-ADIQUES DE FORMES AUTOMORPHES POUR GL, 55

il I'est dans X™4, ou encore si et seulement si son intersection avec chaque composante
irréductible est Zariski-dense dans cette derniére (un sens est trivial sachant que X est
recouvert par ses composantes irréductibles, pour autre utiliser [Con2| 2.2.8). Si X est
réduit et si Z est Zariski-dense dans X, toute fonction f € O%/(X) s’annulant en tout
z € Z est nulle. Si X est irréductible, par [Con2| 2.2.3, les C,-points de tout ouvert
affinoide de X sont Zariski-denses. Enfin, un exemple trivial mais important est que
N1 x Z C W(C,) est Zariski-dense dans W.

Proposition 6.4.6. Les points tres classiques de chaque composante irréductible de D,
y sont Zariski-dense. En particulier, toute composante irréductible de D, contient une
infinité de points tres classiques.

Preuve: Soit ¥ une composante irréductible de D,. Par le corollaire 6.4.4, k(X) est
le complémentaire d'un fermé strict de W. Comme N"~! x Z est Zariski-dense dans W,
() contient au moins un ¢ € N"~! x Z. Soit z € X(C,) tel que £(z) = t, a := v(U,(z)).
On peut par exemple considérer la famille de formes automorphes p-adiques de pente «
passant par x du théoréme 6.2.9, qui est par construction paramétrée par un affinoide
de la forme D, (Y) C D,, Y € C. Par [Con2| 2.2.9, ¥ ND,(Y) est une réunion non vide
(car z € X(C,)) de composantes irréductibles de D, (Y'). La proposition 6.2.7 conclut, en
rappelant que les C,-points de tout ouvert affinoide d'un espace rigide irréductible sont
Zariski-denses. []

Proposition 6.4.7. Soit p > 2, l'ensemble des points tres classiques de D, qui sont
anciens en p est Zariski-dense.

Preuve: Remarquons tout d’abord que pour tout p, {t € N*°! x Z, y1; = 1} est
Zariski-dense dans V. On fixe un tel ¢, ainsi que C' € R, et N € N. L’ensemble

Xion = {t' = (my,..,m,) E N X Z Vi, m; > C, x7v =1 et t' =t mod p"Z"}

est Zariski-dense dans le polydisque fermé de centre t et de rayon p~ dans W. Comme
le montre la preuve des propositions 6.4.6 et 6.2.7, il suffit, pour prouver la proposition
6.4.7, de montrer que si D,(Y), Y € C, paramétre une famille de pente finie contenant
un point classique de poids ¢ tel que x73 = 1, alors tous ses points de poids dans X; ¢ n
sont anciens en p si C' > 0 et N sont assez grands. On fixe donc un tel Y € C.

On fixe un entier N assez grand de fagon a ce que x(Y') contienne une boule de centre
dans t € N"~! x Z, de rayon p~. Soient C' > 0 et z € D, (Y)(C,) tel que k(z) € X, c v
Le systéme de valeurs propres de H associé a x par 6.3.6 est alors celui d’'une forme
propre f, € Si1(G,Us(p)), par Phypothése xT) = 1 (cf. §4.4). Soit m, un constituent
irréductible de la représentation de G(Q,) engendrée par la forme automorphe complexe
associée a f, comme en 4.2. La représentation 7, admet des invariants sous I'Iwahori I
(cf. 4.8), car I = T'o(p) si p > 2. Par un théoréme de Casselman (cf. [Cas| prop. 2.6),
7, est un sous-quotient d’un Ind(x) (cf. 4.8.3) pour certains caractéres complexes, lisses,
non ramifiés, xi,...,X» de Q. Par construction, 7, a de plus un /-invariant sur lequel la
sous-algebre de H(G, I) formée des opérateurs [[ul], u € U, agit par un caractére qui est
le méme que celui déterminant 1’action de cette derniére sur f,. Par le lemme 4.8.4 et la
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remarque qui le suit, ce caractére est de la forme x,,, et s’il on pose k(x) = (my, ..., my),

Fi(2) = tp(Vn@yXu(F})) = tp(0" X000 (p)) /! mmtmn 1 mn i

D’aprés |BZ| théoréeme 4.2, la représentation Ind(y) est irréductible si
Vi # j, xi(p) # x;(p)p

Ce qui s’écrit encore :
(15) Vi< j, p/ Tt L By(2) [ ()

Si Ind(x) est irréductible, elle est égale a m,. En particulier, ce dernier a un GL,(Z,)-
invariant et x est ancien en p. Il n’y a donc qu’a s’assurer que 1’on peut trouver C' > 0
tel que pour tous les points de D, (Y) de poids dans X; ¢ n, la condition ci-dessus est
vérifiée.

Par le principe du maximum, les fonctions F; sont bornées et atteignent leurs bornes
sur D, (Y'), on peut donc trouver u,v € R tels que Vo € D, (Y)(C,) et Vi € {1,...,n},

0<u<|Fiz)<wv
Alors, Vo € D, (Y)(C,), Vi, j
uv™! < [Fy(2)/F;(z)]

Ainsi, tout C' > _10%(%&—)1) convient. [

Remarque : Il nous semble tres probable que le résultat soit encore vrai pour p = 2.

6.4.8. Dwverses composantes. Soit e un idempotent de H, A, on peut lui associer I'ouvert
fermé D, . de D,, défini par a. = 1. En particulier, la décomposition Hy a = [[/_; €y.iHyA
en produit de A-algébres locales du §4.5.3 nous fournit une partition de D, en un nombre
fini d’ouverts fermés rigides

r
DX = | | DXaex,i
i=1

Si z € Dy(C,), on notera = : Hy o — F, la composition du morphisme d’évaluation
en x par la surjection canonique Oc, — F,. On pose ¥, ; : H, » — [, le morphisme
d’anneau valant 1 sur e, ; si, et seulement si, ¢ = j.

Proposition 6.4.9. L’application x — T est constante, égale a W, ;, sur chaque Dy, .

Preuve: Sii # j, ae,,; est nulle sur D, . ,, car ey ey; = 0. Six € Dy, ,(C,), T est
donc nul sur tous les e, ; tels que j # i, c’est donc ¥, ;. O

Définition : Le lieu ordinaire de D, est 'ouvert fermé Dg)(rd i= Dy eora (cf. 6.1). Dans
la traduction du théoreme 6.3.6, ses C,-points parametrent exactement les systémes de
valeurs propres de H, o sur les formes automorphes p-adiques propres sur lesquelles U,
agisse par une unité p-adique, ou encore (de maniére équivalente ) sur lesquelles tous les
F; agissent par une unité p-adique.
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Proposition 6.4.10. H, » — ng(ng) se factorise par H'Y, le morphisme w : DY —

W est fini et provient par extension des scalaires du morphisme fini
Spec(Hy'8) — Spec(A)

Preuve: La premiére assertion est immeédiate, prouvons la seconde. Soit Z;zrd I'ouvert
admissible de Z, défini par pry ' ({\ € AL, ,|\| = 1}), c’est aussi un fermé de Z, car sa

Tig)
red

nilréduction est 'image de (D)™ par le morphisme fini 7. Soit r € p® N [1, |x/p|[, le

morphisme canonique

(16) Seal(G, Us(p)) @a AW,) — SW)(G, Uo(p))

s’identifie, via le choix d’une base orthonormée de A(F), (G, Uy(p)) auquel S, (G, Uy(p))
est associé (cf. 4.4), a I'application canonique C°(N,A) @y AW,) — C°(N, AW,)).
Le lemme 6.4.11 assure donc que (16) est injective d’image dense. Aprés application de

Pidempotent continu e a (16), il vient que

(17) S (G, Uo(p))™ @a AW;) — e (S W:)(G, Us(p)))

est encore injective d’image dense. Cela implique que (17) est un isomorphisme, car son
image est de rang fini sur A(W,) par 6.1.2, et qu’elle est donc fermée par [B2| lemme 2.3.
On en déduit facilement que Z;rd est 'hypersurface de Fredholm associée au polynome
det(1 — TUPISX
la seconde assertion. La derniére vient de ce que (17) est un isomorphisme, et de la
platitude de A — A(W,) (ct. [ST2| proposition 4.7 avec G = (Z,)"). O

Lemme 6.4.11. L’application canonique C*(N, A) @y AW,) — C°(N, AW),)) est in-
jective, dimage dense.

(G Uo(p))ord)' En particulier, pry : Z;rd — W est fini et plat. Cela montre

Preuve: La densité de I'image est claire, montrons l'injectivité. Il suffit de voir que
si M est un sous-A-module de type fini de A(W,), muni de la topologie induite, alors
I’application canonique

o CO(N,A) @4 M — C%(N, M)

est injective, ot CO(N, M) est le A-module des suites d’éléments de M tendant vers
0. Rappelons que A étant compact séparé, toute application A-linéaire entre deux A-
modules topologiques de type fini est continue. On en déduit aisément que ), est un
isomorphisme si M est libre de rang fini, puis qu’il est injectif si M est de type fini
quelconque au moyen d’une présentation finie A" — A™ — M — 0. O

7. REPRESENTATIONS ET PSEUDO-CARACTERES GALOISIENS

7.1. Prolongement des pseudo-caractéres. Soient X/C, un espace rigide réduit, H’
un sous-anneau compact de O;g (X). La topologie sur O;g (X) est la moins fine pour
laquelle les restrictions O/ (X) — O%9(Q), Q ouvert affinoide de X, sont continues.
Soient I' un groupe topologique, S’ un ensemble, (F),),cs une famille d’éléments de
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[, et (ay)yess une famille d’éléments de H'. On suppose que la réunion des classes de
conjugaison des F,, v € S’ est dense dans I'. Soit n € N fixé, faisons I'hypothése suivante :

(H) Il existe Z C X(C,) Zariski-dense et des représentations continues
p(z):I' = GL,(C,), z € Z,
tels que pour tout v € S', tr(p(2)(Fy)) = ay(2)

En particulier pour chaque z € Z, T, := tr(p(z)(.)) : I' = C, est un pseudo-caractére
de dimension n de I" dans C,.. Pour les généralités sur ces pseudo-caractéres, on se référera
a [Roul. Soient 7" : I"' — A une fonction (resp. un pseudo-caractére) de I' a valeurs dans
un anneau A, x € Spec(A), on appellera évaluation en x de T la fonction (resp. le
pseudo-caracteére) T, : I' — A/x déduite de T' par composition avec A — A/z.

Proposition 7.1.1. Sous l’hypothése (H), il existe un unique pseudo-caractére continu
de I dans H', de dimension n, dont l’évaluation en tout z € Z coincide avec T,. De plus,
T(1) =n.

Preuve: Soit le morphisme d’anneaux

vH — [ Cp [ (f(2)ez

2€Z
On munit J],., C, de la topologie produit, 1) est alors continue par définition de la

topologie sur (9;9 (X). Par Zariski-densité de Z dans l'espace réduit X, ¢ est injective.
Comme [],., C, est séparé et que H' est compact, ¢ induit un homéomorphisme sur
son image, et cette derniére est fermée.

Considérons 'application

o:T = [[Cp g (T2(9)):ez

zeZ

Cette application est continue car les 7, le sont. Ses valeurs sur le sous-ensemble de
[’ réunion des classes de conjugaison des F,, v € S’, sont dans 1(H') par hypothése.
La densité ce sous-ensemble dans I" et le fait que ¥ (H') est fermé assurent alors que
o(T') C ¥(H'). L’application continue T := 1 ~1p, T' — H’, est donc 'unique application
continue dont les évaluations sur Z sont les T,.

L’application 1 étant un morphisme injectif d’anneaux, T est un pseudo-caractére
de dimension n si, et seulement si, ¢ en est un. Mais ce dernier est la trace d’une
représentation dans GL,(]],., C,) par définition, ce qui conclut. OJ

7.2. Représentation attachée a un pseudo-caractére absolument irréductible.

7.2.1. Lieu d’irréductibilité d’un pseudo-caractére. Soient X un espace rigide, I' un grou-
pe topologique, et T : I' — O?Y(X) un pseudo-caractére continu de dimension n tel que
T(1) = n. Soit x € X(C,), T, : I' — C, est un pseudo-caractére continu. Un résultat
de R.Taylor ([Tay|) implique que c’est la trace d’une unique représentation semi-simple
p(x) de I' sur C,.
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Lemme 7.2.2. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, I' un groupe,
T : ' — k un pseudo-caractére de dimension n, p : I' — GL, (k) une représentation
semi-simple de I' de trace T, les conditions suivantes sont équivalentes :

— 1) T est absolument irréductible ([Rou| §4),

— 1) p est irréductible,

i) p(K[T]) = My (R),

— ) Il existe gy, ..., g2 € T, tels que (T(9:9;))1<ij<n2 € GLp2(k)

Preuve: L’équivalence de iii) et iv) vient de ce que la trace est une forme bilinéaire
non dégénérée sur M, (k), et donc qu'une famille my,...,m,2 € M, (k) est une base de
M,, (k) si et seulement si det((tr(m;m;))i<ij<n2) # 0. L’équivalence de i) et i) est un
théoréme de Burnside, et i) = i) est triviale. On rappelle que la condition i) est par
définition : pour toute extension L algébriquement close de k, T' ne s’écrit pas T + T,
avec T, Ty des pseudo-caractéres I' — L. Par manque de référence, détaillons ii) = 7).
Soit L une extension algébriquement close de k telle que T' =T} + ... + T}, les T; étant
des pseudo-caractéres absolument irréductibles de dimension n; au sens de Rouquier.
Chaque T;, ainsi que 7', est la trace d’'une unique représentation semi-simple de T'; et
p® L est donc somme de s représentations (en fait irréductibles par [Rou| 4.4). Or p® L
est encore irréductible (car iii) < 7)) et s = 1. O

En vertu du lemme précédent, on définit le lieu de réductibilité de T comme le fermé
rigide-Zariski Z de X défini par 'annulation de tous les det((T(g:9;))1<i,j<n2), (9i)1<i<n?
parcourant les familles de n? éléments de I'. Si z € X(C,), z ¢ Z(C,) si et seulement
si T, est absolument irréductible. L’ouvert complémentaire X\Z =: Xj,, est un espace
rigide pour la structure induite de X que 'on appellera lieu d’irréductibilité de T'. Nous
allons montrer que sur Xj,;, T" est le pseudo-caractére attaché a une représentation de I'
dans les inversibles d’une algébre d’Azumaya sur Xj,.,.

7.2.3. Algébres d’Azumaya et représentations. Une algébre d’Azumaya sur un espace
rigide X est une O%Y-algébre A, cohérente comme O'%-module ([BGR] 9.4.3), et telle que
sur tout ouvert affinoide 2, A(Q2) est une O™(2)-algebre d’Azumaya au sens classique
du terme. Il est équivalent & demander que A soit une O;g—algébre localement libre de
rang fini qui est centrale simple sur les corps résiduels des points fermés, ce qui montre
que la condition d’étre d’Azumaya est locale pour la topologie rigide. Si A est d’Azumaya
sur X, on peut définir sa trace réduite Trd : A — O;g , qui est un morphisme de O;}g—
modules. En effet, on peut la définir sur chaque ouvert affinoide V' par la trace réduite
AV) — O%(V), et on a la compatibilité a la restriction car la formation de la trace
commute a Pextension des scalaires (ici, O%(V) — OW(W) si W C V est ouvert

affinoide).

Lemme 7.2.4. Soit X un affinoide, T : I' — A(X) un pseudo-caractére continu de di-
mension n tel que T'(1) = n. On suppose que Vx € X(C,), T, est absolument irréductible.

Alors il existe une unique représentation surjective de A(X)[I'| dans une algébre d’Azu-
maya A de rang n* sur A(X), de trace réduite T. Sa restriction a T’ est une représentation
continue de I" dans les inversibles de A.
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Preuve: Le théoréme 5.1 de [Rou] affirme que si un pseudo-caractére T : I' — A(X) est
tel que pour tout x € X(C,), T, est absolument irréductible de dimension n = dim(7’),
alors T' est la trace réduite d’une vraie représentation de A(X)['] a valeurs dans une
algebre d’Azumaya A de rang n? sur A(X), d’image engendrant A sur A(X). Ceci nous
fournit I'existence de la représentation. L unicité découle du corollaire 5.3 de [Rou]. On
note p : I' = A la représentation de I' ainsi construite, prouvons sa continuité.

Soient ¢i,...,9s € I tels que p(¢g1), ..., p(gs) engendrent A comme A(X)-module, on
considere

v: A— A(X)?®, défini par v — (Trd(p(g1)v), ..., Trd(p(gs)v)),

alors ¢ est une injection A(X)-linéaire car la trace réduite est non dégénérée sur une
algébre d’Azumaya. On munit A de son unique topologie de module de Banach de
type fini sur A(X), de méme pour A(X)®. L'injection A(X)-linéaire ¢ est alors un
homéomorphisme sur son image, qui est fermée dans A(X)® ([BGR| 3.7.3). Comme
Trd(p(g)) = T(g), on en déduit que T est continue si, et seulement si, p lest, vue
comme application de I' dans A. Ainsi, p: I' — A est continue.

La topologie sur A* est celle induite par son plongement dans le fermé de A x A défini
par xy = 1. L’application p : I' — A* est donc continue si, et seulement si, les deux
applications T' — A, g — p(g) et g — p(g)~' = p(g~!) le sont. Mais la premicre est
continue comme on l’a vu, et la seconde est la composition de l'inversion de I' par la
premiére, ce qui conclut. [

Soit O[T, la O F-algebre du groupe I', définie sur les ouverts admissibles Q par
OWIT)(Q) == OYP(Q)[I]. En tant que O%-module, O[] est une somme directe in-
dexée par I' de copies du faisceau structural O;y . Sa formation commute & la restriction
a un ouvert admissible Q : 'application canonique O%[T],q — OF?[T'] est un isomor-
phisme. Si Q est un ouvert affinoide, O[] est le OF-module associé au A(Q)-module
A(Q)[I'], au sens de [BGR] 9.4.2. On notera I' le faisceau de groupes topologiques T’

constant sur X. On a une injection canonique I' — O%9[T.

Si B est un faisceau en O'%?-algébres, un pseudo-caractére T : B — 0% de dimension
n est un morphisme de O;g—modules tel que pour pour tout ouvert admissible 2, T, :
B(Q) — O(Q) est un pseudo-caractére de dimension n de la O (Q)-algebre B(Q) au
sens classique du terme. Si B = O;g [['], la restriction de T" & I le détermine entiérement,
cette derniére étant & son tour uniquement déterminée par ses sections globales Ty :
I' — O%9(X). La fonction T est alors un pseudo-caractére a valeurs dans O%¢(X) si,
et seulement si, 7" est un pseudo-caractére au sens ci-dessus. Si x € X(C,), on notera
T, : I' — C, l'évaluation de Tx en z. On définit un sous-faisceau ker(7") en idéaux

bilatéres de (’);g [['], sur les ouverts admissibles 2 de X, par :
ker(T)(Q) := {m € OYW(Q)[I], Vg € T, T(gm) = 0}

Proposition 7.2.5. Soient X un espace rigide et T : O;;g I — O;g un pseudo-caracteére
de dimension n tel que T'(1) = n. On suppose que pour tout x € X (C,), T, est un pseudo-
caractére absolument irréductible.
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Alors A := O[T/ kex(T) est une algébre d’Azumaya sur X de rang n? et de trace
réduite T'. La représentation déduite I — A* est continue, de trace réduite T .

Preuve: 11 s’agit de globaliser [Rou| 5.1. La condition d’étre d’Azumaya étant locale
sur X, ainsi que la formation de O;g [['], ker(7T'), et du faisceau quotient, on peut supposer
que X est affinoide. Par le lemme 7.2.4, T'x est alors le pseudo-caractére associé a une
représentation A(X)-linéaire surjective p : A(X)[I'] — A’, A" étant d’Azumaya sur A(X)
et T coincidant avec la trace réduite de A’'. ‘

Soient g1, ..., g» € T engendrant A" sur A(X), considérons les O'Y-morphismes 71, ..., T,
de O[] vers O, définis sur les ouverts admissibles Q de X par

Ti(f) == T(g:f), f € AQIL]

Soient K; := ker(7;) le faisceau noyau de 7T; et K := Ni_,K;. Par [BGR| 9.4.2 (pro-
position 2 et corollaire 3), K et les K; sont respectivement les faisceaux sur X asso-
ciés aux A(X)-modules K (X) et K;(X). Soit 2 un ouvert affinoide de X, la surjection
A(X)[I] — A’ induit une surjection A(Q)[I'] — A ®ax) A(Q), et A ®@ax) A(Q) est
d’Azumaya sur A(2), de trace réduite coincidant avec T'(€2). En particulier I'image des
gi engendre A’ ® 4(x) A(§2) sur A(Q2) et la non dégénérescence de la trace réduite sur cette
derniére implique que 'application canonique ker(7")(§2) — K(£2) est un isomorphisme.
En particulier, ker(7) est le faisceau associé a K(X), et [BGR| 9.4.2.2.iii) implique que
O]/ ker(T) est le faisceau associé a A(X)[T]/(ker(T)(X)). Comme cette derniére
A(X)-algebre coincide avec A’, cela conclut la premiére assertion de la proposition.
Soit p : I' — A*, le morphisme canonique déduit de I' — O%9[I], il reste a voir qu’il
est continu. Ceci se vérifie sur les sections sur les ouverts affinoides de X, on est donc

ramené a le vérifier sur les sections globales quand X est affinoide, cas qui découle du
lemme 7.2.4. [

Corollaire 7.2.6. Soient X un espace rigide, T : ' — O;g un pseudo-caractere continu,
Xinr le lieu d’irréductibilité de X . Alors il existe une algebre d’Azumaya A sur X qui
est une représentation continue surjective de Oy’ [Tl — A de trace réduite T. Elle induit
une représentation continue de I’ — A*.

7.3. Certains groupes unitaires.

On considére un groupe unitaire G comme en §4.1. Nous devrons faire quelques res-
trictions sur G pour assurer l'existence, selon les résultats actuels, de représentations
galoisiennes attachées a ses formes automorphes. Rappelons que G est le groupe unitaire
d’une algébre centrale simple D de dimension n? de centre une extension quadratique
imaginaire £ de Q munie d’une involution de seconde espéce, cette derniére étant de type
(n,0) a l'infini. L’extension des scalaires & F de G est le groupe D*/E des inversibles de
D, qui est une forme intérieure de GL,,/FE. On fera les hypothéses suivantes :

— D n’est ramifiée sur E qu’en des places décomposées sur Q, ou elle est de surcroit

une algébre a division,

— il existe au moins un telle place.
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Théoréme 7.3.1. (Labesse-Clozel) Soit m une représentation automorphe irréductible
de G(A), alors il existe une représentation automorphe irréductible BC(mw) de D*(Ag),
qui est un changement de base faible de 7.

Ce résultat est une conséquence de [C-L| Appendice A, théoréme 5.2, notant que
la condition d’étre cohomologique a linfini est satisfaite en degré 0 par I'’hypothése
"G(R) compact", et que I'on est dans leur hypothése (b). On entend par changement
de base faible une représentation automorphe qui coincide en toutes les places ot F,
D et 7 sont non ramifiés avec le changement de base local non ramifié. Le plongement
distingué E C C défini en 4.1 nous permet de voir 7., comme la restriction & G(R) d’une
représentation de tout G(C). On notera 7% la représentation de dimension finie 7, ® 7%,
de G(C). Il est démontré loc.cit. que BC(7)s a de la cohomologie dans (7<)*.

On passe de D*/E a sa forme intérieure déployée GL, /E par la correspondance de
Jacquet-Langlands globale. Cette correspondance est due a Vignéras (cf. [H-T| chapitre
VI.1), on en énonce une version un peu affaiblie ci-dessous. Elle utilise 'hypothése que
I’algebre & division est supposée déployée aux places ou elle n’est pas une algebre a
division :

Théoréme 7.3.2. (Vignéras) Soit m une représentation automorphe irréductible de
D*(Ag), alors il existe une unique représentation automorphe irréductible JL(m) de
GL,(Ag), intervenant dans le spectre discret, isomorphe a m auz places ot D est non
ramifiée.

Enfin, on obtient les représentations galoisiennes par le résultat suivant, dont les pre-
miéres versions sont dues a Clozel dans [Cl|, se basant sur les résultats de Kottwitz, puis
amélioré par Harris-Taylor dans [H-T.

Théoréme 7.3.3. (|H-T| théoreme VII.1.9) Soit ™ une représentation automorphe cus-
pidale de GL,(Ag), irréductible, telle que :
ot 7.‘.0,
— Teo @ le méme caractere infinitésimal qu’une représentation algébrique complexe de
la restriction des scalaires de EE a Q de GL,,,
— a une place finie v de L, w, est de carré intégrable.
Alors 1l existe un unique systéme compatible de représentations semi-simples A-adiques

Ry(7) : Gal(E/E) — GL,(Q)),

découpées dans la cohomologie l-adique d’une variété algébrique propre et lisse, telles
que :

— Ry(m) est non ramifiée en toutes les places finies v de E, v # X, ot m, est non
ramifiée, et correspond en ces méme places, par la correspondance de Langlands
locale non ramifiée, a m, ® | det(.)|(1=)/2,

— Ry(m) est potentiellement semi-stable en toutes les places v de E divisant I, et cris-
talline en ces places si m, est non ramifiée,

= (Ba(m))" = (Ba(m))(n — 1)
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Pour une représentation p de Gal(E/E) ou de GL,(Ag), nous entendons par p° la
représentation sur I'espace de p définie par

g = p(7(9)),

oil 7 désigne la conjugaison complexe. Nous faisons agir 7 sur Gal(E/E) par conjugaison,
et sur GL,(Ag) par son action naturelle sur Ag. Nous normalisons la correspondance
de Langlands en faisant correspondre Frobenius géométriques et uniformisantes dans la
théorie du corps de classe locale (cf. [H-T| p.2). Le caractére cyclotomique est noté Q,(1),
la convention que 1'on adopte pour son poids de Hodge-Tate est —1. On fixe pour chaque
place v, un élément de Frobenius géométrique F, € Gal(E/E).

On considére 'ensemble fini S des places finies v de E divisant p, ou divisant une
place v' de Q en laquelle soit G est ramifié, soit il est non ramifié mais Uy(p), n’est pas
maximal de type hyperspécial dans G(Q,/) (cf. [Ti| §1.10,3.2). On fixe une algébre de
Hecke H (cf. 4.5.3) contenant Ialgébre de Hecke globale hors de S de (G(Ay), Uy(p)). On
note S’ I'ensemble des places finies de F non dans S, et Gal(E/E)g le groupe de Galois
de la plus grande sous-extension de E/E non ramifiée hors de S. On rappelle de plus que
nous avons fixé en 4.1 une place décomposée w de E divisant p. On note D,, un groupe
de décomposition en w de Gal(E/E)s.

Soit v € 8" divisant | € Z et décomposé dans F, la donnée de v nous permet d’identifier
G(@Q) a GL,(Q;) = GL,(E,), et de considérer 'opérateur de Hecke T,, € H donné par
la double classe :

[GLn(ZZ)dlag(la 17 ) 17 Z)GLn(Zl)]

De méme, si v € S’ divise un premier [ € Z inerte dans F, il existe un opérateur de Hecke

T, ayant la propriété suivante : pour toute représentation non ramifiée 7, de G(Q,), la

valeur propre de T, sur la droite non ramifiée 7@ oot 1a méme que celle de

[GL,,(Og,)diag(1,1,..,1,1)GL,(Og,)]

sur la droite non ramifiée BC(?T)S En ()

Définitions : Si f € S,(G, Uy(p)), on dira que f est ancienne en p si elle engendre'®
une représentation automorphe de G(A) contenant un GL,(Z,)-invariant non nul. Un
poids t = (my, ...,my,) € N1 x Z est dit régulier si aucun des m;, i € {1,...,n—1}, n’est
nul.

Corollaire 7.3.4. Soient t € N~ x Z régulier, f € S;,,(G,Uy(p)) une forme propre
pour H, alors il existe une unique représentation semi-simple

ps: Gal(E/E)s — GL,(Q,),
potentiellement semi-stable aux places de E divisant p, telle que pour toute place v € S,

T,(f) = tr(ps () f

100n rappelle que I'on a fixé en §4.1 un isomorphisme ip: C — @p, qui nous permet en particulier
d’associer & f un élément de S;(G,Uy(p), C) comme en §4.2.



64 GALETAN CHENEVIER

La représentation ps ne dépend que du point x € D, (G,Uy(p))(C,) attaché a f par le
théoréme 6.3.6, on la note p(x).

Si f est ancienne en p et m, est un facteur irréductible non ramifié de la représentation
de GL,(Q,) engendrée par f, alors la restriction de py a D, est cristalline, de poids de
Hodge-Tate

My <1l4+mp+my 1 <---<(n—1)+my+..+m
et le polynome caractéristique de son Frobenius cristallin est l"image par i, du polynome
de Hecke de .

Preuve: Notons encore f I'élément de S;(G, U;(p), C) associé a la forme de I’énoncé
comme au paragraphe 4.2. L’espace G(Q)\G(A) étant compact, L*(G(Q)\G(A)) est
I'adhérence de la somme directe de ses sous-représentations (automorphes) irréductibles
sous l'action de G(A). Soit A(t, U;(p)) le sous-espace vectoriel de L?(G(Q)\G(A)) somme

directe des représentations automorphes irréductibles 7 de G(A) telles que
Too =~ Sy(C)*, et 71 £,

La représentation A(t, Uy (p)) est engendrée par S;(G, U (p), C), et se décompose comme
somme finie de représentations irréductibles,

A(t,Ui(p)) = @iz

Soit f = fi+ ...+ fr € Si(G,U;(p),C) écrite selon cette décomposition. Comme f est
propre pour ’algébre de Hecke non ramifiée hors de S, tous les f; le sont aussi, avec méme
caractére. On choisit une quelconque des représentations automorphes irréductibles m;
telle que f; soit non nulle, on la note 7(f). On a vu que les 7(f), avec v € S” sont non
ramifiées et que leurs parameétres de Langlands se lisent sur I'action de H sur f. L’image
par i, de ces derniers se lit donc sur le point z; € D, (G, Uy(p))(C,) correspondant & f
par le théoréme 6.3.6.

Par la discussion précédent 7.3.3, on peut considérer la représentation automorphe
7' = JL(BC(n(f))) de GL,(Ag), qui est discréte par 7.3.2. Elle satisfait (7')* ~ (7')°
car c’est vrai aux places finies hors de S, et par le théoréme de multiplicité 1 forte dans
le spectre discret de GL, (Ag). On sait de plus que la représentation BC(7(f))s a de
la cohomologie dans (75)*, et en particulier méme caractére infinitésimal que 75 (cf.
[BW] chapitre I corollaire 4.2). Le théoréme principal de [MW] assure qu'’il existe un
diviseur d de n, ainsi qu'une représentation automorphe cuspidale irréductible 7" de
GL,/4(Ag), tels que si P est un parabolique de GL,, de Levi GLY Ja» alors ' est un sous-
quotient de I'induite parabolique normalisée de P(Ag) a GL,(Ag) de la représentation
7" ®|det |[1=D/2 x ... x 7" @ | det |(#"1/2. La composante archimédienne de cette induite
admet un caractére infinitésimal (|Kn| proposition 8.22), qui est donc aussi celui de tous
ses constituants. Si ¢ est un poids régulier, l'identification de ce caractére infinitésimal
avec celui de 75 entraine que d = 1, puis que 7' est cuspidale (le théoréme 6.1 de |En]
montre méme que 7. est tempérée). Un théoréme de Shalika ([Sh| corollaire du §5)
assure alors que les composantes locales de 7’ sont génériques en toutes les places finies
de E. Soit v une place finie de E telle que D, est une algébre & division, il en existe par
hypothése sur G. Une version plus précise du théoréme 7.3.2, énoncée et prouvée en [H-T]
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(cf. 1.3 et théoréme VI.1.1 n°2), montre qu'il y a deux possibilités a priori pour 7, (cf.
loc.cit.). Le théoréme 9.7 de [Ze| assure que seule celle de carré intégrable est générique
(non dégénérée dans sa terminologie). Ainsi, 7’ est de carré intégrable aux places finies
ramifiées pour D, et 7" entre dans les hypothéses du théoréme 7.3.3.

La donnée de i, comme place A\-adique nous fournit en particulier une représentation

p-adique semi-simple de dimension n comme dans 1’énoncé :

pr = Ry, (')
Les transferts a D* puis GL,, sont compatibles avec le transfert non ramifié aux places
dans S’, w(f) — ps est donc compatible avec la correspondance de Langlands non ra-
mifiée par le théoreme 7.3.3. Ceci détermine les polynémes caractéristiques dans py des
Frobenius de S’, le théoréme de Cebotarev conclut que p; est indépendante du = (f)
choisi initialement, puis ne dépend que du point z; € D, (G, Uy(p))(C,) associé a f.

Si f est ancienne en p on peut choisir un m(f) ayant pour composante en p le m, de
I’énoncé, qui est non ramifié. Mais les transferts 7.3.1 et 7.3.2 étant compatibles aux
transferts locaux non ramifiés en les places non ramifiées pour D, E et m, ils le sont en
la place w. Le théoréme 7.3.3 implique alors que la représentation p-adique py, restreinte
a chaque groupe de décomposition aux places v de E divisant p, est cristalline et que le
parameétre de Langlands de 7, est celui de .

L’assertion sur les poids de Hodge-Tate de (R;,(7'))|p,, découle du théoréme VII.1.9,
n°4, de [H-T|, car 7, a méme caractére infinitésimal que 75.. La représentation (ps)p,,
obtenue dans [H-T] (cf. §3) est réalisée dans la cohomologie étale p-adique de la fibre
générique d’une variété propre et lisse sur Z,, un de ses multiples étant découpé par
une correspondance algébrique (cf. [H-T| chapitre II1.2). Un théoréme de Katz-Messing
([KMe] théoréme 2.2), combiné avec 7.3.3 et le théoréme de changement de base lisse en
cohomologie [-adique, assure que le polynéme caractéristique du Frobenius de cristallin
de (py)|p,, coincide avec I'image par i, du polynéme de Hecke de m(f),. O

7.4. Applications aux familles de représentations galoisiennes. On conserve dans
ce paragraphe les notations du §7.3. Soit D, la nilréduction de I'espace rigide associé¢ a
la donnée (G, Uy(p), x, Hy.a) par le théoréme 6.3.6. La proposition 7.1.1 s’applique en
prenant :

- X :=D,,

- H’ I'image par le morphisme a (6.3.6) de H, » dans (’)gi , elle est compacte par la
proposition 4.5.5,

-T:= Gal(E/E)s défini en 7.3,

- S ainsi que les (F),),es définis loc.cit. (la réunion des classes de conjugaison des F,
est dense dans I' par le théoréme de Cebotarev),

-pour v € 8, a, := a(T,), T, étant défini loc. cit.,

- Z 'ensemble des points classiques de poids régulier de D, (C,) (il est Zariski-dense
par une modification triviale de 6.4.6),

- les représentations p(z), z € Z, données par le corollaire 7.3.4.
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Corollaire 7.4.1. [l existe un unique pseudo-caractére continu, de dimension n,
. il rig
T:Gal(E/E)s — Op’,

dont l'évaluation en tout point classique de poids régulier de D, est la trace de la repré-
sentation galoisienne associée a ce point par 7.3.4.

Tout pseudo-caractére continu C,-valué étant la trace d’une unique représentation
continue, semi-simple, de dimension finie ([Tay]), on en déduit le :

Corollaire 7.4.2. Soit t € W(C,), f € Si(G,Uy(p)) une forme propre pour H, a, de
pente finie, il existe une unique représentation semi-simple continue

ps: Gal(E/E)s — GL,(C))
telle que pour tout v & S, T,(f) = tr(ps(F,))f-

En utilisant la théorie de Sen développée dans [Sen|, ainsi que 7.3.4, on montrerait

facilement que si ¢t = (t,...,t,) € W(Q,), alors py a pour poids de Hodge-Tate-Sen
(tn, 1+t +tp1,.c, (n—1)+t, + ... + 1)

En particulier, ps n’est pas de Hodge-Tate en général. La théorie de Hodge p-adique de
ces représentations peut étre comprise a I'aide des travaux récents Kisin dans [Ki| (voir
aussi §7.5, ainsi que [BC| §5 et §6).

Enfin, si D, i, désigne le lieu d’irréductibilité du pseudo-caractere T', le corollaire 7.2.6
donne :

Corollaire 7.4.3. Il existe une unique algébre d’Azumaya A sur D, i, et une repré-
sentation continue Gal(E/E)s — A*, dont I’évaluation en tout point classique réqulier
z € Dy i(C,) est Uextension des scalaires a C,, de la représentation galoisienne associée
a ce point par 7.3.4.

Remarques :

— L’irréductibilité des représentations galoisiennes attachées aux représentations au-
tomorphes du théoréme 7.3.3, bien que conjecturée, n’est connue en générale que si
n < 3 (Ribet, Blasius-Rogawski, cf. [ZFPMS]), ou si elles sont supposées supercuspi-
dales & au moins une place finie (Harris-Taylor [H-T| théoréme C'). Dans le premier
cas, on a donc, Z C Dy # 0.

Expliquons rapidement comment utiliser le second cas. Soit v’ une place finie de
E décomposée, ne divisant pas p, telle que D*(E, ) = GL,(E,). Soit (J,r) un type
d’une supercuspidale fixée de GL,(E,) (cf. |BK] §5), choisissons Uy(p) de fagon a
ce que Uy(p)y = J. Une modification triviale des constructions faites au §4 nous
permettrait de construire des familles de formes automorphes p-adiques de pentes
finies pour G avec type (Up(p), x ® 7). Un exemple est traité en détail pour n = 3
dans [BC]| §8.2, le cas général est formellement identique. Notant que les transferts
7.3.1 et 7.3.2 sont compatibles au transfert local en la place v' (|Lal 3.4, 4.5.2, 4.6.2),
il vient que si 7 est une représentation automorphe pour G ayant le type (J,7) en ¢/,
JL(BC(m)) est supercuspidale en v. On est donc dans le second cas discuté ci-dessus
et DX,irr = DX'
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Enfin, par des techniques de théorie de Hodge p-adique, il est possible de démon-
trer que sur certaines composantes irréductibles de D, (T,)p, est la trace d'une
représentation irréductible (cf. [BC] §6.3, §9.1).

— D’apres le lemme 4.8.3, chaque représentation py avec f classique apparait jusqu’a
n! fois sur D, (C,). Ce phénomeéne est ’analogue de 'existence des formes jumelles
dans le cas du groupe GL;. Les déformations de py construites a partir de différents
points de D, (C,) sont en général trés différentes.

7.5. Variétés de Hecke et p-motifs classiques raffinés.

7.5.1. p-motifs raffinés de Mazur. Soient E un corps de nombres, K C C, un corps
local, et » > 1 un entier. Suivant Mazur dans [Mal, on appelle p-motif classique de
rang n a coefficients dans K, la donnée d'un K-espace vectoriel W de rang n et d’une
représentation continue de Gal(E/FE) sur W, qui est non-ramifiée hors d'un ensemble
fini, et dont la restriction a chaque groupe de décomposition aux places de E divisant p
est cristalline.

Soit w une place de E divisant p telle que £, = Q,, D,, un groupe de décomposition
en w, et W un tel p-motif. A W vue comme représentation de D,, = Gal(@p /Q,), on
peut alors associer, suivant Fontaine, un ¢-module filtré D(W) faiblement admissible.
Comme E,, = Q,, ¢ est K-lin¢aire et on notera R(W) 'ensemble des n valeurs propres
de ¢, comptées avec multiplicités. De plus, on note J(W) C Z I'ensemble des poids de
Hodge-Tate de W, et

6; = dimg (Fil'(D(W)) /Fil"™ (D(W)))

Mazur définit loc.cit. un raffinement de W comme étant la donnée R d’une partition
ordonnée de R(W), soit R = [[._, I;, satisfaisant |I;| = d;. Si W est régulier, i.e. si
Vi e J(W), 6; = 1, se donner un raffinement équivaut a ordonner les racines de ¢. Si
(W, R) est un p-motif classique raffiné de rang n, on peut lui attacher les nombres

F (W) := Xy/ph
ou k; est le i-éme poids de Hodge-Tate de W, ces derniers étant rangés par ordre croissant,
et R = {A1,..., Ay}, ainsi que son polynome-U € Q,[T] qui est le polynéme dont les
racines sont les F;(W).

L’intérét de la notion de raffinement vient de ce que les p-motifs raffinés semblent se
déformer p-adiquement "avec leur raffinement", dans le sens ou les F; (et non pas les
A;) varient analytiquement dans la déformation. Ceci est discuté en détail dans [Mal,
et les résultats de cet article (cf. §7.5.3) peuvent étre vus comme une confirmation des

prédictions faites loc.cit. Mazur a proposé de plus une condition de non criticité pour les
p-motifs raffinés :

Définition : (Mazur) (W, R) est dit de pente non critique si
U()\l) < ]{?2, U(/\n) > k,_1 etsi
Vi € {2, ey — 1}, ’U()\,L) 6]]@;1, kiJrlI:
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Par exemple, si W est ordinaire, il a un unique raffinement de pente non critique
R = {A1, ..., \n}, satisfaisant v()\;) = k;; un tel (W, R) sera dit ordinaire. Il nous sera
utile de définir, si a = (a; < as < --- < a,) est une suite croissante d’entiers, (W, R) un
p-motif raffiné comme ci-dessus,

Us(W) := H Fy(W)an-itt

Définition : (W, R) sera dit U%-non critique si a est strictement croissante et si
o(U(W)) < MingZ (ai1 — ai) (kn—it1 — kn—i)
(W, R) sera dit U-non critique si il est U%non critique pour au moins une suite a.

Proposition 7.5.2. Si (W, R) est U-non critique, il est de pente non critique. La réci-
proque est vraie si (W, R) est ordinaire, ou sin = 2.

Preuve: Soit (W, R) U%non critique, on supposera a; = 0 et aussi k; = 0, ce qui
est loisible. Si i € {1,...,n — 1}, on pose m; + 1 := k,,_;y1 — k,_;, En terme des F;(W),
la condition de pente non critique s’écrit Fy(W) < m,_1 + 1, F,(W) > —m; — 1 et
Vie{2,...,n—=1}, —my_ip1—1 < F;(W) <my_;+1.Orona U*(W) = [, F;(W )i+,
et si pour j € {0,...,n — 1}, on pose v; = S.i=7 v(F;(W)), alors

n—1
vjie{l,...n—1} Z(ai-i-l — a;)v; < (m; + 1)(aj41 — a;)
i—1

De ceci et du fait que Vj € {1,...,n}, v; > 0 (le polygone de Hodge est au dessous
du polygone de Newton), on déduit facilement que (W,R) est de pente non critique.
Si (W, R) est ordinaire, il est U®"=D_critique. Enfin, 1’équivalence quand n = 2 est
immédiate. [

Ezemple : Dans le cas n = 3, il est facile de montrer que (W, R) (avec k; = 0 comme
on peut le supposer) est U-non critique si et seulement si il est de pente non critique et
si il vérifie la condition :

o), o) _
ko ks

Cette condition ne serait pas vérifiée par exemple pour un (W, R) de poids de Hodge-
Tate (0,1,2) tel que v(\) = 1/2, v(Ag) = 1, et v(A3) = 3/2 (il n’y a pas d’obstruction
locale en p a ce qu'un tel W existe).

7.5.3. p-motifs raffinés attachés aux formes automorphes non ramifiées en p.
On se replace dans le cadre du paragraphe 7.3, en particulier £ est un corps quadra-
tique imaginaire décomposé en p. On fixe

z € Dy(G, Us(p))(C,),

un point classique de poids régulier ancien en p, de poids t = k(z) = (my,...,m,) €
N1 x Z. Soit p(x) la représentation galoisienne attachée & x comme en 7.3.4, elle prend
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ses valeurs dans un corps local E. D’aprés 7.3.4, on sait que sa restriction a D,, (ainsi
qu’a lautre place divisant p par la derniére assertion de 7.3.3) est cristalline. Cela nous
fournit donc un p-motif classique noté¢ W(x). On sait de plus de 7.3.4 que W(x) est
régulier, de poids de Hodge-Tate :

My, My +mp 1+ 1L,my+mpy g +my 0+2,-- my+my+mog+...+my_1+n—1)
Il est commode de poser
ki =my +mp_ +mp_o+ ...+ My +i—1,

c’est le i*® poids de Hodge-Tate de W (z), rangés par ordre croissant.

Ceci nous permet d’associer & W (x) un raffinement canonique de la maniére qui suit.
D’aprés 7.3.4, le polynome caractéristique du Frobenius de W (x) est i,(P (1)) ot P(T')
est le polynome de Hecke d'une certaine représentation non ramifiée m, de GL,(Q,).
Fixons f € Si(G,Uy(p),C) telle que = est associé¢ & f par 6.3.6 et §4.2, engendrant m,,.
D’aprés §4.8, lemme 4.8.4, les opérateurs de Hecke [Tul] opérent par un caractére x sur
f ayant la propriété que le polynome de Hecke est

[T - p'x(F))
i=1
De plus, par construction et la remarque concluant §4.8, ¢,(p"~x(F;)) = p*F;(x). On
pose donc
A = Fy(x)ph

D’aprés la remarque suivant la définition 4.8.3 §4.8, ceci nous fournit bien un raffinement
de W(z), que 'on note R(z). Son polynome-U est [[;_, (T —F;(z)), Fi(z) = F;(W(x)) et
pour toute suite croissante positive a, U5 (z) = U*(W (z)). La traduction de non criticité
est donc :

(W(x),R(x)) est U"-non critique <« x est trés classique pour Uy

D’aprés la proposition 6.4.7, si p > 2, les x € D, (G, Up(p))(C,) trés classiques et
anciens en p sont Zariski-denses. Ainsi, le couple (D, (G, Uy(p)), {F4,...,F,}) peut étre
vu comme espace rigide d’interpolation de p-motifs raffinés en p. Ceci est un point de
départ pour étudier la famille de représentations galoisiennes portée par D, (G, Uy(p)),
par exemple a la maniére des travaux récents de Kisin [Ki].
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