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E
§ § 69, Die Invarizntengleichung. 943

Hierdurch ist die Losung der Invariantengleichung ¥, = 0
T} auf die successive Lisung solcher Fille zuriickgefithrt, in denen
n emme Primzahl ist.

6. Wihrend bei der Ableitung der Transformationsgleichungen
aus den Teilungsgleichungen von Haus aus feststeht, daB die
numerischen Koeffizienten in diesen Gleichungen rationale Zahlen
sind, 80 lehrt uns die zweite Ableitung zunichst nichts iiber die
Zahlenkoeffizienten. Wir kinnen aber nachtriiglich heweisen, dafs
diese Koeffizienten nicht nur rationale, sondern auch ganze
Zablen sind und gelangen zugleich za einem wichtigen Satz iiber
die Teilbarkeit dieser Koeffizienten.

Wenn wir beweisen kénnen, daf, wenn P eine Primzahl ist,
die Koeffizienten in F,(z, y) ganze Zahlen sind, so folgt das
Grleiche aus 4. und 5. fiir jedes zusammengesetzte .

Nach (4) ist j(w) in eine Reihe von der Form entwickelbar

B
(25) J(®) = % I an gt
. 0,m
deren Koeffizienten a) ganze Zahlen sind, und zwar q, — 1. )
Bilden wir hiervon, wenn p eine Primzah] ist, die pte Potenz,
und beachten den fiir jede ganze Zahl giiltigen Fermatschen Satz:
a? = a (mod p),
so folgt
A : . h
(26)  J(@)f = ¢ X ap g?h? | pg-in-0 3 by gh
: 0> 0,0

worin b;, ebenfalls ganze Zahlen sind. Andererseits ist, wenn min
in (25) w durch pw ersetzt: -

(27) j(pa) = g2 Z angeie

und daraus, wenn man _

i) ="u j(pa) =v

getzh: . . |
U — v = pgie=N X by g2,
woflir wir auch schreiben kénnen: e
(28) (42 — ) (4 — v¥) = pg—ztp%'.punoé‘ckqﬂh,

wenn ¢; ein drittes System ganzer Zahlen bedeutet. -
Nun kommen in F,(z, y) die in bezug auf =z, 4 hochsten
Glieder g7+1 | y»+! vyor, und wir setzer demnach

@) B =@ —)@—1)— Loy,
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244 Siebenter Abschnitt. § 69.

worin ¢, die zu bestimumenden Koeffizienten gind, die mach 3.
der Bedingung
Cnr = Cuh
geniigen. Um sie zu bestimmen, setzen wir in (29)
T = Y=1
wodurch ¥, verschwindet, und erhalten

(30) (U7 — o) (1 — ) = & oy 10 0h
Hieraus folgt zupichst, dal
tpp = 0
sein mub, da nach (28) bei der Entwickelung (der linken Seite)
nach Potenzen von ¢ die Potenz ¢—2(#*+# nicht vorkommen kann,
und wir konnen (29) jetzt in die Form petzen:
(81) (w? — v)(» — 27) = 3z e, 1 (WP 08— ¥ %)

op Oh—1

h
-+ X Cn, W vh,
0,p—1

Hierin sind die sus (25) und (27) sich ergebenden Ent~
wickelungen von

| whot - Wb, uhoh
nach Potenzen von g einzusetzen, deren Anfangsglieder
g iR2+E, gmshp+D)

die Koeffizienten 1 haben.

Auf der rechten Seite von (31) kommen nicht zwei Glieder vor,
deren Entwickelung mit derselben Potenz von ¢ beginnt, denn aus

. hpy +k=Hhp ¥ :
folgt k = ¥’ (mod p) und mithin, da ¥ und ¥’ < p sind, k& == ¥/
B = h. '

Ordoet man daher die Reiben, welche die beiden Seiten von
(81) darstellen, nach aufsteigenden Potenzen von g, und setzt .
dann die Koeffizienten gleich hoher Potenzen einander gleich, 8o
erbilt maxn eine Reihe linearer Gleichungen fiir die Unbekannten
¢n1, von denen jede folgende nur eine meue Unbekannte enthilt,
und diese mit dem Koeffizienten 1. Die aus der linken Seite sich
ergebenden bekannten Glieder dieser Gleichungen sind mach (28)
lauter durch p teilbare ganze Zahlen, und es ergeben gich _
also fiir die ¢ ebenfalls ganzzahlige, durch p teilbare Zahlwerts.
Demnach haben wir :

hk
(32) Fy(zy) = (@* — (= — y¥) —P'fj an, x 2" ¥
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