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CHAPITRE 1

Motivations : quelques fonctions L d’origine arithmétique
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CHAPITRE 2

Formes modulaires

Une forme modulaire est une fonction analytique sur le demi-plan de Poincaré
vérifiant une condition de croissance a l'infini et qui se transforme de maniére par-
ticuliére sous 'action du groupe SLy(Z). Nous les aborderons ici d’abord sous cet
aspect, traditionnel, & la maniére du livre de Serre. Comme nous le verrons, toute
forme modulaire admet un développement de Fourier, dont les coefficients ont des
rapports trés surprenants avec ’arithmétique. De plus, lorsque 1'on fixe leur poids,
I'espace (vectoriel) des formes modulaires est de dimension finie. Cet énoncé de fini-
tude est la source de nombreuses identités remarquables. On rapporte qu’a ce sujet
Eichler aurait dit un jour que les formes modulaires constituent la 5éme opération
de Parithmétique (aprés 1’addition, la soustraction, la multiplication et la division).

Il y a plusieurs autres points de vue importants sur la notion de forme modu-
laire. Comme nous le verrons, une forme modulaire peut aussi étre vue comme une
fonction sur 'espace des réseaux de C, point de vue qui aura de nombreux avantage,
notamment lorsque nous discuterons les opérateurs de Hecke. On aura alors a portée
de main un troisiéme point de vue, le point de vue groupe, qui consiste a voir une
forme modulaire comme une fonction sur GLo(Z)\GL2(R) : ¢’est ce point de vue qui
conduit & la notion de forme automorphe, qui fera 'objet de la suite du cours.

REFERENCES : Henri Cartan, Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou plu-
sieurs variables complezxes,

Jean-Pierre Serre, Cours d’arithmétique,
Goro Shimura, Introduction to the arithmetic theory of automorphic functions,

D. Zagier, Elliptic modular forms and their applications, dans The 1, 2, 8 of modular
forms, Springer Universitext (2008).

1. Action de SLy(Z) sur le demi-plan de Poincaré et réseaux de C

1.1. Homographies. Pour tout corps K, le groupe GLy(K) agit naturellement
sur K?, et donc sur Pensemble P!(K) des droites vectorielles de ce dernier. On pose

E = K ] {oc}.

Cet ensemble s’identifie & P}(K) en envoyant tout élément z € K sur la droite

engendrée par ( i ), et le symbole oo sur celle engendrée par ( é ) Par transport

de structure, on en déduit une action de GLo(K) sur K, que I'on notera (g,2) — gz.

21



22 2. FORMES MODULAIRES

b

Si g désigne I’élément ( Z J ) de GLy(K), et si z € K, on constate les égalités

az+b

(cz+d)( Czl*'d ) sicz+d#0,

1) (1) =(500) = 1

(az—!—b)(o) sicz+d=0.

On retrouve la formule bien connue gz = Zjig si cz +d # 0. Les bijections de K de

cette forme sont appelées homographies. Elles forment donc un sous-groupe de 6([? )
isomorphe & PGLy(K) = GLo(K)/K* (une application linéaire préservant toutes
les droites étant une homothétie). Par exemple, on a pour a € K* et b,z € K

< g 11) > z=az+b (homographies affines) et < (1) _01 ) z = —1/z (inversion).

Pour utilisation future, mentionnons que I’élément g = ( Z Z ) de GLy(K) étant

donné, application z — cz+d, K — K, sera notée j(g, z). La formule (4) ci-dessus
montre la relation dite de “cocycle” :

ilog',2) = (g9, 9'2)i(g", 2),
valable pour tout g, ¢ € GLy(K) et tout z € K.

1.2. Demi-plan de Poincaré. Ces rappels s’appliquent a K = C, auquel cas
C n’est autre que la spheére de Riemann. Le sous-groupe GLy(R) C GLy(C) agit par
restriction sur cette sphére, en préservant I@, ainsi donc son complémentaire C — R.
Cet ouvert de C a deux composantes connexes, I'une d’elles étant I'ouvert

H={reC,Im7 > 0},
appelé demi-plan de Poincaré, 'autre étant son conjugué complexe H. Si g est 1'élé-
ment ( z i)l ) de GLy(R), et si 7 € C — R, alors on a ¢7 + d # 0 et on constate
I’égalité
Im 7
En particulier, ’action par homographies du groupe
GLy(R)" := {g € GLy(R), detg > 0}

préserve le demi-plan de Poincaré. L’action des homographies de la forme ar + b
avec a € Rog et b € R, montre que cette action est transitive.

(2) Im g7 =detyg

Ces homographies ont des propriétés géométriques remarquables, particuliére-
ment lumineuses lorsqu’on les étudie du point de vue de la géométrie hyperbolique.
Par exemple, notons € ’ensemble des parties de H qui sont soit de la forme Re7 = a
("droites verticales"), soit un demi-cercle de centre dans R ("perpendiculaire & I’axe
réel"). Deux points quelconques de H appartiennent manifestement a un, et un seul,
élément de C. Un fait géométrique important est que GLy(R)™ préserve C. Pour le
voir, il suffit d’observer que les éléments de C sont exactement les parties non vides
de H de la forme a + SRe 7 + v|7|* = 0 avec (o, 8,7) € R* — {0}. La vérification
de T'assertion précédente est alors un simple exercice; il suffit méme de le vérifier
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pour les homographies 7 — 7+ X et 7 — —1/7 (les éléments correspondant de
GLy(R)*/R+¢ engendrant ce dernier), auquel cas c’est immédiat.

1.3. Action du sous-groupe I' = SLy(Z) sur H. Les éléments

s=( 0 ) er=(5 1)
sont dans le sous-groupe I" := SLy(Z) de GLy(R)™; ils joueront un role trés impor-
tant. OnadéjavuS7 = —1/7et TT7 = 7+1. Onaaussi S = —I, et ST = ( (1) _11 ),
ainsi donc que lidentité (ST)® = —Iy, puis Si = i et STp = —1/(p+ 1) = p on
p = e*™/3 On pose

F— {r € H, [Rer| < % ot 7] > 1}.

¥
T L T
4 m
K) T5
577 3\\/
-2 o) 4 2

FIGURE 1. Le pavage de H par la I'-orbite de &

Théoréme 2.1. (i) Pour tout T € H, lorbite I't rencontre F.

(11) Si T et 7' sont deux points distincts de F tels que I't = I't’ alors :
*SOitReTIﬂ:% et =1+1,
—soit |t| = || =1et 7 =—-1/T.
(ii1) Si T € F alors le stabilisateur de T dans T' est {£1}, sauf si T = i (resp.
— 2 ’ .
T = p,—p?), auquel cas c’est le sous-groupe engendré par S (resp. ST, TS).

DEMONSTRATION —  Soit 7 € H. La forme quadratique R* — R, (¢,d) — |cT + d|?
est définie positive, elle admet donc un minimum sur Z? — {0}. D’aprés la formule
(2), il y a donc un sens a considérer I'ensemble E C T't des éléments 7’ tels que
Im 7" est maximal. Il est invariant par 7/ — 7’ + 1, de sorte qu’il existe 7/ € E
tel que |[Re7’| < 1. Mais —1/7 € I't et Im(—1/7') = %, donc || > 1. Ainsi,
7" € 't NF. Observons que cette démonstration montre en fait Gt NF # ) ou G
désigne le sous-groupe de I' engendré par S et T.

Pour montrer (ii) et (iii), considérons 7,7’ € F (non nécessairement distincts)
tels que Im 7/ > Im 7 et tels que 7" = y7 on

’y:(z Z) € SLy(Z).
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On a alors |c7 + d| < 1. En particulier, |cIm 7| < 1 et donc |¢| < 1. Si ¢ = 0 alors
d = a = %1 et donc £+ est une puissance de T et on est dans le premier cas du (ii).
Sinon on peut supposer ¢ = 1, quitte & remplacer v par —vy. On voit sur le dessin
que |7+ d| <1 entraine |7| = 1, et que l'on est dans I'un des cas suivants :

1.7 # p,—p*et d =0. Dans ce cas, b = —1l et 7/ = a — 1/7 puis a = 0 car
|Re(—=1/7)| < 1/2. Ainsi, y =S et 7/ =7 =1.

2.T=petd=0,—-1.Sid=0onaencoreb=—let7 =a—1/p=a— p*

Cela montre que soit 7/ = —p?, a =0 et vy = £S, soit 7/ =7, a = —1 et v = (ST)%

3. Le cas 7 = —p? et d = 0,1 se traite de maniére similaire au cas 2. U
Soit & l'ensemble des 7 € F tels que l'on ait soit ReT = 1, soit |r] = 1 et
ReT > 0. Soit 7 = F — ¢. Les points (i) et (ii) du théoréme ci-dessus montrent que
pour tout 7 € H, l'orbite I'T rencontre  en un et un seul point. On dit aussi que
F" est un domaine fondamental de action de I" sur H.

Corollaire 2.2. T' est engendré par S et T.

DEMONSTRATION — Il ne serait pas difficile de démontrer ce corollaire de maniére
directe en utilisant des opérations sur les lignes et les colonnes. Déduisons-le plutot
du théoréme. Soit G le sous-groupe de I' engendré par S et T. Soit 7 un point de
I'intérieur de F. Soit v € I'. D’aprés la démonstration du (i) ci-dessus (derniére
remarque), il existe g € G tel que g~ 'y7 € F. Ainsi, g1y € SLy(Z) fixe 7, c’est
donc +I, d’aprés le (iii). Au final, on a v € G car —I, = S? € G. O

2. Fonctions modulaires et fonctions de réseaux

2.1. Bases et réseaux de C. (Ou l’'on répete d’abord légerement différemment
ce que l'on a déja dit...) On note B 'ensemble des éléments de C? de la forme

w . .
w = wl tels que {wy,ws} est une base de C vu comme R-espace vectoriel ; il
2

est bien sir équivalent de demander wy € C* et wy/wy ¢ R. On notera de plus
B+ C B le sous-ensemble des bases w telles ques Im w; /wy > 0 (bases directes).

— L’action naturelle de C* sur C? (par homothéties) préserve évidemment B et
B, 1l est également évident que tout élément w de B s’écrit de maniére unique sous

la forme A < 71— ) avec A € C* et 7 € C — R (nécessairement \ = wsy, 2z = wy/wy).
L’application 7 +— ( I > induit donc des bijections
(3) C—-RSC*\B et H= C*\B.

— L’action naturelle de GLy(R) sur C? préserve B : pour ( Z Z ) dans GLy(R)

on a (toujours) la (méme) formule

(4) (¢ o) (o) = (i)



2. FONCTIONS MODULAIRES ET FONCTIONS DE RESEAUX 25

Cela montre que cette action de GLy(R) sur B est simplement transitive : pour
w,w’ € B il existe un unique g € GLy(R) avec w’ = gw. Le groupe GLy(R) agit sur
C? en commutant avec action de C*, et induit donc une action sur C*\B = C—R
qui n’est autre que celle étudiée au §1, par définition. La formule (2) montre que
g € GLy(R) préserve BT si, et seulement si, g € GLy(R)™.

Un réseau de C est par définition un sous-groupe engendré par une R-base de
C. Si w € B, on notera L(w) := Zw; + Zwy C C le réseau engendré. Si R désigne
I’ensemble de tous les réseaux de C, on a donc une surjection canonique

(5) B — R, wr L(w).

a

Soient g = < . dans GL2(R) et w dans B. On a L(gw) C L(w) si, et seulement

b
d
si, awy +bwsy et cw; + dws sont dans L(w). 11 est équivalent de demander que a, b, ¢, d
sont dans Z, i.e. g € My(Z). En particulier, L(gw) = L(w) si, et seulement si, on a g

et g7! dans My(Z), i.e. g € GLy(Z). On a montré le (i) de la proposition suivante :

Proposition 2.3. (i) L’application (5) induit une bijection GLy(Z)\B = R.
(ii) L’inclusion BT — B induit une bijection SLa(Z)\BT = GLy(Z)\B.

DEMONSTRATION —  La surjectivité de l'application du (ii) résulte de det GLy(Z) =
{£1}, et son injectivité de SLo(Z) = GLo(Z) N GLy(R) ™. O

Le groupe C* agit naturellement sur R par homothéties : (A, L) — AL. La projection
(5) est manifestement C*-équivariante. En mettant bout-a-bout la bijection (3) et
la proposition ci-dessus on en déduit le :

Corollaire 2.4. L’application T — 7Z~+Z induit une bijection SLo(Z)\H = C*\R.

Etant donné que les classes d’homothétie de réseau de C sont en bijection na-
turelle avec les classes d’isomorphisme de tores complexes de dimension 1, i.e. de
courbes elliptiques complexes, on dit aussi que SLy(Z)\H s’identifie a 1'espace des
modules grossiers de courbes elliptiques. C’est le point de départ de nombreuses
constructions en géométrie algébrique, mais qui ne seront pas abordées dans ce
cours.

2.2. Fonctions modulaires de poids x. Notons F(X) l'espace vectoriel des
fonctions de I’ensemble X dans C. Fixons un morphisme de groupes y : C* — C* et
notons F, (BT) C F(BT) le sous-espace des fonctions vérifiant F'(Aw) = x(A)F(w)
pour tout A € C* et toute base directe w € Bt. L’application linéaire

1

est évidement bijective, toute base directe s’écrivant de maniére unique sous la forme
)\< ; ) avec A € C* et 7 € H. Si f est une fonction sur H, on notera fX € F, (BT)

son unique antécédent par cette application.

(©) F(B) — F(H), F (mF(( T )>,

Le groupe GLy(R)™ agit a droite, par translations a gauche !, sur F(B") : (g, F)(w) =
F(gw). Cette action présérve manifestement F, (B*). Il en résulte une action, éga-
lement a droite, de GLy(R)* sur F(H) (dépendant de ), définie par transport de
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structure au moyen de la bijection (6). Cette action est appelée action de poids x
de GLy(R)* sur F(H), et elle est notée (g, f) — f, g. Par définition, elle est donnée
par la formule suivante,

D 90 = ] ) =xer s

ar +b
ct +d

) = x(i(g, 7)) f(g7)-

Proposition-Définition 2.5. Soient xy : C* — C* un morphisme de groupes et
f:H — C une fonction. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a

(i) f(if:—j:g) = x(ct+d)" f(7) pour tout T dans H et tout ( .

2 > dans SLy(Z),

(ii) fl,v = f pour tout v € SLy(Z),

(iii) f(r+1) = f(r) et f(=1/7) = x(7)" f(7) pour tout T € H,
(iv) fX: BT — C est invariante par SLy(Z),

(v) fX se factorise en une fonction R — C.

Si elles sont satisfaites, on dit que f est une fonction modulaire de poids .

DEMONSTRATION —  L’équivalence de (i) et (ii) est tautologique. Celle de (ii) et (iii)
découle du fait que 'action de poids y est une action de groupes, et que SLy(Z) est
engendré par S et T, de sorte que (ii) est équivalent a demander f| T = fet f| S = f,
qui sont les deux équations données. L’équivalence entre (iv) et (ii) est tautologique,
par définition de 'action de poids x (ou par la formule (7)). L’équivalence entre (iv)
et (v) est la Proposition 2.3. O

Définition 2.6. Une fonction de réseaux de poids x une fonction F : R — C telle
que F(AL) = x(A\)F(L) pour tout A € C* et tout L € R.

Corollaire 2.7. Les applications f — fX et F — (7 — F(7Z + 7)) sont des
bijections réciproques entre l’espace des fonctions modulaires de poids x et celui des
fonctions de réseaux de poids x.

Remarque 2.8. Pour alléger les notations, on pourra noter par le méme symbole
une fonction modulaire f de poids Y, la fonction fX : B* — C correspondante,
et la fonction de réseaux R — C qui s’en déduit. Il ne peut en principe y avoir
d’ambiguité d’interprétation, puisque les arguments dans chacun des cas sont des
objets mathématiques bien différents (un élément de H, un élément de BT, ou un
¢lément de R).

Les caracteéres continus y : C* — C* joueront par la suite un réle naturellement plus
important. Ceux sont ceux de la forme A — N¥|\|*, avec k € Z et s € C (exercice!).
Lorsque x est le caractére A — A~* (noter le signe —), ol k € Z est fixé, on utilisera
I'expression de poids k a la place de poids x, et I'on note traditionnellement f|, g
pour fj g. Par exemple, une fonction modulaire de poids 0 (i.e. de poids x = 1) est
simplement une fonction sur SLy(7Z)\H.
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Exemple 2.9. Soient k € Z et s € C tels que k + Res > 2. La série d’Eisenstein

1
Grs(L) = > VAR

AeL—{0}

est absolument convergente, et définit une fonction modulaire de pozds A= AR
Vue comme fonction de 7 € H, on a Gys(7) = 32, pyeze— o) W'

L’assertion de convergence absolue de Gy.s(L) sera justifiée en détail un peu plus
loin. Le reste s’en déduit immédiatement.

Exemple 2.10. La fonction covol : R — Ryg, ou covol(L) désigne le covolume
du réseau L étant pris disons dans la R-base 1,1, est modulaire de poids X — |\|?.
Comme fonction sur B, c’est w — |det; 1 (wy, wq)|. Comme fonction sur H, c’est la
Im7 0

Rer Imr } | =Im T (c’est aussi ce qui dit la formule (2)!).

fonction T +— | det [
Exemple 2.11. Si f est (une fonction) modulaire de poids x, et si f' est modulaire
de poids ', alors ff' est modulaire de poids xx'. De plus, |f| est modulaire de poids

x| Si|x| est le caractére X — |A|™* avec s € R, alors |f|- covol®’? est modulaire de
poids 0, i.e. | f(7)|(Im7)*? définit une fonction SLy(Z)\H — Rx.

3. Formes modulaires

Notons O(H) C F(H) le sous-espace des fonctions holomorphes. Si k € Z, I’action
de poids k de GLy(R)™ sur F(H) préserve manifestement O(H).

Définition 2.12. Une forme modulaire de poids k € Z est une fonction f : H — C
qui est une fonction modulaire de poids® k, telle que :

(i) f est holomorphe,

(11) f(7) admet une limite finie quand Im 7 — 400, notée f(0).

L’ensemble des formes modulaires de poids k est un sous-espace de O(H). Suivant
Serre, nous le noterons My. La relation f|, —I = (—1)* f montre que si f € My, alors
f = (=1)*f, de sorte que M, = 0 si k est impair. Les fonctions constantes sont mo-
dulaires de poids 0 : nous verrons plus loin que ce sont les seules. Un premier exemple
intéressant de forme modulaire est donné par les séries d’Eisenstein (Exemple 2.9),
vues ici comme fonction de 7. Si k est un entier > 3, on pose Gy = Gy.

Proposition 2.13. On suppose que k est pair > 4. Alors on a Gy, € My, et Gi(oo) =
2¢(k). En particulier Gy # 0.

DEMONSTRATION —  Fixons A, B € Ry et notons Dy p I'ensemble des 7 € H tels
que Im 7 > A et |Re7| < B. Vérifions qu'il existe un réel C' > 0 tel que pour tout
(n,v) € R? et tout 7 € Dy p alors

lur +v| > C sup(|ul, [v]).

1. ... ce qui signifie donc que l'on a f(%idb) = (e + d)*f(7) pour tout 7 dans H et tout
a b
< e d ) dans SLy(Z).
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Soient 7 € Dap et (u,v) € R2 D’une part, on a |ur + v| > [Im (ur + v)| > Aly|.
D’autre part, on constate sur un dessin qu’il existe 6 > 0 tel que |A\7 + 1| > § pour
tout A € R et tout 7 € Dy p. Ainsi, pour v # 0 on a |ut + v| = |v||E 7 + 1] > d|v|.
En conclusion, C'= Min(A4, §) convient.

Si s > 1,ily a exactement 4-2s = 8s couples (m, n) € Z? tels que sup(|m/|, |n|) =
s. On en déduit la majoration

Z | 7—_|_n’k—ckz

(m,n)€Z2—{0}

pour tout 7 € Dy p. Ainsi, la série de ’énoncé est normalement convergente sur
D4 p. En particulier, Gx(7) est une fonction holomorphe de 7. Nous avons déja
justifié dans l'exemple 2.9 que la convergence absolue de la série définissant Gy
implique sa modularité de poids k. On peut le re-justifier directement : les bijections
(m,n) — (m,n+m) et (m,n) — (n,—m) de Z*> — {0} entrainent les identités
Gr(T +1) = Gi(7) et Gi(—=1/7) = 7°Gy(7) pour tout 7 € H.

Enfin, faisons tendre Im 7 vers 'infini quand 7 € D, ;. La fonction 7 +— o=
1

tend vers —r ou 0 selon que m = 0 ou non. Par convergence uniforme de Gy, sur
D 1, on peut intervertir limite et sommation et 'on obtient que Gy (7) — 2¢(k). On
conclut par 1-périodicité de Gg. U

Si k > 4 est pair, on pose E;, = %(k)Gk € My (série d’Eisenstein “normalisée”),
de sorte que l'on ait Ez(oo) = 1. Bien entendu, cette définition a un sens puisque
((k) # 0. L’application My — C, f — f(oc0), est une application linéaire. Son
noyau, noté Sy, est le sous-espace des formes modulaires paraboliques (“cuspidal” en
anglais). Si k > 4, il est donc engendré par les éléments de la forme f — f(00)Eg.

Corollaire 2.14. Pour tout entier pair k > 4, on a My = S, @ CEy.

4. g-développement d’une forme modulaire

Observons que si z € C alors |e*™| = e~ 2™m2 Soit D = {2z € C, |z|] < 1}. On
consideére 'application

q:H—D—{0}, 7 e,
Cette application induit une bijection (T)\H = D —{0}. Autrement dit, si f : H —
C est telle que f(7 +1) = f(7), il existe une unique fonction f: D — {0} — C telle
que f(7) = f(q).

Soit f : H — C telle que f(7 + 1) = f(7). Observons que f est une fonction
holomorphe si, et seulement si, f est une fonction holomorphe sur D — {0}. En
effet, pour tout 7y € H, 'application q induit une bijection bi-holomorphe entre le
voisinage ouvert {7 € H, |Re(r — 79) | < 1/2} de 7y dans H, et le voisinage ouvert
D — R e*™™ de e*™ dans D (un inverse s’obtient en considérant une branche du
logarithme complexe). Si f est holomorphe il y a donc équivalence entre :

— f(7) admet une limite quand Im 7 — oo,

— |f(7)] est bornée sur {7 € H, Im 7 > 1},
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—_—

— | f(q)| est bornée au voisinage de ¢ = 0,
— fse prolonge en une fonction holomorphe sur tout D,
- fvadmet un développement en série entiére en 0 de rayon de convergence > 1.

(L’implication assertion 3 = assertion 4 est le lemme de prolongement de Riemann).
Cela justifie a la proposition-définition suivante.

Proposition-Définition 2.15. Soit f € M. La forme f admet un unique dévelop-
pement
f(r) = Z an(f) q”,
n>0

avec an(f) € C pour tout entier n > 0, normalement convergent sur toute partie
de H de la forme ImT > A, A € Ryg. Ce développement est appelé développement
de Fourier, ou q-développement, de la forme f, et les a,(f) sont ses coeflicients de
Fourier. On a ao(f) = f(o0).

Comme nous le verrons, et de maniére un peu surprenante, la suite des coeffi-
cients de Fourier de chaque forme modulaire est en général d’'un intérét arithmétique
considérable.

5. Détermination de 1’espace M,

5.1. Un théoréme de structure. Observons que si f € My et g € My alors
fg € Miy. On peut donc fabriquer tout un tas de formes modulaires a ’aide des
séries d’Eisenstein. Par exemple, si r et s sont des entiers > 0 alors EjE§ € My, y¢s.

Théoréme 2.16. Soit k € Z. L’espace My, admet pour base les EJES, avec (r, s) € N
vérifiant 4r + 6s = k.

(La finitude méme de dim My, est assez surprenante!)

Observons d’abord que si f € My alors f(i) = fjxS (i) = i7" f(i). Ainsi, f(i) =0
si k #Z 0mod 4. De méme f(p) = 0 si k # 0 mod 6. En particulier, Eg(7) = 0 et
E4(p) = 0. Nous démontrerons Ey4(i) # 0 dans la section suivante (pouvez-vous le
démontrer directement ?) et que la famille de I’énoncé est génératrice : admettons-le
pour I'instant. Vérifions ici qu’elle est libre. On procéde par récurrence sur k > 0, le
cas k = 0 étant trivial. Supposons donc pour k£ > 0 donné que 'on ait une relation
de dépendance linéaire

> ALEE; =0.
4r+6s=Fk
Si k est multiple de 4, I'évaluation en 7 = i de cette formule donne A;/49 = 0 (car
on a E4(i) # 0). Dans tous les cas, on a donc “\,; # 0 implique s # 0”. Ainsi, soit
tous les A, s sont nuls, soit on a k > 6 et on peut simplifier 1'égalité ci-dessus par
E¢ (anneau des fonctions holomorphes sur H étant intégre...), puis conclure par
récurrence sur k.

Définition 2.17. (Fonction A de Jacobi) La fonction A = (B} — E3) est une
forme modulaire parabolique de poids 12.

L’apparition du facteur 1728 sera expliquée plus loin. D’aprés ce que nous avons dit

ci-dessus, A # 0 car A(i) = =55E4(0)%.
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5.2. Sur les zéros des formes modulaires. Soient f € M, et P € H. On
note vp(f) l'ordre d’annulation de f au point P et ep le cardinal du stabilisateur de
P dans SLy(Z)/{xI2}. Ces deux quantités, des entiers > 0, ne dépendent que de la
[-orbite de P (pour vp(f), cela vient de la non annulation des j(vy,7) quand v € I’
et 7 € H). De plus, d’aprés le Théoréme 2.1 (iii) on a e; = 2, e, = 3, et si P n'est
pas dans l'orbite de i ou p alors ep = 1. On note aussi vo.(f) l'ordre d’annulation
de f en 0.

Proposition 2.18. (Formule k£/12) Soient k € Z et f € My non nulle. On a la
relation

vl 3 Uk

PeT\H ep 12

Il fait partie de I’énoncé que la somme de gauche est en fait une somme finie (né-
cessairement > 0). Le lecteur préférant voir d’abord comment utiliser cette formule,
et par exemple terminer la démonstration du théoréeme 2.16, peut commencer par
lire la sous-section suivante.

DEMONSTRATION —  Soit f € My non nulle. Rappelons que la I'-orbite de tout zéro
de f rencontre le domaine &F. Si r est un réel > 0 posons €2, = {7 € H,Im7 > r}. La

fonction f étant holomorphe en 0, il existe > 0 tel que f n’admet pas de zéro dans
Q.. La partie ¥ — ), étant compacte, la fonction holomorphe f n’y admet qu'un
nombre fini de zéros (qui sont isolés). Cela montre que le nombre des I'-orbites de
points constituées de zéros de f est fini (et donc que la somme apparaissant dans la
formule £/12 a tous ses termes nuls sauf au plus un nombre fini d’entre eux).

Considérons le contour € indiqué par la figure 2. Sur cette figure, les zéros éventuels
de f qui sont dans 0F — {i, p, —p?} et de partie réelle 1/2 (resp. de module 1) sont
notés A (resp. p). En particulier, ce contour ne contient aucun zéro de f. On suppose
que chaque portion de cercle dessinée est de rayon suffisamment petit de sorte que le
disque bordé ne contienne que le point indiqué pour éventuel zéro (i.e i, p, —p?, I'un
des A, A+ 1, ou l'un des p, —1/p). Nous noterons yxy le chemin portion de € allant
de X aY (dans ce sens). Le chemin vypp est par définition le chemin T~4Y. De
méme, on a choisi yorp = Sz Enfin, on suppose que yg4 est de partie imaginaire
r suffisament grande de sorte qu’aucun zéro de f ne soit de partie imaginaire > r.
L’existence d’un tel contour est justifiée par le paragraphe précédent (zéros isolés).

La formule des résidus appliquée a la 1-forme méromorphe % = %dT s’écrit donc

LI, s,
gir Jo n = 27V

la somme portant sur les ['-orbites de zéros de f ne contenant ni ¢ ni p. Examinons
maintenant les contributions des diverses portions du contour. Les fonctions f et f’
étant T-invariantes on observe d’abord

P G L P S
vap F(T) dT_/T’YAB f(T)d Yp'E f(T)d .
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FIGURE 2. Le chemin d’intégration dans la démonstration de la for-
mule £/12

Le chemin w(t) := e*™#4(®) est un cercle de centre 0 dans D faisant un tour dans le
sens indirect. On a alors

Lo, [P@,
20 Sy f(T)d 2z'7r/w f(q) dg ()

En effet, la premiére égalité est un simple changement de variables (réelles!), et la
seconde est le théoréme des résidus appliqué & f, sachant que par hypothese 0 est
le seul zéro éventuel de f dans le disque de D bordé par w. De plus, par modularité

de f on a fT, = —é + U}Z‘?,, de sorte que
1 ! 1 k 1 !
Py / (T)d = -5 —d7 + — /) dr,
2im Jy ., F(7) 2im )y T 2im Jsq,,, F(T)

avec rappelons-le Syp¢ = ). Lorsque le point B’ tend vers p, C' tend vers i, et
lorsque les portions de cercles autour des points notés p sont de rayon tendant vers
0, alors l'intégrale de chemin % f'YB’C d—TT tends vers I’angle orienté défini par p, 0 et

i, i.e. —(%’r — %T”) = —%- De méme, lorsque B et B’ tendent vers p alors I'intégrale
de chemin 1 vaB/ J;/((TT)) dr tend vers I'angle orienté B p B’ = —% multipli¢ par v,(f).

Un argument similaire vaut en —1/p = p + 1. Enfin, lorsque C' et C’ tendent vers ¢

alors 'intégrale de chemin % f%c/ ’;((TT)) dr tend vers —7v;(f). On conclut en mettant

toutes ces identités bout & bout. O

5.3. Conséquences de la formule k/12. La premiére conséquence évidente
de la formule %£/12 est 'annulation My = 0 si £ < 0. De plus, on a S, = 0si k < 12,
car Voo (f) > 1 si f € Sy —{0}. En particulier, on a donc My = C1 (les constantes).



32 2. FORMES MODULAIRES

Séparant les orbites de i et p des autres, la formule £/12 s’écrit aussi
1
(8) Voo (f) + Vil f) + V,, )+ ZvP

la somme portant sur les ['-orbites de points de H distinctes de I'i et I'p. En parti-
culier on a My = 0 car chaque terme de gauche est soit > 1/6, soit nul. On a donc
montré le :

Corollaire 2.19. (1) Si k <12 alors Sy, = 0.
(11) Si k <0 ouk =2 alors My = 0.
(11i)) Mg =C1 et si k =4,6,8,10 alors My = CEj.

Appliquons la formule (8) a k = 4 et f = E4. Dans ce cas on a % = %, mais
Pannulation évidente E4(p) = 0 entraine 3v,(f) > 1/3. Ainsi, la seule T-orbite
de points qui sont des zéros de E4 est celle de p. En particulier, cela démontre la

non-nullité annoncée
Eq(i) # 0,
puis A # 0 car on a A(i) = =5=E4(i)*.

Appliquant maintenant (8) & k = 12 et f = A, on en déduit que A ne s’annule
pas sur H et que l'inégalité v,.(A) > 1 est une égalité. En particulier, si k est
quelconque et si f € S alors la fonction % est une forme modulaire de poids k£ — 12.
On a démontré le corollaire suivant.

Corollaire 2.20. (i) La fonction A ne s’annule pas sur H et l'on a voo(A) = 1.
(1) Si k € Z alors Sy = AMy_12. En particulier, S;o = CA est de dimension 1.

Démontrons enfin que My, est engendré par les EJEg, ot 7, s sont des entiers > 0
tels que 4r + 6s = k. D’apreés le corollaire 2.19, on peut supposer k > 4. On procéede
par récurrence sur k. Observons que k étant pair > 4, il existe des entiers positifs
r,s tels que k = 4r + 6s : on a soit k = 0 mod 4, soit kK = 6 mod 4 et £ > 6. Un tel
couple (r, s) étant fixé, observons que pour tout f € My alors f — f(oo)EjE§ € Sk.
Mais Sy, = AMj_12 d’aprés le corollaire 2.20, et A = =< (E} — EZ). Cela termine la
démonstration, ainsi donc que celle du théoreme 2.16. [

Les corollaires 2.19 et 2.20 entrainent également immédiatement le corollaire
suivant :

Corollaire 2.21. Supposons k > 0 pair. La dimension de Sy vaut [k/12] si k #
2 mod 12, [k/12] — 1 sinon.

Remarque 2.22. Comme A ne s’annule pas sur H, la fonction j := EKZ ("invariant
modulaire") est une fonction modulaire de poids 0, manifestement holomorphe sur
H. En revanche, [j(7)| tends vers +oo lorsque Im(7) tend vers l'infini. Ainsi, si
I'on avait omise la condition de limite (ii) dans la définition des formes modulaires,
I’espace My aurait été de dimension infinie, & cause des polynémes en j. De méme,

M k+12r

tous les My, avec k pairs auraient été de dimension infinie (considérer j avec

r assez grand et m quelconque).
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6. Quelques g-développements

6.1. Séries d’Eisenstein. Si k € Z et n > 1 est un entier, on pose ox(n) =

> din d*. On rappelle que les nombres de Bernoulli sont définis par la série formelle

t

=", Brtn. Lidentité suivante est essentiellement due a Euler.
et—1 n>0 nl

Proposition 2.23. Soit k un entier pair > 4. On a E, =1 — é—i > ns00k-1(n)q".

DEMONSTRATION —  Rappelons qu’Euler a démontré que pour tout z € C — Z, on a

© I et

tanmz Z zZ—n n
neZ—{0}

Justifions briévement cette identité. Notons g(z) la série de fonctions de droite et
posons f(z) = ——. Si |z| < r et |n| > r alors l'inégalité
1 1 || r
— | = <

z=n n |nflz=n[ = |n|(jn] =)

montre que la série de fonctions méromorphes g(z) converge normalement sur tout
compact de C. C’est donc une fonction méromorphe sur C, holomorphe sur C — Z,
dont les poles en les entiers sont simples de résidu 1. La fonction f a les méme
propriétés que g, de sorte que f — g est holomorphe sur C. Mais f et g, et donc
f — g, sont 1-périodiques et impaires (c’est un exercice pour g). Pour en déduire
que f — g est nulle il suffit d’aprés Liouville de montrer que f et g restent bornées
quand Im7 — oo. C’est clair pour f. Pour g, on observe que qg(7) — 0 quand
Im(7) — 400, d’ott 'on tire que g est holomorphe en 0 (lemme de prolongement de
Riemann), ce qui conclut.

Si 7 € H on a le développement évident —~ = ir3tl — i — 27 Y ns0d”- Soit

nmT q—1

k > 2. En dérivant k — 1 fois par rapport a 7 la formule d’Euler, on trouve I'identité

1 217r g
Z(T—I—n) Z .

neL n>0

Supposons k pair > 4. On applique cette identité a m7 pour tout m entier > 1, ce
qui a pour effet de remplacer q par q, et on fait la somme (la convergence absolue
du terme de droite ayant déja été vérifiée). On en déduit, pour k > 4 pair :

S Gu() —C(K) = S ()

Pour conclure, on utilise une identité fameuse due a Euler :

(2im)*
(k) =~
2k!
En fait, cette formule est aussi conséquence de 'identité (9). En effet, cette derniére
dérivée k — 1 fois s’écrit

k-

2w 1 1
———(k_l):—lk_lk—llg ar—
<62i7rz 1 z) (=1 ) (z 4+ n)k
n#0
Par définition des nombres de Bernoulli on a egff—z”_l — % = Zn21(227r)”B” 2" 1 au

voisinage de z = 0. On conclut par évaluation en z = 0. U
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Observons que le g-développement de E; est a coefficients dans Q. Mieux, E, et
Eg sont & coefficients entiers, comme le montre le tableau suivant.

k 2 4 6 8 10 12 14 16

—é—i —24 1240 | =504 | 480 | —264 | 65520/691 | —24 | 16320/3617

Corollaire 2.24. Soit My(Z) C My, le sous-groupe constitué des formes modulaires
dont tous les coefficients de Fourier sont dans Z. Alors My(Z) est libre de rang
dim My, et engendré sur Z par une C-base de My,

DEMONSTRATION —  Soit N un entier > k/12. L’application linéaire v : M, — CN*L,
I = (an ()N, est injective, car si f non nulle est dans keru alors on a v (f) >
k/12, ce qui contredit la formule £/12. En particulier, le groupe My(Z) se plonge
dans ZN*1 il est donc libre de type fini sur Z. Comme toute famille Z-libre dans Z"
est C-libre dans C', toute famille Z-libre de My (Z) est C-libre dans My, (appliquer
u). Ainsi le Z-rang de Mg(Z) est < dim M. Mais E}JE§ est dans My 65(Z) d’aprés
I'observation ci-dessus, donc on conclut par le Théoréme 2.16. 0

6.2. La magie des formes modulaires. En guise d’exemple, considérons E3.
C’est un élément de Mg = C Eg (Corollaire 2.19). Comme E2(0c0) = Eg(c0) = 1, on
a nécessairement

E? = Es.
Cette identité est tout & fait non triviale! En effet, une fois les coefficients de Fourier
égalisés elle s’écrit

o7(n) = o3(n) + 120 Z_: os(m)os(n —m), Vn >1

Par exemple, 1 + 27 = 129 = 1 + 2% + 120. Cette méthode de raisonnement a de
nombreuses autres applications.

6.3. La fonction A. La formule A = = (E}—EZ), combinée aux g-développements

de E4 et Eg, permet d’exprimer les coefficients de Fourier de A. On trouve (en notant
1728 = 3-240 + 2 - 504)

A=q—24q>+252¢> — 1472 q* + 4830 ¢° — 6048 ¢® + - - -

Théoréme 2.25. (Jacobi) A = q[],>,(1 —q")*"

Avant de discuter la démonstration de cet énoncé, faisons quelques remarques
de nature historique. Les coefficients de Fourier a, (A) de A sont notés 7(n) : c’est
la fonction 7 de Ramanujan. Elle posséde une riche histoire. En 1916, Ramanujan
avait notamment conjecturé par inspection les deux propriétés suivantes :

(a) si m et n sont premiers entre eux, alors 7(mn) = 7(m)7(n),

(b) si p est premier, et si n > 1 alors 7(p"™!) = 7(p)7(p") — p*'7(p" 1)

bl
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(c) si p est premier, on a |7(p)| < 2p'/2.

Par exemple, on a bien 7(6) = —6048 = —24-252 = 7(2)7(3) et 7(4) = —1472 =
(—24)? — 21 = 7(2)% — 2M. Ces conjectures ont eu une influence considérable sur
la théorie des nombres, et se sont avérées tres loin d’étre anecdotiques, peut-étre en
dépit de leur apparence. Les deux premiéres ont été démontrées par Mordell 2. Ce
sont des conséquences simples de 1’égalité dim S15 = 1 démontrée ici et de I'existence
de certains opérateurs agissant sur les espaces de formes modulaires ; ces opérateurs
seront étudiés plus tard de maniére systématique par Hecke et feront ’objet du pro-
chain cours (de sorte que nous démontrerons (a) et (b)). La troisiéme, maintenant
un théoréme fameux de Deligne, s’est avérée étre une manifestation des célébres
conjectures de Weil, elles-méme démontrées aussi par Deligne, donnant des estimées
précises “a la Hasse” sur le nombre des solutions (xy,...,14) dans (Z/pZ)¢ d’une
équation de la forme P(Xy,..., X ) =0 avec P € (Z/pZ)[ Xy, ..., X4 un polynéome.
Le lien entre les formes modulaires et ces conjectures avait d’ailleurs déja été sus-
pecté avant Deligne par des mathématiciens comme Eichler, Shimura, Kuga et Sato.
Les conjectures de Weil, furent 'une des motivations principale de la refonte de la
géométrie algébrique initée par Grothendieck et son école dans les années 60, elles
ont été complétement démontrées par Deligne. Nous n’aborderons pas du tout la dé-
montration de Deligne dans ce cours. En revanche, nous verrons que (c) est un cas
trés particulier d’une conjecture extrémement générale (est trés largement ouverte)
en théorie des formes automorphes.

DEMONSTRATION —  (du Théoréme 2.25) Comme S12 = CA, il suffit de montrer que la
fonction sur H définie par f(7) = q[],-,(1—q")* est dans S;5. C'est manifestement
une fonction holomorphe vérifiant f(7 + 1) = f(7) et f(7) — 0 quand Im 7 tend
vers +o0o, de sorte qu’il suffirait de vérifier f(—1/7) = 7'2f(7). Considérons en fait
Z ) dans SLy(Z) on a

. o, ., N , < . a
I'identité générale a démontrer, a savoir que pour v =

(10) i) (yr) = (7).
Etant donnée I’écriture en produit de f on va s’intéressee a la dérivée logarithmique
de cette identité. La théorie des fonctions holomorphes (voir par exemple le livre de
H. Cartan Ch. V §3 Thm. 2, p. 161) montre que la dérivée logarithmique de f est
la somme des dérivées logarithmiques de chacun des termes du produit. Celle de q
est 2imq, et celle de 1 —q™ est —2im Y ., ng"™. On a donc f'(1)/f(1) = 2im Ey ou
E, est la fonction sur H définie par

Ep=1-24) o1(n)q"

n>1

La notation est bien “compatible” avec celle des E; pour k > 2. Mieux, 'argument
d’Euler donné dans la proposition 2.23 montre que 1'on a

(11) 2¢(2) Ea(7) = Z —+2 ( Z 7)
(mT + n)
nez—{o} m>1 nez
(la somme n’est plus absolument convergente, et doit étre effectuée dans 'ordre

indiqué). D’autre part, la dérivée logarithmique de 7 — j(v,7) = ¢7 + d est la

2. On Mr. Ramanujan’s Empirical Ezpansions, Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, Mathematical and physical sciences (1917).


https://archive.org/stream/proceedingsofcam1920191721camb#page/n133/mode/2up
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fonction —cj(vy, 7)1, et celle de T +— 7 est j(v,7) 2. Ainsi, la dérivée logarithmique
de I'équation (10) a prouver s’écrit aprés division par 2ir

12 L B
(12) = 5 i) A5 ) B (97) = o (7).
Esquissons maintenant seulement la démonstration de cette identité donnée par
Zagier (référence citée §2.3), qu'il attribue a Hecke (voir aussi le cours d’arithmétique
de Serre pour démonstration directe pour v = S, ce qui suffira pour prouver le
théoréme). On regarde la série d'Eisenstein G4, avec disons s réel > 0, introduite
dans ’Exemple 2.9. Zagier démontre d’abord que pour tout réseau L, la fonction
s — Go,(L) admet une limite quand s — 0 (c’est en fait un cas particulier du
fameux prolongement méromorphe a C des séries d’Eisenstein valable pour tout
k,s), que nous noterons Go. L’argument de régularisation donné par Zagier (avec
pour point de départ l'identité (11)) montre que Go est relié & Ey par la formule
suivante pour Gg

1 6 1
(13) T(Q)CQ(T) = Es(7) 7 Tmr
Comme Gy,5 est modulaire de poids A2\ 7%, 1a fonction Gy est modulaire de poids 2,
par passage a la limite. Ainsi, Gy n’est pas holomorphe, mais une fonction modulaire
de poids 2, alors que la fonction E, est holomorphe, mais pas modulaire (comme il se
doit!). L’équation (12) résulte alors de 'identité (13) et de lidentité (Gs)|,, = Go,
modulo le calcul immédiat suivant

% (( L - L) — i)

Imr Im~

On pourra noter que comme Im 7 est modulaire de poids y()\) = [A\|> = A\, on a

1 _ : : —2 1 _ .](’ya 7—) 1
(ImT)lz’Y_X(J(’Y7T))-](’77T) (Im7)|x7_‘](7’7_) ImT
(sans calcul!), et conclure par j(v,7) —j(v,7) = —2iImj(y,7) = 2cImr

Au final, nous avons démontré qu’il existe une constante C, € C* telle que fj,,, =
C,f : c’est I'information que 'on obtient en disant que la dérivée logarithmique de
(10) est nulle. Autrement dit, f est vecteur propre de I' pour 'action de poids 12,
de “systéme de valeurs propres les C,”. Il en résulte que v — C,, SLy(Z) — C*, est
un morphisme de groupes. Pour voir qu’il est trivial, il suffit de vérifier Cy =1 et
Cg = 1, une remarque que l'on avait déja faite au début. Mais Ct = 1 est évident
car f(7+ 1) = f(7). Enfin, si I'on contemple I’équation

2 f(1/7) = Cs (7).
on a pour 7 = ¢ I'identité f(i) = Cgf (). Il ne reste qu’a observer que 'on a f(i) # 0,

ce qui c’est évident ; on constate méme sur la formule définissant f que f(iy) est un
réel > 0 pour tout y € R.. 0



CHAPITRE 3

Opérateurs de Hecke

Les opérateurs de Hecke sont certaines correspondances entre réseaux, indexées
par les entiers n > 1 et notées T(n), qui opérent de maniére naturelle sur les espaces
de formes modulaires. Ces opérateurs, étudiés de maniére systématique par Hecke
dans les années 30 mais dont l'origine est plus ancienne’, jouissent de propriétés
remarquables. Nous verrons par exemple qu’ils commutent deux a deux et (plus
tard) qu'’ils sont diagonalisables, de sorte que My posséde une base constituée de
formes propres pour tous ces opérateurs simultanément (appelées parfois “formes de
Hecke”).

L’opérateur T(p) apparait a bien des égards comme un analogue de la substi-
tution de Frobenius Frob, rappelée au Chapitre 1. Par exemple, d'un point de vue
élémentaire, nous verrons suivant Hecke qu’a toute forme de Hecke f € S, est asso-
ciée une série de Dirichlet L(s, f) possédant a la fois un prolongement analytique a C
tout entier, et un produit Eulerien indexé par tous les nombres premiers, le facteur
en p étant donné par une recette simple a partir de la valeur propre \,(f) de T(p)
sur f. Ces fonctions L présentent des similarités frappantes avec celles introduites au
Chapitre 1, bien que leur construction soit trés différente. En fait, 'analogie entre
Frobenius et opérateurs de Hecke est plus profonde, comme 1'ont vu notamment
Eichler et Shimura. Elle prend une de ses formes ultimes (?7) dans la construction
par Deligne de représentations galoisiennes f-adiques de dimension 2 de Gal(Q/Q)
qui sont non ramifiées en tout nombre premier p # ¢, et dans lesquelles le polynéme
caractéristique de Frob, vaut X? — \,(f)X + p*~! pour tout p # ¢. Nous ne dirons
malheureusement rien de cette construction dans ce cours.

Avant d’agir sur les espaces de formes modulaires, les opérateurs de Hecke
existent comme on I’a dit sous forme de correspondances “naturelles” sur I’ensemble
des réseaux de C, et en tant que telles, ils forment un anneau intéressant. Le sens
du mot “naturel” ici est que ces correspondances commutent a l’action du groupe
des automorphisme de C vu comme R-espace vectoriel. Il s’agit d’un cas particu-
lier d’une construction aussi simple que générale, s’appliquant & tous les ensembles
munis d'une action de groupe, et dont 1’étude élémentaire sera notre point de dé-
part. Cela nous permettra aussi d’introduire les anneaux de convolution H(G, K)
qui jouent un réle important en théorie des représentations, et réapparaitront plus
tard dans le cours.

REFERENCES : G. Chenevier & J. Lannes, Formes automorphes et réseauzr unimodulaires
pairs, Chapitre 4,

J.-P. Serre, Cours d’arithmétique, dernier Chapitre.
1. Par exemple, ils apparaissent dans ce contexte, bien que dans des cas particuliers, mais de

maniére trés claire, dans le travail de Mordell déja cité (1917), et sont sans doute beaucoup plus
anciens.
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1. Correspondances de Hecke abstraites

1.1. Correspondances sur un ensemble. Soit X un ensemble. On rappelle
que Z[X] désigne le groupe abélien libre sur X . Un élément de Z[X] s’écrit de maniére
unique la forme erx n,xr avec n, € Z et n, = 0 pour tout x € X hors d’'un
ensemble fini. Pour éviter les confusions, on notera parfois [z] I’élément x € X vu
dans Z[X]. Soulignons aussi que dans les applications, ’ensemble X sera en général
infini.

Définition 3.1. Une correspondance sur ’ensemble X est un endomorphisme du
groupe abélien Z[X]. Les correspondances forment un anneau pour la composition,
a savoir l'anneau Endy(Z[X]).

Faisons quelques observations élémentaires. Soit T une correspondance sur X.
Pour tout y € X on peut écrire

T(y) =Y Toyx

ot les coefficients T, , sont des éléments de Z uniquement déterminés, et arbitraires,
avec pour unique contrainte que pour tout y I'ensemble des x € X vérifiant T, , # 0
est fini. On peut donc penser & T comme étant la donnée d’une matrice carrée
(Ta2y)(@y)exxx, N'ayant qu'un nombre fini de termes non nuls dans chaque colonne.
Si T,T" € Endz(Z[X]), la matrice associée & un produit 7' o 7" n’est manifestement
rien d’autre que le produit des matrices de T" et T :

(14) (TT),. = Z T.,T, ., pour tout z,z € X.

yeX

(Observer au passage que la somme de droite est bien finie.) Il sera commode d’in-
troduire, pour T € Endz(Z[X]), la “fonction coefficient associée” fr : X x X — Z,
définie par fr(z,y) = T, V (z,y) € X x X. Par exemple, si T' = id est l'iden-
tité, fr est la fonction caractéristique de la diagonale de X x X. Mentionnons pour
utilisation future le résultat suivant, déja justifié au début du paragraphe.

Corollaire 3.2. L’application Endz(Z[X]) — {f : X x X = Z}, T — fr, est une
ingection Z-linéaire dont ’image est le sous-groupe des fonctions ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs non nulles sur X x {y}, pour tout y € X.

1.2. Correspondances de Hecke. Supposons désormais que le groupe G agit
sur X. Ce groupe agit alors naturellement sur Z[X|, de maniére Z-linéaire, par la
formule g[z] := [gz], pour tous g € G et z € X.

Définition 3.3. Soit X un ensemble muni d’une action d’un groupe G. Une corres-
pondance (ou opérateur) de Hecke sur X est un endomorphisme T du groupe abélien
Z[X] qui commute a laction de G, i.e. vérifiant T (gz) = gT'(x) pour tout x € X et
tout g € G. L’ensemble de ces correspondances est un sous-anneau de Endz(Z[X]),
appelé anneau de Hecke de X, et noté H(X).

On fait agir le groupe G sur X x X par la formule g(z,y) = (gz, gy).

Lemme 3.4. Soit T une correspondance sur X. Alors T est dans H(X) si, et seule-
ment si, fr est constante sur chaque G-orbite dans X x X.
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DEMONSTRATION —  En effet, si g € G on a les égalités évidentes ¢ 'T(gy) =
Y owex Logy g e = Y wex Lyzgy ¥, la seconde résultant du fait que z +— gz est une
bijection de X. U

Soit © C X x X une G-orbite. Soit 7" € H(X). On sait que fr est constante
sur §2. Si elle y prend une valeur non nulle, alors I'ensemble @ N (X x {y}) est
fini, par finitude de {x € X,T,, # 0}. On dira que Q2 est VF (pour verticalement
finie), si QN (X x {y}) est fini pour tout y € X. En retour, si Q est VF alors il
existe une unique correspondance de Hecke cq € H(X) telle que f., est la fonction
caractéristique de Q (Corollaire 3.2).

Proposition 3.5. On suppose que l'action de G sur X a un nombre fini d’orbites
(par exemple, qu’elle est transitive).

(1) L’application T' +— fp est une injection Z-linéaire de H(X) sur le groupe
abélien des fonctions X x X — 7Z a support dans une réunion finie d’orbites
VEF.

(1i) Les cq, Q parcourant les orbites VF de G dans X x X, forment une Z-base
du groupe additif de H(X).

DEMONSTRATION — (i) = (ii) est évident. Pour montrer le (i), il ne reste qu’a voir
que si T" est dans H(X), alors f7 est nulle hors d’une réunion fini de G-orbites. Fixons
Y1, ---,Yn € X des représentants des G-orbites dans X. Toute G-orbite dans X x X
contient donc un élément de la forme (x,y;). Mais pour chaque 7, ’ensemble des
x € X tels que T}, # 0 étant fini, la fonction fr est bien nulle hors d'un ensemble
fini de G-orbites. O

Terminons par une observation simple concernant les orbites VF. Si x € X on note
G, C G son stabilisateur dans G.

Proposition 3.6. Soient (x,y) € X x X et Q la G-orbite de (x,y). On a

(15) QN (X x{y}) = (Gy-z) x {y}.
De plus, les propriétés sutvantes sont équivalentes :

(1) Q est VF,

(i) QN (X x {y}) est fini,
(iii) la Gy-orbite de x dans X est finie.

DEMONSTRATION — Si g € G, I'élément (g, gy) est dans X x {y} si, et seulement si,
ona g € Gy : c’est la formule de I’énoncé. On en déduit immédiatement (ii) < (4it).
Comme la multiplication par ¢ induit une bijection QN (X x {y}) = QN (X x {gy})
(d’inverse la multiplication par ¢g~'), on a (i) < (ii). O

Définition 3.7. On dira que le G-ensemble X est admissible si G agit transitivement
sur X, et si toutes les G-orbites de X x X sont VF. D’aprés le lemme ci-dessus,
il est équivalent de demander que G agit transitivement sur X, et que pour tout x
dans X, les orbites de G, dans X sont des ensembles finis.

Si X est fini, et si G agit transitivement sur X, alors X est évidemment admissible.
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1.3. Un exemple élémentaire. Donnons un exemple simple illustrant ces no-
tions. Fixons un carré dans le plan euclidien et prenons pour X l’ensemble de ses
4 sommets. Le groupe G des isométries du carré (en fait, un groupe dihédral a 8
éléments) agit transitivement sur X. On se convainc immédiatement qu’il y a trois

G-orbites dans X x X :
X xX = QIHQQHQB’

— (z,y) € Q si, et seulement si, z = y (diagonale),

définies par :

— (z,y) € Qg si, et seulement si, x et y sont des sommets voisins,
— (z,y) € Q3 si, et seulement si, z et y sont des sommets opposés.

X est évidemment admissible, car il est fini. Posons T; = cq, € H(X). La proposition
ci-dessus affirme qu'’ils forment une Z-base de H(X), qui est donc de rang 3.

Soient P € X est un sommet, () et R les deux sommets voisins de P, et S
le sommet opposé & P. On a par définition : T{(P) = P, To(P) = Q + R et
T3(P) = S. On constate donc les identités suivantes dans 'anneau H(X) :

Ty=1, To5=2+2Ts, Tz =1et TyT3 = T3Ty = Ts.

En particulier, H(X) est un anneau commutatif (ce qui n’est bien stir pas toujours
le cas). On a en fait T3 = 4T,, puis un isomorphisme d’anneaux Z[1/2][t]/(t> —t) =
H(X)[1/2], obtenu en voyant ¢ sur £T5. On en déduit :

H(X)[1/2] ~ Z[1/2] x Z[1/2] x Z[1/2].

1.4. Une traduction : ’anneau de convolution H(G, K). On suppose dé-
sormais que le groupe G agit transitivement sur I’ensemble X. On fixe un point
xo € X, et on note K = G, C G le stabilisateur de zy dans G, de sorte que
g +— gxo identifie G/K et X. Soulignons que le couple de groupes (G, K) ainsi ob-
tenu, avec K sous-groupe de G, est bien entendu arbitraire, étant donné que 1’on
peut toujours poser X = G/K et 9 = K.

Soit €2 une G-orbite dans X x X. Par transitivité de 'action de G sur X, Q)
contient un élément de la forme (gzg, xg) avec g € G. D’aprés la formule (15), un
tel élément g est méme unique modulo translations & droite et a gauche par des
¢léments de K : 'application G — Q, h — (hzg, xo), induit une bijection

(16) (KgK)/K = QN (X x {z0})

En particulier, (16) et la Proposition 3.6 montrent que €2 est VF si, et seulement si,
(KgK)/K est fini (ou ce qui revient au méme, ssi K/(K N (gKg™')) est fini) :

Corollaire 3.8. Le G-ensemble G/K est admissible si, et seulement si, pour tout
g € G lensemble (KgK)/K est fini.

Remarque 3.9. Si g € G est tel que (KgK)/K est fini, alors K\(Kg 'K) est
également fini, comme on le voit en appliquant g — ¢g~'. En particulier, si G/K est
admissible alors pour tout g € G, le sous-ensemble KgK C G est non seulement
réunion disjointe finie de parties de la forme ¢; K, mais il est aussi réunion disjointe
finie de parties de la forme Kh;.
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Corollaire 3.10. On suppose X admissible. Soit o € X et K = G,. L’application
©: T (g Tyuz,) définit une bijection Z-linéaire entre H(X) et l'ensemble des
fonctions f : G — Z vérifiant les propriétés suivantes :

(1) f(K'gk) = f(g) pour tout k, k' € K et tout g € G,
(i1) f est nulle hors d’une réunion finie de parties de la forme KgK avec g € G.

De plus, si @ C X x X est une G-orbite, et si g € G est tel que (gxo, zo) € Q, alors
©(cq) est la fonction caractéristique de KgK .

DEMONSTRATION —  D’aprés la proposition 3.6, 'application 2 — QN (X x {zg})
induit une bijection entre G-orbites dans X x X et K-orbites dans X . Toute telle K-
orbite est de la forme KgK xq = Kgxg pour une unique “double classe” KgK C G
(bijection (16)). L’énoncé est donc une traduction de la Proposition 3.5. O

Définition 3.11. Soient G un groupe et K un sous-groupe de G. On note H(G, K)
lensemble des fonctions G — 7 vérifiant les conditions (i) et (ii) du corollaire
précédent.

Supposons le G-ensemble G /K admissible. Soient f, f' € H(G, K) et g € G, on
définit alors le produit de convolution

(f=f)g) = D ff(hg)= Y flgh)f'(h™)

heG/K heG/K

Explications : les deux sommes ci-dessus ont bien un sens, d'une part car f est K-
invariante a droite et f’ est K-invariante a gauche, et d’autre part car il s’agit en
fait de sommes finies d’aprés la Remarque 3.9; le changement de variables bijectif
h i+ gh de G/K montre alors I'égalité des deux sommes.

Lemme 3.12. Soit ¢ : H(X) — H(G, K) [application de l’énoncé du corollaire
3.10. Pour tout T, T € H(X) on a o(TT") = p(T") * o(T).

DEMONSTRATION —  Si ¢ est un élément de GG, on constate les égalités :
e(IT")(g) = (TT")gug 00 = ZTgxo,yng,xo - Z Tgwo,hxoTi/mo,xo
yeX heG/K
= Z Tléxo,xoThflgwo,xo = (‘P(T/) * 90(T>)(9)-
heG/K

Corollaire 3.13. On suppose G/K admissible.
(i) Si f et f' sont dans H(G, K) alors on a f* f' € H(G, K).

(it) La loi (f, f') — f=f munit H(G, K) d’une structure d’anneau associatif de
neutre 1.

(i) L’application T — (g — Tyk k) induit un isomorphisme d’anneaux

H(G/K)P 5 H(G, K).
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DiEmonsTRATION — Il ne serait pas difficile (et instructif) de démontrer les assertions
(i) et (ii) de cette proposition directement. C’est cependant inutile & ce stade, puisque
(i) et (ii) et (iii) se déduisent immédiatement (et sans calcul!) du Corollaire 3.10,
du Lemme 3.12 et du fait (évident) que H(X) est un anneau associatif. O

2. Correspondances entre réseaux

2.1. Correspondances entre réseaux de Q". Soit V' un Q-espace vectoriel
de dimension finie. On appellera réseau de V' un sous-groupe de V' engendré (sur
Z) par une Q-base de V' (on sait qu'il revient au méme de demander que c’est
un sous-groupe de type fini engendrant V', le point étant qu'un tel sous-groupe est
libre car Z est principal). On notera R(V') I'ensemble des réseaux de V. Il est muni
d’une action naturelle de GL(V) : (g, L) — g(L). C’est une action transitive, car
GL(V') permute transitivement les bases de V'; le stabilisateur d’un réseau L est le
sous-groupe GL(L) de tous les automorphismes du groupe abélien L. Dans le cas
particulier (essentiellement général) V = Q™ et L = Z", le groupe GL(Z") n’est autre
que le sous-groupe GL,(Z) de GL(V) = GL,(Q), et I'application orbite g — g(Z")
induit donc une bijection

GLA(Q)/GLa(Z) = R(Q").

La théorie précédente s’applique donc au GL(V')-ensemble R(V'). Donnons des exemples
d’opérateur de Hecke dans ce contexte qui joueront un grand role par la suite.

— Tout élément A € Q* peut étre vu comme un élément du centre GL(V), a
savoir ’homothétie de rapport A, et définit donc un élément Ry, € H(R(V)) par la
formule Ry ([L]) = [AL] pour tout L € R(V'). Il est évident que R, est dans le centre
de Panneau H(X), et qu’il est inversible d’inverse R -1.

—Sin > 1 est un entier, on définit un endomorphisme T(n) de Z[R(V')] en posant
T(n) L=)Y L
L/

ou L' parcourt le sous-ensemble des sous-réseaux L' C L qui sont d’indice n. Ces
réseaux sont bien en nombre fini, car en bijection naturelle avec les sous-groupes du
groupe abélien fini de L/nL qui sont d’indice n.

— Si A est un groupe abélien fini, on définit aussi un endomorphisme T, de
Z[R(V')] en posant
TyL=) L
L/

ou L' parcourt le sous-ensemble des sous-réseaux L' C L tels que L/L’ est isomorphe
a A (en particulier, un tel L’ est d’indice |A|, donc la somme est bien finie).

Il est évident que si les groupes A et B sont isomorphes, on a Ty, = Tp. Il est
également évident que 'on a T(n) = >, T4, ot A parcourt ’ensemble des classes
d’isomorphisme de groupes abéliens finis ayant n éléments (ensemble qui est donc

fini!).
Proposition 3.14. (i) Pour tout groupe abélien fini A, on a T4 € HR(V)).

(11) Si |A| et |B| sont premiers entre euzx alors TyTp = Taxp = TpT4.
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(ii1) Sin,m sont premiers entre euz, on a T(nm) = T(n)T(m) = T(m)T(n).

DEMONSTRATION —  Le (i) résulte des observations évidentes suivantes : (1) si g €
GL(V), lapplication g +— ¢(L) induit une bijection de ’ensemble des sous-groupes
de L vers I'ensemble des sous-groupes de g(L) (d’inverse g~ '), (2) pour L' C L un
sous-groupe et g € GL(V'), 'application v — gv induit un isomorphisme de groupes
abéliens L/L' = g(L)/g(L’) (d’inverse g~*). On a donc T 4(gL) = gTa(L) pour tout
g € GL(V) et tout L € R(V).

Pour le (ii), considérons deux entiers m et n premiers entre eux. Rappelons
d’abord que si C' est un groupe abélien fini de cardinal mn, et si 'on pose C,, =
{c € C,nc =0}, on a une décomposition en somme directe canonique C' = C,, & C,,,,
comme on le voit immédiatement en écrivant une relation de Bézout entre n et
m. Pour des raisons d’ordre des éléments on a que |C),| est premier & m, ce qui
force |Cy| = n et |C),| = m. Comme un sous-groupe de C' d’ordre n contient C,
(Lagrange), on en déduit que C,, est I'unique sous-groupe d’ordre n de C, et 'unique
quotient d’ordre m de C' est isomorphe a C,,,. Considérons maintenant deux réseaux
Let L" de V avec L” C L et |L/L"| = mn. Ces remarques appliquées a L/L"
montrent qu’il existe un et un seul sous-réseau L” C L' C L tel que |L'/L"| = n
(et donc |L/L'| =m), et que 'on a L/L" ~ L/L' x L'/L". Cela montre (ii) et (iii)
(noter pour (ii) I'isomorphisme A x B ~ B x Al). O

Théoréme 3.15. Le GL(V)-ensemble R(V') est admissible. Les éléments T 4 Ry,
avec \ parcourant Qg et A parcourant les classes d’isomorphisme de groupes abéliens
finis engendrés par au plus dimV — 1 éléments, forment une Z-base de H(R(V)).

DEMONSTRATION —  Soient L, L' deux réseaux de V. Il existe M, N € Z non nuls
tel que ML C L' C + L. L’ensemble des g(L') avec g € GL(L) est donc inclus dans
I’ensemble fini des réseaux compris entre ML et %L. On en déduit que R(V) est
admissible par le (iii) de la Proposition 3.6.

Nous allons appliquer la Proposition 3.5. Pour A un groupe abélien fini et A €
Qs0, et T' = T4 R), alors fr est la fonction caractéristique de ’ensemble 24 )\ des
couples (L', L) tels que L' C AL et (AL)/L’ ~ A. 1l s’agit de voir que toute GL(V)-
orbite dans R(V') x R(V') est de la forme €4 5, pour un unique couple (A, \) comme
dans I’énoncé. Mais ceci est une traduction de la théorie des diviseurs élémentaires.
Développons un peu. En effet, cette derniére affirme que pour tout couple (L', L) de
réseaux de V, il existe une, et une seule, famille d’éléments aq,...,aq € Q- avec
d=dimV et a;.1 € a;Z pour tout i < d, appelés diviseurs élémentaires du couple
(L', L), ayant la propriété suivante : il existe une Z-base €1, ..., €4 de L telle que

(17) L=@PZe et L' =P Zase;.

Comme GL(V) permute transitivement les bases de V, cela montre que la GL(V)-
orbite de (L, L) est exactement ’ensemble des (N’, N) ayant méme diviseurs élé-
mentaires que (L', L). Pour conclure, il suffit d’observer que a; est le plus petit
élément A de Qs tel que L' C AL, et que si L, L' sont comme dans (17) on a
d
a1L/L ~ HZ/miZ, avec m; = a;/a; € Z pour tout i =2,...,d.
=2
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Les entiers mao, . .., my ci-dessus vérifient m;, 1 | m; pour i < d, ils sont uniquement
déterminés par la structure du groupe abélien a;L/L" : c’est I'assertion d’unicité
dans le théoréeme de structure des groupes abéliens finis. U

Remarque 3.16. Soient Z un anneau principal tel que Z/nZ est fini pour tout
élément n € Z — {0}, Q@ = FracZ et V un Q-espace vectoriel de dimension finie.
Notons R(V') I’ensemble des sous-Z-modules de V' engendrés par une @-base de V.
Le groupe GL(V) agit de maniére naturelle, et transitive, sur R(V'). La description
ci-dessus de H(R(V')) s’étend immédiatement & ce contexte, le role des groupes abé-
liens finis étant alors joué par les Z-modules finis. Cette généralisation s’applique
par exemple (et de maniére utile!) dans le cas ou 'anneau Z vaut respectivement
Zpy, Ly, (Z/pZ) [T, (Z/pZ)[[T1] etc.. (ici p désigne un nombre premier). L’hypothése
Z principal pourrait méme étre affaiblie en “Z Dedekind” au prix de modifications
mineures (et de connaissances sur les modules de type fini sur un anneau de Dede-
kind).

La structure multiplicative de H(R(V')), pour V' de dimension arbitraire, sera
étudiée plus tard dans le cours. Nous nous contenterons ici d’élucider le cas dim V' =
2 (le cas dim V' =1 est trivial : voir les exercices).

2.2. Structure de Panneau H(R(V')) dans le cas dimV = 2. Le résultat
principal est le suivant (et il est essentiellement di & Mordell).

Proposition 3.17. (dimV = 2) Soit p un nombre premier. On a [’égalité
(18) T(p) T(p") = T@") + pR, T(P"™), Vn > L.

En particulier, on o T(p") € Z[R,, T(p)] pour tout entier n > 1, ainsi que l'identité
de séries formelles dans H(R(V))[[t] :

1
= T")t".
1-T(p)t + pR, 2 =

DEMONSTRATION —  Fixons L C V un réseau. On a T(p) T(p") L = >_1n L la
somme portant sur les couples (L”, L) avec L” d’indice p dans L’ et L' d’indice
p" dans L (en particulier, L” est d’indice p"™' dans L). Soit L” un sous-réseau
quelconque d’indice p™™! dans L. On est dans un, et un seul, des cas suivants :

(i) L" C pL (i.e. %L” C L). Dans ce cas, il y a exactement p + 1 sous-groupes
L' de L dans lequels L” est d’indice p : ces sous-groupes sont en bijection avec
les droites du Z/pZ-espace vectoriel (%L”)/(L”) ~ (Z/pZ)*.

(ii) L” € pL. Dans ce cas, on a L/L" ~ Z/(p"™7Z) (comme on le voit par
exemple sur les diviseurs élémentaires), et il y a donc un unique sous-groupe
L' de L dans lequel L” est d’indice p.

On a donc

Tp)TE)L=@p+1) Y L'+ > L'=p> L'+> L

L'"CpL L"CpL L"CpL L
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chacune des sommes portant sur I'ensemble des sous-groupes L” d’indice p"*™! de L
satisfaisant la restriction indiquées. Si L” est dans pL, alors il est d’indice p"*! dans
L, si et seulement si, il est d’indice p"~* dans pL. On a bien démontré

T(p) T(") L = pTE" )R, L + T(") L.

(On rappelle que R, est central dans H(R(V')). La seconde assertion découle trivia-
lement de la premiére (exercice!). O

Théoréme 3.18. (dimV = 2) Les Ry T(n) avec A € Qs et n > 1 forment une
Z-base de HR(V)). L’anneau H(R(V)) est commutatif, et le morphisme d’anneauz

Z{X,. Y, Y, ] — HR(V))

envoyant pour tout premier p la variable X, sur T(p), etY, sur R,, est un isomor-
phisme.

DEMONSTRATION —  D’apreés le Théoréme 3.15, les R\ Tz nz avec A € Qsp et n > 1
forment une Z-base de H(R(V)). D’autre part, pour des réseaux donnés L' C L, il
y a équivalence entre “L/L ~7Z/(dm)Z x Z/dZ " et “L' C dL et dL/L' ~ Z/mZ”,
de sorte que l'on a la relation

T(Tl) = Z RdTZ/mZ'
n=d?m
On en déduit la premiére assertion (“systéme linéaire triangulaire de diagonale 17).
L’existence et unicité de la décomposition d’un entier en produit de facteurs pre-
miers, la Proposition 3.14 (iii), et la Proposition 3.17, montrent alors que les mo-
nomes [[Rp” [T T(p)™, ou (n,) (resp. (m,)) parcourent les suites d’éléments de Z
(resp. N) indexées par les nombres premiers n’ayant qu’'un nombre fini de termes
non nuls, est une Z-base de H(R(V')). Tous ces éléments commutent (Prop. 3.14), le
morphisme de I’énoncé est donc bien défini; ¢’est un isomorphisme d’aprés la phrase
précédente. O

2.3. Variante : réseaux d’un espace vectoriel réel. Soit V' un R-espace
vectoriel de dimension finie. On rappelle qu’un réseau de V' est un sous-groupe additif
L C V de la forme ), Ze; ou e; est une base de V. On notera R(V') 'ensemble des
réseaux de V. Il est muni d’une action naturelle de GL(V') : (¢, L) — g(L). C’est une
action transitive, car GL(V') permute transitivement les bases de V'; le stabilisateur
d’un réseau L est le sous-groupe GL(L) de tous les automorphismes Z-linéaires du
groupe L. Dans le cas particulier V' =R" et L = Z", on a GL(Z") n’est autre que le
sous-groupe GL,,(Z) de GL(V) = GL,(R), et 'application orbite g — ¢(Z") induit
donc une bijection

GL.(R)/GL,(Z) = R(R™).

On observe que les éléments T 4 et R, définis précédemment ont également un sens
dans ce contexte, a ’aide des méme formules, & ceci prés qu’ici il y a un sens a définir
R, plus généralement pour A € R*. Notons H(R(V))™* le sous-anneau de H(R(V))
constitué des T" ayant la propriété suivante : pour tout L', L on a Ty, = 0si L et
L' n’engendre pas le méme Q-espace vectoriel de V. Bien sir, on a Ry, € HR(V))"™*
si, et seulement si, A € Q*.
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Proposition 3.19. Soit W C V' le Q-espace vectoriel engendré par une R-base
arbitraire de V. La restriction T+ Tizrmwy tnduit un isomorphisme d’anneaur

~

H(R(V))™ = H(R(W)), envoyant chaque Ry (resp. T4) sur Ry (resp. Ta).

DeEMoNsTRATION —  Cela se déduit immédiatement du fait que 'inclusion R(W) —
R(V) induit une injection

GLIWN\(R(W) x R(W)) — GL(V)\(R(V) x R(V'))

d’image l’ensemble des couples de réseaux (L', L) tels que L et L' engendrent le
méme espace vectoriel. Les détails sont laissés au lecteur. 0]

Mentionnons que le GL(V')-ensemble R(V') n’est pas admissible si dim V' > 1;
nous renvoyons a l’exercice 3.6 pour étude de cette question un peu anecdotique,
ainsi que pour une description trés simple de H(R(V)) a partir de H(R(V))™*. Si
T € HR(V)) et si F est une fonction R(V) — C, on définit une nouvelle fonction
T(F):R(V) — C en posant, pour tout réseau L C V/,

(19) T(F)(L) =Y Ty F(L).

Corollaire 3.20. (i) L’application (T, F) — T(F) est une structure de H(R(V'))°PP-
module sur l’espace vectoriel des fonctions R(V) — C.

(11) L’action naturelle de GL(V') sur l’espace des fonctions R(V) — C commute
a celle de H(R(V)).

DEMONSTRATION —  Se donner une fonction R(V) — C est la méme chose que se
donner une application Z-linéaire Z[R(V)] — C. Mais H(R(V)) agit par définition
par endomorphismes de Z[R(V)], et donc sur Homyz(Z[R(V)], C) par composition a
la source (c’est donc une action a droite, d’ott le “opp” de ’énoncé) : ¢’est exactement
'action donnée par la formule (19). Le (ii) signifie que 'on a T(F)(gL) = T(Fog)(L),
pour tout L, ce qui est la définition méme d’un opérateur de Hecke. 0]

3. Action de ’anneau de Hecke sur les fonctions et formes modulaires

Retournons au cas des formes modulaires : on considére V' = C comme R-espace
vectoriel de dimension 2, de sorte que dans nos notations on a R = R(V'). On dispose
donc de l'action définie précédemment de 'anneau H(R)°PP sur 'espace des fonctions
R — C. Cette action commute a l'action de GL(C), en donc en particulier a celle
du sous-groupe C* de ce dernier, elle préserve donc pour tout caractére y : C* — C*
le sous-espace JF, (R) des fonctions de réseaux de poids x. D’apreés le Corollaire 2.7,
cet espace s’identifie naturellement avec I'espace des fonctions H — C qui sont
modulaires de poids x : ce dernier hérite donc d’une structure de H(R)°PP-module
par transport de structure. Par définition, on a donc :

Scholie 3.21. Soient f une fonction modulaire de poids x et F' la fonction de réseau
de poids x qui lui correspond (reliée o f par la formule f(1) = F(TZ+ 7Z) pour tout
T € H). SiT € H(R) alors T(f) est par définition la fonction

T (T(F))(TZ + 7).

C’est une fonction modulaire de poids x.



3. ACTION SUR LES FORMES ET FONCTIONS MODULAIRES 47

Par exemple, on a manifestement R(f) = x(\)f pour tout A € R*. Dans la suite,
nous ne considérerons que l'action du sous-anneau

H = H(R)™ C H(R),

que lon a étudié en détail dans la partie précédente (ce qui ne change pas grand
chose en fait comme nous 'avons déja dit : voir 'exercice 3.6). Nous avons montré
que H admet pour Z-base les Ry - T(n) avec A € Q* et n > 1. Le lemme suivant
donne une formule concréte pour l'action des T(n) avec n > 1.

Lemme 3.22. Soit n > 1 un entier.

(i) Soient w € BT, g € GLy(R)*. Le réseau L(gw) est un sous-réseau d’indice
n de L(w) si, et seulement si, on a g € Ma(Z) et det g = n.

(i1) Le groupe SLa(Z) agit par translations a gauche sur {g € Ma(Z), det g = n}.
Un systeme de représentants pour cette action est donné par les matrices

a b
0 d
dans My(Z) avec ad =n et 0 < b<d—1.

Remarquons qu'il y a o1(n) = >_,, d représentants dans I'assertion (ii).

DEMONSTRATION —  L’assertion (i) est évidente. Pour (ii), faisons d’abord opérer
le groupe SLy(Z) sur Z*. Si v € Z* — {0}, notons a(v) € N le pged de ses deux
coefficients : c’est aussi le plus petit entier a > 1 tel que iv € Z2. D’apreés la
théorie des diviseurs élémentaires, il existe un unique entier a > 1 tel qu’il existe

g € GLy(Z) tel que gv = ( g

Soit g € GLo(Z) tel que gv est de cette forme. Quitte a remplacer g par diag(1,—1) g,
on peut supposer g € SLy(Z). Le stabilisateur de gv dans SLy(Z) est manifestement

). La caractérisation donnée de a(v) montre a = a(v).

celui de ( (1) ), i.e. le sous-groupe engendré par T. On applique ces observations

de la maniére suivante. Soit g € My(Z) avec det g = n. La premiére colonne de
g est # 0 car n > 0. On a vu qu’il existe un v € SLy(Z), unique modulo action
de (T') a gauche, tel que g a son coefficient d’indice (2,1) qui est nul. Ecrivons

g = ( g Z ) Remplacer v par T*'y revient a remplacer b par b+ d (et n’affecte

ni a, ni d). Cela conclut. O

Corollaire 3.23. Soient f : H — C une fonction modulaire de poids x, n > 1 un
entier, et T'=T(n). La fonction T(f) : H — C est donnée par la formule

ar +b

e 30 (),

la somme portant sur les (a,b,c) € N* avec ad =n et 0 < b < d.

DEMONSTRATION —  En effet, d’aprés la proposition appliquée a w = avec

-
1
7 € H, les sous-réseaux d’indice n de 7Z+Z sont les (aT7+b)Z+dZ avec a, b, d comme
dans I’énoncé. Par définition, T'( f) envoie donc 7 sur la somme des F'((a7+b)Z+dZ),

indexée par ces mémes a, b, d. On conclut par (a7 + b)Z + dZ = d(“2Z+ 7). O
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Corollaire 3.24. Pour tout entier k € Z, et tout T' € H, on a
T(Mk) C M, et T(Sk) C Si.

DEMONSTRATION —  D’abord, le cas T' = R, est évident. Ensuite, le cas T = T(n)
est manifeste sur la formule ci-dessus : si f est holomorphe (resp. admet une limite
quand Im 7 — 400), il en va de méme des fonctions 7 — f(a7T + b) pour tout réels
a et b avec a > 0. On conclut ? par le Corollaire 3.23. 0

L’anneau H des opérateurs de Hecke agit donc de maniére naturelle, pour tout
entier k, comme (une famille commutative d’) endomorphismes des C-espaces vecto-
riel de dimension finie My, tout en préservant S;. Nous verrons juste aprés que E; est
un vecteur propre commun pour k > 4, de sorte qu’ils préservent en fait la décom-
position M, = Si @ CEy pour k£ > 4. Il sont en particulier co-trigonalisables. Nous
verronsplus tard que leur restriction a Sy est auto-adjointe pour un produit hermitien
naturel appelé produit de Petersson. Cela entrainera qu’ils sont co-diagonalisables,
de valeurs propres réelles.

4. Exemples et estimées des valeurs propres

Exemple 3.25. La droite des fonctions constantes R — C est propre pour T(n)
pour tout n > 1, de valeur propre o1(n) = Zd‘n d.

DEMONSTRATION —  En effet, le lemme 3.22 implique en particulier que tout réseau
admet exactement oy(n) sous-réseaux d’'indice n > 1. Observons, de maniére indé-
pendante, que c’est évident si n = p est un nombre premier, car il revient au méme
de compter les Z/pZ-droites de (Z/pZ)?, qui sont au nombre de p+ 1 =o1(p). O

Exemple 3.26. Soit k > 4. Pour tout entier n > 1, la fonction Gy est propre pour
T(n) de valeur propre n*~%o}_1(n).

DEMONSTRATION —  Nous nous contenterons de vérifier ici cet énoncé pour n = p
premier, en laissant le cas général en exercice (le cas général est aussi conséquence
du cas n = p et du Théoréme 3.33 démontré plus bas). Par définition, la fonction
T(p) Gg envoie le réseau L de C sur

d G =) %
I ' A

ot L' parcourt les p+ 1 sous-groupe de L d’indice p, et ou en outre dans la deuxiéme
somme A parcourt les éléments de L'. Si A € L, on constate que :

—si A € pL alors \ est dans chacun des p + 1 sous-groupes d’indice p de L,

—si A ¢ pL alors il existe un, et un seul, sous-groupe d’indice p de L contenant A, &
savoir Z A + pL.

2. L’utilisation de cette proposition est commode & ce stade, mais nous aurions tout & fait pu
nous en passer. En effet, une étude de l'action d'un T' € H(R)™" général moins précise que celle de
T(n) dans ’énoncé montrerait que T(f) est toujours combinaison linéaire finie de fonctions de la
forme f(at +b) avec a,b dans Q et a > 0. Le point est que tout élément de GL2(Q) s’écrit sous la
forme vb avec v € GLy(Z) et b triangulaire supérieure.
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Ainsi, la somme ci-dessus s’écrit aussi
1 1 1 1 _
(p+1) > I > VIPZ ﬁ+zﬁ=(1f "+ 1)Gi(L).
AepL ANeL—pL AepL AeL

O

Une estimée simple mais intéressante dans le cas des fonctions bornées est la sui-
vante :

Proposition 3.27. Soient F : R — C une fonction de réseauz de poids x et s un
réel. On suppose que |F|covol® est bornée et non nulle sur R et que F est vecteur
propre de l'opérateur T(p) pour p premier, de valeur propre notée . On a l'inégalité

A< (p+1)p~°.

DEMONSTRATION — Si L est un sous-réseau d’indice p de L, on a covol L' = pcovolL.
On en déduit que la fonction de réseaux L +— F'(L) (covolL)®, qui est de poids x| - |°
comme on ’a vu, est vecteur propre de T(p) pour la valeur propre p°\ :

> F(L')(covol L')* = p* (covol L)* T,(F)(L) = p*A F(L) (covol L)".

Quitte & remplacer F' par F covol®, on peut donc supposer s = 0, |F'| bornée, et on
veut alors montrer |A| < p + 1.

On a d'une part T, (F) = A\F' et d’autre part T, F/(L) = > _;, F(L'), la somme
portant sur les p + 1 sous-groupes d’indice p de L. Par hypothése M := sup, |F(L)|
est fini. Pour L € R on a donc

AL =T (L) < (p+ DM,
puis [A\|M < (p+ 1)M, et on conclut en divisant par M (un réel > 0). O

Nous allons voir que la proposition ci-dessus s’applique aux formes modulaires pa-
raboliques.

Proposition 3.28. Soient k € Z et f € S;,.

(i) Pout tout A > 0, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout T € H
vérifiant Tm7 > A, on a |f(7)] < Ce 2mmT,

(ii) La fonction 7+ |f(7)|(Im 7)*2 (modulaire de poids 0) est bornée sur H.

DEMONSTRATION —  La fonction @ est continue sur le disque ferné |z| < e elle

est méme analytique sur |z| < 1!). Si C' désigne le maximum de sa valeur absolue
sur ce disque, on a pour Im7 > A linégalité |f(7)| < Cle*™| = Ce 2™m7, Cela
montre le (i).

—27A (

Pour le (i), on rappelle que |f(7)|(Im7)¥/? est invariante par SLy(Z). Pour la
majorer on peut donc supposer que 7 est dans F = {7 € H,|7| > 1 et |Re7| < 1/2}.

Maissi 7€ JF on alm7 > \/75, et donc d’aprés le (i) il existe une constante C' telle
que |f(7)|(Im 7)*2 < Ce=2™m7(Tm 7)/2. On conclut car y — e~2™y*/2 est bornée
sur [\/75, +o0. O
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Corollaire 3.29. Soit f € Sy non nulle et vecteur propre de T(p) (avec p premier)
pour la valeur propre X. On a |A| < (p+ 1)p~*/2.

Remarquer que ’énoncé analogue pour E; (avec k > 4) est faux, car l'inégalité
(14p"%) < (p+1)p*/? (qui s’écrit aussi 1 +pF~t < p?/24pF/2=1) n'est pas vérifice.

5. Liens entre coefficients de Fourier et valeurs propres des opérateurs
de Hecke

Le Corollaire 3.23 permet aussi de relier les coefficients de Fourier de T'(n) f & ceux
de f lorsque l'on a f € M.

Proposition 3.30. Soient f € My, n > 1 et g =T(n) f. Pour tout m > 1, on a

(20) am(g) =n'"" Y d" am(f).

dn et dlm

DEmoNsTRATION —  On applique le Corollaire 3.23 & f = )" . a,(f) q". Observons
d’abord la somme suivante, dans laquelle I’entier » > 1 et 7 € H sont fixés :

a7'+b nr‘r br
E :d k§ 217rr _ E d k 2171' 2 e2zrr ]

ad=n din

Le terme e*™a ZZ é 2% ost nul sauf si d divise r, auquel cas il vaut dq%. Il est
donc de la forme puq™ avec E C* et m > 1 si, et seulement si, on a r = dznm et d|r.
’I"

Noter alors la relation = = = /D / 7 Pour tout entier m > 1, le coefﬁ(nent de q™ dans

le développement de T( ) f vaut donc

Y. A Fas(f)

n
dn et %|m

Mals d +— n/d induit une bijection de l’ensemble des diviseurs de n, et on a dnm =

" d)Q, donc cette somme coincide avec la somme de I'énoncé aprés changement de

variable d +— n/d. Notons que le regroupement de terme effectué est loisible par
absolue convergence de la série Y - a,(f)2" pour |z] < 1. O

Pour tout entier k € Z et tout entier n > 1, on définit un endomorphisme T,, de
M, par la formule

(21) T, = n*"'T(n)m,.
L’intérét de cette normalisation tient au corollaire suivant.

Corollaire 3.31. Pour tout k > 1, et tout entier n > 1, T, préserve My(Z). En
particulier, le polynéme caractéristique de T, est a coefficients entiers.

DEMONSTRATION —  La premiére assertion est évidente en contemplant la formule
(20). Pour la seconde, elle se déduit du fait que M(Z) admet une Z-base qui est
une C-base de M, d’aprés la Proposition 2.24, dans laquelle la matrice de T, est a
coefficients entiers. O
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Corollaire 3.32. Soient f € M.

(1) Soit n > 1 un entier. Supposons que f est vecteur propre de l'opérateur de
Hecke T,,, de valeur propre notée \,. On a la relation a,(f) = A, ai(f).

(1) On suppose k # 0, f #0, et que [ est vecteur propre de tous les T(n) avec
n > 1. Alors on a a;(f) # 0.

DEMONSTRATION —  La relation T, f = A, f entraine d’abord a((T,, f) = ai(f) A\..
La formule (20) appliquée & m = 1 sécrit a;(T,, f) = a,(f). On a montré le (i).
Vérifions le (ii). Supposons par contraposée a;(f) = 0. Le (i) montre a,(f) = 0 pour
tout n > 1, i.e. f(1) = ag(f) = f(oo) : f est une fonction constante. Cela entraine
k=0 ou f =0 (utiliser par exemple f(—1/7) = 7%f(7) pour tout 7 € H). O

Théoréme 3.33. Soit f = ano a,q" une forme modulaire de poids k # 0. On
suppose que [ est normalisée, i.e. que l'on a a; = 1, et aussi que [ est vecteur
propre de T(n) pour tout entier n > 1. On a

(1) apm = ana,, pour tous n et m premiers entre eux,
(1) apn+1 = apam — pFtan-1 pour tout p premier et tout entier n > 1,

(iii) et si f est parabolique, alors pour tout p est premier on a|a,| < (14+p)p*/>7L.

DEMONSTRATION —  On a vu que My est un H°PP-module. Les propriétés (i) et (ii)
découlent donc du Corollaire 3.32 (i), de I’hypothése a;(f) = 1 et des identités
Tpm =T, Ty, =T, T, et Tpnrn =T, Tpn — pk_lTpnfh qui se déduisent de I'identité
T, = n*~1T(n) et de la Proposition 3.17. D’aprés le Corollaire 3.29, la valeur propre
de T(p) sur f, qui n’est autre que p'~*a,(f) d’apres le Corollaire 3.32 (i), est <
(14 p)p~*/? en valeur absolue : cela montre le (iii). O

La (feu) conjecture de Ramanujan-Petersson, démontrée par Deligne, affirme que
sous les hypothéses ci-dessus on a en fait |a,| < 2p*~1/2. La borne naive obtenue au
(c) ci-dessus s’écrit aussi (y/p+ \/Lﬁ)p(kfl)/ 2. Notons que ces estimées sont spécifiques
aux formes paraboliques, comme le montre 'exemple de Ej.

Corollaire 3.34. Les conjectures (a) et (b) de Ramanujan sont vraies.

DEMONSTRATION —  En effet, 'espace Si5 est de dimension 1, donc son générateur
A est nécessairement propre pour les opérateurs de Hecke. On conclut car A est
trivialement une forme normalisée (7(1) = 1). O
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6. Fonction L d’une forme modulaire : théorie de Hecke

Pour des raisons de temps, nous ne considérerons que le cas (le plus intéressant) des
formes paraboliques.

Lemme 3.35. Soient k € Z et f € Si.. Il existe C > 0 tel que pour tout n > 1, on
a |a,(f)] < Cnk/2.

DEMONSTRATION —  Soit n > 1. On observe qu’a y > 0 donné, le n-éme coefficient
de Fourier de la fonction 1-périodique = — f(z + iy) est vaut a,(f)e ™. Si M >
0 est la constante donnée par la proposition 3.28 (ii), on a la majoration naive
la, (f)|le=?™¥ < My~*/? pour tout y > 0. On conclut en prenant y = 1/n et C' =
e?™ M. ]

Soient f € S et s € C. On pose, suivant Ramanujan et Hecke,

L(s, = Yo )

n>1

D’apres le lemme ci-dessus, cette série converge absolument pour Res > g + 1.

Théoréme 3.36. On suppose f € Si normalisée et vecteur propre de tous les opé-
rateurs de Hecke dans H. On a

1
L(S, f) = H 1— ap(f) P+ pk—1—25’

p

pour Res > g + 1 (et le produit Eulerien ci-dessus est absolument convergent).

DEMONSTRATION —  En effet, c’est la conséquence des points (i) et (ii) du Théoréme
3.33 (voir aussi la proposition 3.17). (La convergence absolue du produit Eulerien
découle de celle de la série L(s, f)). O

Théoréme 3.37. Si f € Sy alors la fonction A(s, f) := (2m)~*T'(s) L(s, f), définie
a priori pour Res > k/2 4+ 1, admet un prolongement holomorphe a C tout entier.
Ce prolongement vérifie A(s, f) = (=1)*A(k — s, f) pour tout s € C.

DEMONSTRATION —  Le point de départ est que pour Res > k/2 + 1 on a l'identité :
> . s dy > —27mn sdy s
|ty =) [ ety = enrre) L. ),
0 ) 1 0 )

En effet, le changement de variable 2wny = ¢ montre f;~ e‘Q’rnyys% = (27)*T(s)n?
pour Res > 0. On conclut par une interversion somme-intégrale, justifiée pour
Res > k/2 + 1 par la convergence absolue de la série > -, an(/)

ns

Le changement de variables y — 1/y entraine (toujours pour Re s > k/2+1) I'égalité

! . sdy _ > . —s% _ Zk > i k:—sd_y
/0 iy Y = / Fifyp Y = / iy,
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la seconde égalité venant de f(i/y) = f(—1/(iy)) = i*f(iy) par modularité de f.
On a alors

/oof(iy) /f“Jy—Jr/ fiy)y yz/oof(z'yy+z’“y’“s)dyy

La Proposmon 3.28 (i) montre que pour tout s € C la fonction y — f(iy)(y® +
iFyF=%) [y est 1ntegrable sur [1, +o0o[ (et dominée uniformément par une fonction in-
tégrable lorsque s reste dans un compact de C). La fonction floo fliy) (ys+ yk*S)%
est donc une fonction entiére de s € C, qui fournit le prolongement de A(s, f) cher-
chée, ainsi que l'identité A(s, f) = i*A(k—s, f) (noter que 'on peut supposer k pair,
auquel cas on a i* = +1). O

7. Exercices

Exercice 3.1. On suppose que le groupe G agit sur l’ensemble X. Si A est un
anneau commutatif unitaire. On définit A[X| comme étant le A-module libre sur
X (il s’identifie & A @z Z[X]). Le groupe G agit naturellement A-linéairement sur
A[X], et on note H(X; A) le sous-anneau des endomorphismes du A-module A[X]
commutant a l'action de G. On suppose que G agit transitivement sur X .

(1) Montrer que l'application naturelle H(X) — H(X; A) est injective si Z — A
lest.

(1) On suppose que G n’a qu’un nombre fini d’orbites dans X. Montrer que cette
méme application induit un isomorphisme de A-algebres H(X)®A = H(X; A).

L’exercice suivant repose sur 1I’Exercice 3.1.

Exercice 3.2. On suppose que le groupe fini G agit sur l’ensemble fini X. On voit
C[X]| comme une représentation linéaire de G de dimension finie. On se propose de
montrer que H(X) est commutatif si, et seulement si, cette représentation est sans
multiplicité (i.e. chacune des représentations irréductibles de G n’apparait au plus
qu’une fois dans sa décomposition en irréductible).

(1) Montrer que H(X) est commutatif si, et seulement si, H(X;C) lest.

(1i) On écrit C[X] ~ ®]_, V" ou les V; sont des représentations irréductibles de
G deuzx-a-deur non isomorphes, et les n; sont des entiers > 1. Montrer que
H(X;C) est isomorphe comme C-algébre a [];_; M, (C).

(ii1) Conclure.

Exercice 3.3. Soit n un entier > 4 et X [’ensemble des parties a 2 éléments de
{1,2,...,n}. Le groupe symétrique G = S,, agit transitivement sur X. Montrer que
les orbites de S, sur X x X sont les parties ; = {(P,Q),|P N Q| = i}, avec
i =0,1,2. Déterminer cq,cq, .

Exercice 3.4. Montrer que V' est un Q-espace vectoriel de dimension 1, alors I’an-
neau H(R(V)) est canoniquement isomorphe a l'anneau de groupe Z[Qxo] (o2 Qs
est vu comme groupe multiplicatif ).
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Exercice 3.5. On se propose de montrer que l’anneau H(R(V)), V étant un Q-
espace vectoriel de dimension finie, ne dépend canoniquement que de dimV'. On fixe

pour cela U et V' deur Q-espaces vectoriel de méme dimension.
(i) Soit o : U — V un isomorphisme. On note m, : Z[R(U)] = Z[R(V)]
Papplication linéaire envoyant [L] sur [@(L)]. Vérifier que Uapplication T'
m_' o T om, définit un morphisme d’anneauz H(p) : H(V) — H(U).
(i) Montrer que H(p) ne dépend pas du choiz de ¢ : si ¢’ : U — V un second
isomorphisme, on a H(y') = H(p).

Exercice 3.6. Soit L C R™ un réseau tel que {g(L),g € GL,(Z)} est fini. On se
propose de montrer qu’il existe A € R* tel que AL C Z". On notera E;; I’élément
de M,,(Z) dont le seul coefficient # 0 est 1, et d’indice (i, 7).

(i) Montrer qu’il existe un entier N > 1 tel que g L C L pour tout g € GL,(Z).

(ii) (suite) En déduire (I, + NE;;) L C L pour i # j, puis M,,(Z) N*L C L.

(iii) Soit P € GL,(R) vérifiant PM,(Q) P~ = M,(Q). Montrer qu’il existe
A € R* avec AP € GL,(Q).

(iv) Conclure.

(Application) En déduire que si V' est un R-espace vectoriel de dimension finie, tout
élément de H(R(V')) est une combinaison linéaire a coefficients dans Z d’éléments
de la forme R\T avec T € HR(V))™ et A € R*.

Exercice 3.7. Soient k € Z et s € C avec Res +k > 2. On pose x(\) = X\7F|\|7*.
Montrer que Gy.s est vecteur propre de T(p) de valeur propre 1+ x(p) 'p.



CHAPITRE 4

Formes automorphes pour GL,(R)

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de forme automorphe, au sens
donné par Harish-Chandra (voir la référence ci-dessous). Dans un cadre trés géné-
ral, on fixe un groupe de Lie réel G qui est linéaire et réductif, ce que l'on peut
traduire en disant que G se plonge comme sous-groupe fermé de GL, (R) stable par
g +— g, ainsi qu'un sous-groupe discret I' C G d’origine arithmétique. La probléma-
tique a laquelle s’intéresse Harish-Chandra, tout comme d’autres mathématiciens de
I’époque comme Selberg, Gelfand, Piatetski-Shapiro et Langlands, est de décrire “a
la Fourier” I'espace des fonctions de carré intégrable L2(I'\G) (pour la mesure de
Haar), en tant que représentation du groupe G pour les translations a droite. Les
formes automorphes sont les fonctions spéciales qui interviennent dans la descrip-
tion finale du résultat. C’est en étudiant 'exemple important des séries d’Eisenstein
que Langlands a découvert les conjectures trés générales qui portent sont nom entre
formes automorphes et fonctions L.

La définition précise d’une forme automorphe est relative a un choix (inessentiel)
d’un sous-groupe compact maximal K de G. Une forme automorphe de G pour le
sous-groupe I" est alors une fonction f : G — C de classe C™ telle que :

(1) f(vg) = f(g) pour tout v € I" et tout g € G (invariance a gauche sous I'),

(2) les translatés a droite de f par tous les éléments de K engendrent un sous-
espace de dimension finie (symétrie "maximale" vis-a-vis de l'action de K),

(3) les fonctions z.f, ou z parcourt les opérateurs différentiels bi-invariants sur
G, forment un sous-espace de dimension finie (systéme d’équations différentielles),

(4) f et toutes ses dérivées par rapport a Lie G sont & croissance modérée (condi-
tion de croissance).

Pour éviter trop de rappels en théorie de Lie, théorie qui ne sera pas supposée
ici, nous nous restreindrons au cas (essentiel) du groupe G = GL,(R). La premiére
partie du chapitre aura alors pour but principal de déchiffrer la condition (3) dans ce
contexte. Dans la seconde partie du chapitre, nous montrerons que les formes modu-
laires étudiées aux chapitres 2 et 3 ne sont rien d’autre que des formes automorphes
particuliéres de GLo(R) pour le sous-groupe GLy(Z).

REFERENCES : D. Bump, Automorphic forms and representations (1996),
W. Casselman, Analysis on SL(2), notes de cours.
Harish-Chandra, Automorphic forms on semisimple Lie groups (1968),
J. Dixmier, Algébres enveloppantes (1974),
J.-L. Waldspurger, Formes automorphes pour GL,, notes d'un cours de M2.
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1. Le groupe de Lie GL,(R)

Soit » > 1 un entier. On considére le groupe G = GL,(R). C’est un groupe
topologique, et méme un groupe de Lie, de maniére naturelle. En effet, c’est une
variété différentiable en tant qu’ouvert de 'espace vectoriel M,,(R) (défini par det #
0), et la multiplication (g, h) — gh et 'inversion ¢ — ¢g~* sont des applications de
classe C* : elles sont méme polynomiales en les coefficients g; ; de g, et en la fonction
g+ det(g)".

L’algebre de Lie g de GG s’identifie de maniére naturelle a 1’espace des matrices
M,,(R), muni de son crochet de Lie usuel [X,Y] = XY — Y X. En particulier,
I'exponentielle de matrices X — eX = > >0 %, g — G, est une application de
classe C*° qui est un difféeomorphisme d’un voisinage ouvert assez petit de 0 € g sur
un voisinage ouvert de 1 dans G (une réciproque étant donnée par le logarithme

matriciel, sur un voisinage assez petit de 1).

On note C*(G) 'espace vectoriel des fonctions G — C qui sont de classes C>.
Sige Get feC®G), lafonction h — f(hg) est dans C*(G), on la note R, f.
L’application (g, f) + R, f définit une représentation linéaire de G sur C*(G)
(“translations a droite"). On définit de méme une autre représentation de G sur
C>*(G) par (g,f) — Ly f ("translations a gauche") ou L, f désigne la fonction
h +— f(g'h)). Ces opérations commutent manifestement : on R, o Lj, = L, o R,
pour tous g,h € G.

Par différenciation, on en déduit des actions de g sur C*°(G) de la maniére
suivante. Il nous suffira dans la suite de considérer ’action par translations a droite
(Pautre cas étant de toutes fagons similaire). Soient X € g, f € C°(G) et g € G. La
fonction d’une variable réelle ¢ — f(ge™) est € (comme composée!) et on pose

9 flge™) — flg).

~ Otj=o Fge™) = limeso t

(Rx f)(9)

La fonction G x R — C, (g,t) — f(geX) étant de classe €, on a Rxf € C*(G).
Pour g € GL,(R) et X € M,(R), la formule ge'* = g + tgX + O(t?) quand ¢t — 0
montre que 'on a en fait

(22) Rx f(g) = dfy(9X),
ou df, : M,,(R) — C désigne la différentielle de f au point g.

Proposition 4.1. L’application g x C*(G) — C°(G), (X, f) — Rx f définit une
représentation de ’algébre de Lie g sur C°(G) : c’est une application bilinéaire, et
lon a pour tout X,Y € g la relation Rx o Ry — Ry o Rx = Ryx,y]. De plus, pour
tout g € G et tout X € g on a les identités

Ly o Rx = Rx oLy et Rjo Ry oR,' = Ryx 1.

DEMONSTRATION —  La R-bilinéarité de (X, f) — Rx f est claire sur la formule
(22). Vérifions I'égalité RxRy — RyRx = Rix,y; pour X,Y € g. Fixons pour cela
g € G ainsi que X,Y € M, (R). Regardons I'application pxy : RxR — C, (u,v) —
f(ge*¥evY). Elle est manifestement de classe €. Par définition (RxRy f)(g) est la
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dérivée en u = 0 de la fonction u — (Ry f)(ge"X) = 8“08);"“ (u,0). On a donc

2
Ooudv
Ecrivons maintenant le développement de Taylor de f au point g € M, (R). On a

flg+H) = f(g9) + dfy(H) + Qfs(H) + o[ H]]*)

pour H — 0 dans M,(R), ot Qf, : M,,(R) — C est la R-forme quadratique Hes-
sienne au point g. Posons Pyxy(u,v) = wwXY + “;XQ + 1’2—2Y2, c’est un po-
lynome homogene de degré 2 de R? dans M, (R); il vérifie la relation e*Xe?Y =
1+ uX 4+ oY + qx,y(u,v) + o(||(u, v)||*) pour (u,v) — (0,0). On peut donc écrire :

(23) (RxRy f)(9) = ¢x,y(0,0).

pxy(u,v) = fg) +dfg(ugX +vgY +gPxy(u,v)) + Qfy(ugX +vgY ) +o(|(u,v)[?).

L’identité Py y (u,v) — Py x(u,v) = ww[X, Y] entraine au final

pxy (u,0) = @yx(u,v) = wo (Rixy1f)(9) + o (I[(u,0)[[%),

ce qui conclut I'égalité RxRy — RyRx = Rix,y] par la Formule (23). Les deux
identités de la derniére assertion découlent trivialement de la définition. J

Notons que I'action de g sur €*°(() ainsi définie est trés concréte. Pour 1 < p, ¢ <
n, notons E,, € M, (R) la matrice élémentaire d’indice (p,q) : on a E,, = (m; ;)
avec m;; = 0 si (3,7) # (p,q) et my, = 1. La relation e'fra = 1 +tE, , + o(t)
pour tout ¢ € R, et une application directe de la définition, montrent que dans les
coordonnées (m; ;) évidentes sur M, (R) on a pour f € C°(G)

24 R =) mip s

( ) Ep.q f - TP ami,q

L’endomorphisme f +— Rg, f, ainsi donc que tous les Rx qui ne sont que des
combinaisons linéaires a coefficients dans R de ceux-ci, est un opérateur différentiel
de degré 1 a coefficients polynomiaux en les (m;;), qui a la propriété remarquable
d’étre invariant par translations a gauche comme on ’a vu.

Proposition 4.2. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Soient X, ..., X, les v := n? éléments
de g de la forme E, ,, ordonnés de maniére arbitraire. Alors les éléments Rx, =
R§ oR§ o--- o RY, avec a = (a1, a,...,0a,) € N, sont des endomorphismes
C-linéairement indépendants de C>(G).

DEMONSTRATION — Pour tout i = 1,. .., r, il existe un unique (p, ¢) tel que X; = E, ,,
et I'on note z; la fonction G — C définie par z;(g) = gy, — 0p- Autrement dit, les z;
ne sont autres que les fonctions coordonnées naturelles sur G (coefficients matriciels)
translatées de sorte que l'on ait z;(1) = 0 pour tout 7. La formule (24) montre que
I’'on a une expression de la forme

0

Rx + D;
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)
oz
anneau A = Clzy,...,z,] C €°(G) (fonctions polynomiales en les coefficients ma-
triciels), ainsi que son idéal I = (z1,...,x,) des fonctions dans A qui s’annulent en

1 € G. L’anneau A est manifestement préservé par Ry, pour tout <. Mieux, on a

ol D; est une somme finie d’opérateurs de la forme xp=—. Introduisons le sous-

5,
D;(I*) c I* et —1T1F c 1!
(I") ¢ o

pour tout 7 = 1,...,r et pour tout & > 0 (en posant I = I~! = A). On en déduit
que pour des indices arbitraires 1 < iy, ...,i, < d, et pour f € I* avec k > h, on a

ah
&ril <O

in

(25) Ry, oRx, o -oRx, f— foe

Supposons enfin que ’on ait une relation de dépendance linéaire finie de la forme
> XaRx, =0
«

dans les endomorphismes de C*(G). Soit A > 0 lentier maximal tel qu'il existe
un multi-indice o avec A\, = 0 et h = >, a;. Soit § un multi-indice arbitraire tel
que Y, B3 < h. On applique la formule (25) a Rx,, ¥ = h et f =[], 27". On en
déduit Rx,f € I pour 8 # «, et Ry, f — [];,(as!) € I. On en tire que la constante
Ao [T (ai!) est dans I, puis A, [];_, (os!) = 0 (évaluation en 1) : une contradiction.
U

Ce résultat a des conséquences intéressantes sur la structure de la sous-C-algébre
de End(C>((G)) engendrée par les Rx avec X € g.

2. Algébres enveloppantes

Dans cette partie, k désignera un corps de caractéristique 0. On rappelle qu’une
k-algeébre de Lie sur est la donnée d'un k-espace vectoriel g muni d’une application
k-bilinéaire (z,y) — [z,y],9 X g — g (appelée crochet de Lie) vérifiant [x,x] = 0 et
[z, [y, z]] + [y, [z, ] + [2, [z,y]] = O pour tous z,y,z € g (identités de Jacobi). On
dispose d’une notion évidente de sous-algebre de Lie (=sous-espace vectoriel stable
par le crochet), de somme directe d’algébres de Lie (somme directe des espaces
munie de la somme des crochets), de morphisme g — b entre k-algébres de Lie
(=application k-linéaire f vérifiant f([x,y]) = [f(x), f(y)]) etc...

Pour toute k-algébre associative A, [x,y] := zy — yz munit le k-espace vectoriel
A d’une structure de k-algébre de Lie; qui sera notée A. En particulier, V' est un
k-espace vectoriel, on dispose de la k-algébre de Lie Endg(V'), souvent notée gl(V'),
et méme gl,(k) si V = k™. Bien entendu, gl,, (k) n’est autre que le k-espace vectoriel
M, (k) des matrices carrées de taille n, munie répétons-le du crochet (x,y) — zy—yz.

Une représentation de la k-algébre de Lie g est la donnée d’un espace vectoriel
V' et d’un morphisme g — gl(V'). Par définition, il est équivalent de se donner un
tel morphisme et une application k-bilinéaire (z,v) — zv vérifiant x(yv) — y(zv) =
[z, ylv pour tout x,y € g et tout v € V. Il est utile de remarquer que les identi-
tés de Jacobi sont équivalentes & demander que le crochet (z,y) — [z,y] est une
représentation de g sur elle-méme ; c’est la représentation adjointe.
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Définition 4.3. Si g est une k-algébre de Lie, son algébre enveloppante est le
quotient de la k-algebre tensorielle (associative, mais non commutative en général)

Do

n>0

son idéal bilatére engendré par tous les éléments de la forme x @y —y @  — [z, y]
avec x,y € g (vus comme éléments de degré 1 dans [’algébre tensorielle). C’est une
k-algeébre associative notée U(g), munie d’un morphisme canonique g — U(g).

En composant les propriétés universelles de l'algébre tensorielle et celle d'un
quotient, on obtient la propriété universelle suivante pour U(g) :

Scholie 4.4. Si A est une k-algébre associative, tout morphisme g — A s’étend
de maniére unique en un morphisme de k-algébres U(g) — A, et Uapplication ainsi
définie Homy,e(g, A) — Homy_a1.(U(g), A) est bijective.

En particulier, se donner une représentation de g sur le k-espace vectoriel V'
est la méme chose que se donner une structure de U(g)-module sur V' (c’est le cas
particulier A = End;V'), de sorte que I'on retombe dans un monde familier.

Sian a xy,22,...,%, € g, on note en général z,12, ...z, leur produit dans U(g),
plitot que x1 ® 22 ® - - - @ x,,. On prendra garde, dans le cas g = gl,, (k) = M,,(k), que
ce produit n’est pas le produit des matrices 1, -- ,z,. Par la propriété universelle

ci-dessus appliquée a l'identité de M,,(k), on dispose bien d’une surjection canonique

U(gl,,(k)) — M, (k), mais on verra ci-aprés que U(g) est de dimension infinie sur k
en général.

Si m > 0 est un entier, on note U, (g) le sous-espace vectoriel engendré par les
produits 122 ... 7, avec p < n et z; € g pour tout 7. On convient U_1(g) = 0. Les
propriétés suivantes sont immeédiates :

(a)
)

U(g) est la réunion croissante des U, (g) pour n > 0,
(b) U,(8)Usn(g) C Uyim(g) pour tout n,m > 0,
(c) Uy(g)™ engendre k-linéairement U,(g) pour n > 0,
(d) pour tout u € U,(g) et v € Uy, (g), on a uv —vu € Uy ypm_1(9).

Cette derniére se démontre par récurrence immédiate a partir de la relation zy—yx =
[z,y] € Uy pour z,y € g. Considérons I'espace vectoriel gradué associé grU(g) =
D,,>0 Un(9)/U,_1(g). Les observations ci-dessus montrent que la multiplication dans
U(g) induit une structure de k-algébre commutative sur gr U(g). L’application na-
turelle g — U;(g) — gr(U(g)) induit donc par construction un homomorphisme de
k-algébres

(26) Symg — grU(g).

qui est surjectif par (c).

Théoréme 4.5. (Poincaré-Birkhoff-Witt) On suppose k = C et g = gl,,(C). Alors :

(a) ’homomorphisme (26) est un isomorphisme,



60 4. FORMES AUTOMORPHES POUR GL, (R)

(b) si X1,...,X, une C-base de g alors les X, = X{"X3%--- X%, avec o =
(a1, ...,0p) € N7, forment une C-base de U(g),

(¢) le morphisme naturel U(g) — End(C>(GL,(R))), défini par la structure de
gl,(C) = gl,(R) ® C-module sur C*(G) donnée par la Proposition 4.2, est
njectif.

DEMONSTRATION —  Soit X, ..., X, une base de g provenant d’une R-base de gl (R)
comme dans 1’énoncé de la proposition 4.2. Les X, associés engendrent manifeste-
ment U(g). Mais cette proposition montre qu’ils sont linéairement indépendants, car
c’est le cas de leur image dans End (C*(GL,(R))). On a montré (c) ainsi que (b)
pour la base spécifique ci-dessus.

Il est clair que si X7, ..., X, est une k-base quelconque de g, la propriété (d) pré-
cédent I’énoncé du théoréme montre que les monémes X, de I'énoncé avec ), a; < n
forment une famille génératrice de U, (g). Ainsi, 'assertion (b) est vraie pour une
base Xi,...,X, si, et seulement si, les images dans U, (g)/U,_1(g) des X, avec
>, a; = n forment une base de ce dernier espace. Comme ces images '’engendrent,
if faut et il suffit que la dimension de U,(g)/U,_1(g) soit le nombre de « avec
> a; = n. Comme cela ne dépend pas du choix de la base, et qu’on I’a montré pour
les E, 4, on a montré (b). L’application k-linéaire sous-jacente a (26) est la somme
directe des surjections Sym"g — U, (g)/U,_1(g). Mais on vient de voir que la source
et I'arrivée d’une telle application ont méme dimension. O

Notons que si b est une sous-algébre de Lie de g, on dispose d’'un morphisme
de k-algébres évident U(h) — U(g) (autrement dit, la construction U(—) est un
foncteur des algebres de Lie vers les algébres associatives). La proposition ci-dessous
se déduit immédiatement du point (b) de 1’énoncé ci-dessus.

Corollaire 4.6. Soit g = gl,(C). Alors :
(1) Uapplication canonique g — U(g) est injective,

(11i) si b est une sous-algebre de Lie de g, l'application naturelle U(h) — U(g)
est injective,

(iv) supposons que l'on a une décomposition en sous-espaces vectoriels g =
®:_18; ou chaque g; est stable par crochets (i.e. est une sous-algébre de Lie).
Alors Uapplication naturelle U(g,) @ U(ge) ® -+ @ U(gs) — U(g) est un iso-
morphisme de C-espaces vectoriels.

Il ne serait pas difficile a ce stade d’étendre le corollaire ci-dessus a toute k-
algeébre de Lie de dimension finie sur £ qui se plonge dans gl, (k) (exercice!), et donc
a toute k-algebre de Lie de dimension finie sur k par le théoréme d’Ado.

EXEMPLE : L’ALGEBRE ENVELOPPANTE DE gl,(C)

Le centre de l'algebre de Lie gl,(C) est bien sir de dimension 1 et engendré
par la matrice identité, que nous noterons Z € gl, (C). On a une décomposition en
somme directe

gl,(C) =CZ @ sl1,,(C)
ot sl,(C) est la sous-algebre de Lie constituée des matrices de trace nulle. En parti-
culier, Z est dans le centre de U(gl,,(C)), et le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
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entraine alors que 1’on a un isomorphisme d’algebres U(gl,,(C)) ~ C[Z]®cU(sl,(C)).
On a bien sir U(gl,(C)) = C[Z], de sorte que le premier cas intéressant est n = 2.
On pose traditionnellement

1 0 01 00
h:{o —1]"3:{0 o]etf:L 0}'

Ces ¢éléments e, f et h forment une base de sly(C) et on a les relations évidentes

qui déterminent entiérement la structure de ’algébre de Lie de sly(C). Par définition
de U(—) on en déduit la présentation suivante (de C-algébre associative unitaire non
nécessairement commutative)

U(sly(C)) = C{e, f,h}/(he —eh =2¢e,hf — fh = =2f ef — fe = h).

D’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, les monomes de la forme f?hPe®,
avec (a, b, c) € N3, forment une base de U(sly(C)).

3. Le centre de U(gl,(C))

Définition 4.7. Si g est une k-algébre de Lie, on note 3(g) le centre de [’algébre
enveloppante U(g). C’est une k-algébre commutative.

On s’intéresse dans cette partie au cas g := gl,,(C). Le groupe GL,(C) agit natu-
rellement sur M,,(C) par conjugaison. Cette action est linéaire et définit une repré-
sentation de GL,,(C) sur M,,(C) appelée représentation adjointe et notée (g, X) —
ad,(X) = gXg¢'. La relation ¢g[X,Y]g™' = [¢Xg~ ', gY¢g!] montre que ad, est un
automorphisme de l'algébre de Lie g. Par fonctorialité de U(—), GL,(C) agit donc
par automorphismes de C-algebres de U(g). Cette représentation de GL,(C) sur
U(g) préserve le sous-espace de dimension finie U,,(g) pour tout m > 0.

GLn(C)

Proposition 4.8. L’ensemble des invariants U(gl,(C)) coincide avec 3(gl, (C)).

DEMONSTRATION —  Soient u € U,,(g) et X € g. Vérifions que 'élément uX — Xu
de U(g) est la dérivée en ¢ = 0 de la fonction C — U,,(g),t — aduxu (et en
particulier que cette dérivée existe, au sens complexe). En effet, c’est immédiat
si 'on a u € g étant donnée la relation e®fue™™ = u + t(Xu — uX) + O(t?).
En général, on peut supposer v = uy ---u,, avec les u; € g par multilinéarité, et
dans ce cas on constate que la dérivée en question vaut ("dérivée d’un produit")
Yoy w (Xuy; — X )Uigy -+ - Uy, qui se simplifie bien en Xu — uX (somme
télescopique).

On en déduit d’abord que si u est fixe par GL,(C), alors on a Xu = uX pour
tout X € gl,(C), ce qui est équivalent a dire que u est dans le centre de U(g).
Réciproquement, si u est dans le centre de U(g) alors la formule ci-dessus montre
que la fonction analytique (t) := ad.:x.u est donc constante : sa dérivée en t = 0
est nulle et on a ¢'(t) = e".¢/(0). On a donc ad.xu = u pour tout X € M,(C). On
conclut car X ~— X M, (C) — GL,(C) est surjective. O
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Nous avons déja vu que 1’élément identité Z € g est dans le centre de 'al-
gébre U(g). Donnons un exemple plus intéressant : 1’élément de Casimir. Considé-
rons la trace M, (C) x M,,(C) — C, (X,Y) — Tr(XY). C’est une forme bilinéaire
symmétrique non dégénérée. Si 'on fait agir GL,(C) trivialement sur C, et par
la représentation adjointe sur chaque facteur M, (C), on constate que la trace est
GL,(C)-équivariante : Tr(¢Xg~'-gYg™!) = Tr(XY). Autrement dit, elle induit un
isomorphisme entre la représentation adjointe et sa duale,

tr:g =g, X— (V= Tr(XY)).

On a donc des isomorphismes GL,,(C)-équivariants :
can

9203 g@g" > Ende(g),

le dernier étant 'isomorphisme naturel général V @, V* ~ Endg (V') existant pour
tout k-espace vectoriel de dimension finie. Notons que dans cet isomorphisme, I'iden-
tité de V' correspond a ) . x; ®@x}, ol (z;) est une base quelconque de V' et (z}) est la
base duale. L’¢lément identité de Endc(g) étant manifestement GL,,(C)-invariant, il
correspond via les isomorphismes ci-dessus a un élément GL,,(C)-invariant C’ € g®g.
Compte tenu de la Proposition 4.8, nous avons donc démontré le corollaire suivant.

Corollaire-Définition 4.9. L’image dans U(gl,(C)) de l’élément C' € gl,,(C) ®
9l,,(C) défini ci-dessus est un élément de 3(gl,,(C)) appelé élément de Casimir (qua-
dratique). Il est noté C. Si (X;) est une base de gl,(C), et si (Y;) désigne la base
duale de (X;) pour la forme trace, alors on a la formule C' =), X;Y;.

En guise d’exemple, considérons la base Z, e, f, h de My(C). Sa base duale rela-
tivement a la trace est respectivement %, f,e, % On a donc

(27) C= %(22+h2)+6f+fe.

Plus généralement, considérons la base des E,, , de M,,(C). Sa base duale relativement
a la trace est manifestement celle des (E, ), 4, de sorte que 'on a

(28) C = Z E, . Eqp-
p,q

Théoréme 4.10. Le morphisme de C-algébres C[X,Y] — 3(gl5(C)) envoyant X
sur Z et'Y sur C est un isomorphisme.

La fin de cette partie est consacrée a la démonstration de ce théoréme. L’entier
n > 1 sera pour I'instant quelconque. On commence par étudier une version graduée
de 3 : on pose 3, = 3(g) N U,,(g). On dispose encore d’'une algébre graduée associée

g3 = Dm>03m/3m1-
Par définition, c’est une sous-algébre de grU(g) constituée d’éléments GL,, (C)-
invariants. L’isomorphisme Sym g = gr U(g) du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt
commute manifestement aux actions naturelles de GL,(C) des deux cotés. On s’in-
téresse donc aux GL, (C)-invariants de ’anneau Sym g.

Si V est un espace vectoriel de dimension finie sur C, on note Pol(V') 'algébre des
fonctions polynomiales en les formes linéaires sur V. Elle s’identifie naturellement
a l'algebre symétrique Sym V* (de maniére comptible aux actions naturelles de
GL(V)). La C-algébre Sym g s’identifie donc naturellement & Pol(g*), et méme a
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Pol(g) = Pol(M,,(C)) si I'on utilise I'isomorphisme tr : g = g* plus haut (qui est
GL, (C)-équivariant rappelons-le).

Nous allons utiliser le lemme classique suivant, qui vaut pour tout entier n > 1.
On note h ~ C* C M,,(C) le sous-espace des matrices diagonales, et on considére
'action par conjugaison de GL,(C) sur Pol(M,,(C)), et I'action naturelle du groupe
symétrique S,, sur Pol(h) ~ C[ty,...,t,] par permutation des coordonnées.

Lemme 4.11. La restriction naturelle Pol(M,(C)) — Pol(h) induit un isomor-
phisme Pol(M,,(C))%(©) 5 Pol(f)S».

DEMONSTRATION —  L’application est injective car les matrices diagonalisables sont
denses dans M,,(C). Elle est surjective car les coefficients du polynéme caractéris-
tique sont des éléments de Pol(M,,(C))S4(®) qui s’envoient sur les fonctions sym-
métriques élémentaires, dont il est bien connu qu’elles engendrent Pol(h)5" (sans
relation polynomiale). O

Autrement dit, Pol(M,,(C))%*(©) est exactement 1’algébre des polynémes en les co-
efficients (d’indice < n) du polynéme caractéristique, et ces derniers ne satisfont pas
de relation polynomiale non triviale. Nous avons défini ci-dessus un homomorphisme
naturel injectif

~ : grz — Pol(g)Ct(©

obtenu en composant l'inclusion grj C grU(g) et les isomorphismes grU(g) —
Pol(g*) (PBW) et Pol(g*) = Pol(g) (via tr).

Lemme 4.12. Soient Z et @kjs images respectives de Z et C dans 31/30 €t 32/31-
Alors pour tout X € g on a y(Z)(X) = Tr(X) et v(C)(X) = Tr(X?).

DEMONSTRATION —  L’application m-linéaire symétrique g” — Pol(g) induite par
composition de 'application naturelle g"™ — Pol(g*) avec I'isomorphisme tr est

(X1, 0, X)) = (M — Te(XqM) ... Te(X,,M)). On en déduit v(Z)(X) = Tr(X)
pour m = 1. Pour m = 2, la Formule (28) montre donc :

1(O)(X) = Z Tr(XE, ) Tr(XE,,) = Tr(X?).

1<p,g<n

U

Supposons enfin n = 2. Le Lemme 4.12 montre que v est surjectif, car 'anneau
des invariants Pol(My(C))%*2(©) est engendré par tr(X) et tr(X?) d’aprés le Lemme
4.11. Comme 7 est injectif, c¢’est un isomorphisme, et gr 3 est I’anneau de polynomes
C[Z,C]. Les éléments Z et C sont algébriquement indépendants sur C car c’est le
cas de tr(X) et tr(X?) dans Pol(My(C))%L2(©). On en déduit facilement 3 = C[Z, C],

puis le théoréme. [

Remarque 4.13. En exhibant d’autres éléments convenables dans 3 on pourrait
démontrer que v est surjectif (et donc un isomorphisme) pour tout entier n > 1,
puis que 3(gl,(C)) est isomorphe & une C-algébre de polynoémes sur n variables
(Harish-Chandra).
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4. Formes automorphes pour un sous-groupe discret de GL,(R)

Soient n > 1 et G = GL,(R).

4.1. Le groupe K. On munit R" du produit scalaire standard (z;) - (y;) =
> ;xiy; et on note |z| = y/z -z la norme euclidienne associée. On note O(n) le
groupe orthogonal de cet espace euclidien. C’est le sous-groupe des éléments g € G
tels que g g = I,,. C’est un sous-groupe compact de G, car il est fermé et borné dans
M, (R), et pour cette raison on le notera aussi K. Son algébre de Lie ¢ C gl,,(R) est
le sous-espace des matrices X € M, (R) vérifiant e'* € K pour tout ¢t € R : c’est la
sous-algebre de Lie des matrices anti-symétriques.

La proposition suivante résume quelques unes des propriétés essentielles de K.
On note S C GL,(R) le sous-ensemble des matrices symétriques définies positives
et A C S le sous-ensemble des matrices diagonales a = diag(ay,...,a,) avec a; >
as > --- > a,. L’ensemble S est stable par inversion, par conjugaison par K, et A
stable par produits.

Proposition 4.14. (i) (Décomposition polaire) Tout élément de G s’écrit de
maniére unique sous la forme g = sk avec s € S et k € K,

(ii) (Décomposition de Cartan) G =[], 4 Kak,
(111) K est un sous-groupe compact mazimal de G (pour l'inclusion),

(v) Tout sous-groupe compact de G est conjugué dans G & un sous-groupe de
K.

DEMONSTRATION —  Un point clé, bien connu, est que tout élément s de S est
diagonalisable en base orthonormée (théoréme spectral), i.e. s = kak™! avec a € A
et k € K. En particulier, s est le carré¢ de s = ky/ak™! € S avec \/a € A 'unique
élément vérifiant /@ = a. On en tire le (i) : si g est dans G on écrit gg (qui
est dans S) sous la forme s* = tss avec s € S, puis gs~! € K. De plus, (i) et le
théoréme spectral impliquent G = J,. 4, KaK. Pour le caractére disjoint de cette
derniére réunion, on constate que si g = kak’ avec a = diag(ay,...,a,) € A et
k,k' € K, alors on a a; = Sup,—; [g(z)|. L'unicité des a; avec i > 1 résulte, par
récurrence, d’un argument similaire effectué dans I'espace euclidien A'R™, et conclut
le (vi). Sia € A est tel que {a™,n € Z} est borné dans G, alors on constate que ’on
a a = 1, de sorte que (iii) se déduit de G = (J .4, KaK. Il ne reste qu’a vérifier (iv).
Soit H C G un sous-groupe compact. Si dh désigne une mesure de Haar (& droite!)
sur H, on constate que

(x,y) :/ hz - hy dh
H

est un produit scalaire sur R™ qui est invariant par H. Si g € G désigne un élément
envoyant une base orthonormée arbitraire pour (x,y) sur la base canonique de R,
on a (zr,y) = gz - gy pour tous z,y € R, puis gHg ' C K. O
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La théorie des représentations continues et unitaires des groupes compacts sur
des espaces de Hilbert est un chapitre classique des mathématiques, avec des contri-
butions fameuses et importantes de Hermann Weyl. Une telle représentation est la
donnée d’un espace de Hilbert V' et d’un morphisme de groupes p : G — U(V)
tel que pour tout v € V D'application orbite G — V, g +— p(g)v, est continue. Un
résultat central de cette théorie est qu'une telle représentation est toujours somme
orthogonale Hilbertienne de sous-représentations irréductibles et de dimension finie.
Dans le cas particulier, mais crucial, ou V est ’espace des fonctions de carré inté-
grable sur K pour une mesure de Haar, et ot K = O(n), c’est une conséquence
relativement simple du théoréme de Stone-Weierstrass : les polynomes en les coeffi-
cients matriciels forment une sous-algébre dense (et ce méme pour la norme sup.).
C’est l'esprit de la définition suivante (pour laquelle nous pouvons oublier ce que
I'on vient de dire).

Définition 4.15. (Vecteurs K-finis) Soit V' un C-espace vectoriel muni d’une re-
présentation linéaire du groupe K. Un vecteur v € V est K-fini si le sous-espace
vectoriel de V' engendré de par les k - v avec k € K est de dimension finie sur C.
L’ensemble des vecteurs K-finis de V' est un sous-espace vectoriel stable par K.

De méme, si V est un module sur une C-algébre A, un vecteur v € V est A-
fini si le sous-espace vectoriel de V' constitué des éléments de la forme a - v avec
a € A est de dimension finie sur C. L’ensemble des vecteurs A-finis de V' est un
sous-A-module de V.

Cette définition s’applique en particulier a la restriction & K de 'action de GG par
translations a droite sur C*(G), via (g, f) — R, f. Autrement dit, la fonction f €
C>*(@G) est K-finie (a droite, si l’'on veut rappeler que ’on s’intéresse aux translations
a droite) si le sous-espace vectoriel de C*(G) engendré par tous les translatés Ry f,
avec k parcourant K, est de dimension finie. De méme, on a vu que la dérivation des
translations a droite par G permet de munir C*(G) d’une structure de U(gl,,(C))-
module de maniére naturelle, et donc a fortiori de 3-module. Une fonction f € C*(G)
est donc 3-finie (pour cette action) si le sous-espace vectoriel 3.f C C®(G) est de
dimension finie.

4.2. Définition des formes automorphes. Nous sommes désormais en me-
sure de donner la définition d’une forme automorphe. On fixe un sous-groupe discret
I' de G. Les exemples importants pour la suite sont I' = GL,,(Z), ou I" un sous-groupe
d’indice fini de GL,(Z) (voire un sous-groupe de congruence).

Définition 4.16. Une fonction f € C®(G) est une forme automorphe pour I' si elle
vérifie les conditions suivantes :

(AF1) f(vg) = f(g) pour tout v € T' et pour tout g € G,

(AF2) f est K-finie a droite,

(AF3) [ est 3(gl,(C))-finie,

(AF4) Pour tout u € U(gl,(C)), la fonction u.f est a croissance modérée.

Les formes automorphes pour I' forment un sous-espace vectoriel de C®(G) noté

A(G; T).
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Pour que cette définition ait un sens, il ne reste qu’a expliquer ce qu’est une fonc-
tion & croissance modérée sur G. Pour cela, on commence par plonger GL,(R) dans
M,.+1(R) de la maniére diagonale évidente t(g) = (g,det(g)™"). On voit M, ;;(R)
comme espace euclidien pour le produit scalaire (4, B) — Tr(*AB), et I'on consi-

dere || - || : M, 41(R) — R la norme euclidienne associée :
IM|P=Tr(‘\MM)= Y M,
1<i,j<n

Pour g € G on note simplement ||g|| I’élément ||¢c(g)||. Signalons quelques propriétés
élémentaires t vérifiées par la fonction ||.|| :

() llghl| < |lg]l [|4]] pour tout g,k € G,
(ii) ||g|| > 1 pour tout g € G,

(iii) [lgkl| = llkgll = |lgl| pour tout g € G et k € K,

(iv) il existe des réels ¢, N > 0 tels que ||g7!|| < ¢||g||N pour tout g € G.

Définition 4.17. Une fonction f : G — C est dite a croissance modérée sl existe
des réels ¢, N > 0 tels que |f(g)] < cl|g||N pour tout g € G.

La propriété (ii) montre que les fonctions & croissance modérée forment un sous-
espace vectoriel.

Proposition 4.18. L’espace A(G ; T") est stable par les actions de K et de U(gl,,(C)).

DEMONSTRATION —  Soient f € A(G; 1), k € K et X € gl,,(C). Il faut voir que Ry, f
et Rx f sont dans A(G,T).

— La propriété (AF1) découle dans les deux cas du fait que L., et Ry (resp. Rx)
commutent.

— Soit W C €C*(G) l'espace (de dimension finie) engendré par les Ry f avec
k' € K. 1l est évidemment K-stable, et il contient Ry f, donc f satisfait (AF2).
On a pour tout k¥’ € K la relation Ry Rx f = Ryxp-1Re f C ZYEQ Ry W (de
dimension finie car W et g le sont), donc Ry f satisfait (AF2).

— L’action de 3 commute évidemment avec Rx, et aussi avec Ry par la Proposition
4.8 et la formule Ry z = adi(z) Ry, de sorte que Rx f et Ry f satisfont (AF3).

— Enfin, il est évident que Ry f satisfait (AF4). Concernant Ry f, on choisit
d’abord des constantes c et N telles que | f(g)] < C||g||V, et on conclut par I'inégalité

Ri(f)(9)| = |f(gk)| < Cllgk||™ = Cl|g]|™. O

L’espace A(G;T') n’est en revanche pas stable par les R, avec g € G en général.
Sa propriété importante, du point de vue de la théorie des représentations, est que
c’est un (g, K)-module au sens de Harish-Chandra (notion qui sera vue au prochain
chapitre).

1. Pour le (ii), on pourra observer, pour tout M € M,;1(R), que l'on a l'inégalite ||M]* >
(n 4 1)|det M|>/ (1) En effet, on peut supposer M symétrique définie positive, puis appliquer
I'inégalité arithmético-géométrique. Pour le (iv), utiliser que M ~! est la transposée de la comatrice
de g pour M € SL,41(R), et observer que pour tout polynome P € C[X; ,], il existe des constantes
¢, N > 0 telles que |P(M; ;)| < c||[M]||" (car c’est vrai pour P = X; ).
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5. Les formes modulaires sont des formes automorphes

On considére ici le cas n = 2 et I' = GLy(Z). On note P C GLy(R)* le sous-

groupe constitué des matrices de la forme < g “17 ) (donc, avec y > 0), Z ~ Ry le

sous-groupe central des homothéties de facteur > 0, et on pose
KT = KNGLy(R)* =SO(2)

b _ab ) avec a® + b* = 1). Pour tout A € C*, écrit sous la

forme A = a + bi avec a,b € R, on pose

s=(1 J)ezxt

(matrices de la forme ( *

(C’est la similitude de rapport A si 'on identifie R? 4 C au moyen de la base (i, 1).)
Tout élément de K7 est de la forme sy pour un unique .

Proposition 4.19. (i) Le stabilisateur du point i € H dans GLy(R)T est KT Z.
(ii) L’application g — j(g,i) induit un isomorphisme de groupes K*Z — C*.
On a j(sx, i) = A pour tout A € C*.

(111) On a (g f) -1 = x + 1y pour tout x € R et tout y > 0. De plus, tout

)

élément de g s’écrit de maniére unique sous la forme psy avecp € P et A\ € C*.

‘leig = { étant équivalente 4 b = —c et a = d, le
stabilisateur de ¢ est K77, d’ou le (i). Ce stabilisateur est aussi le sous-groupe des

g € GLy(R)™ préservant la droite (C( i ) dans C?, I’élément j(g,i) étant alors la

DEMONSTRATION —  L’équation

valeur propre associée. Cela montre que g — j(g,7) est un morphisme de groupes.
L’identité j(sy,7) = A est claire. Le (iii) est évident. O

On a vu au chapitre 2 que I’ensemble B des R-bases w = < g; > de C est muni

d’une action simplement transitive de GLy(R). Choisissons pour base de référence
la base directe < : ) € Bt de C. L’application g g(

)
1 1

GLQ(R) :> B et GLQ(R)+ :> ‘B+.

> induit des bijections

Fixons un caractére y de C*, i.e. un morphisme de groupes C* — C*, et une
fonction f : H — C qui est modulaire de poids x. On rappelle que f est de la forme

F(( 1 )) pour une, et une seule, fonction F' : B — C vérifiant F'(yA\w) = x(\) F(w)

pour tout w € BF tout v € GLy(Z), et tout A € C*. On associe & x et f et la
fonction

(29) O;: GLy(R) — C, g F(g( . >).

Il résulte de cette définition et du §2.2 que pour tout g dans GLy(R)™ on a la formule
®(9) = x(ilg, 1)) f(g.9).

Proposition 4.20. Soit x un caractere de C*. L’application f — ®; induit une
bijection C-linéaire entre l’espace des fonctions H — C qui sont modulaires de poids
x et Uespace des fonctions ® : GLy(R) — C wérifiant :
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(i) ©(vg) = ®(g) pour tout v € GLao(Z) et tout g € GLy(R),
(i1) D(gsxn) = x(A\)P(g) pour tout g € GLy(R) et tout A € C*.

De plus, on a <I>f(< o9 >) = f(xz + iy) pour tout z € R et tout y € R.p.

DiEmonsTRATION —  C’est une traduction de la Proposition 2.5 (compte tenu de la

. ), GL2(R) = B) et de la Proposition 4.19 (ii). O

bijection g — g( 1

1
bijection H x C* — GLy(R)*, (7, A) — p,sy est un C*-difféomorphisme. En effet,
elle est manifestement de classe €*°, et son inverse est donnée par la formule

Si 7 € H on note p, € P I'élément ( g ) vérifiant 7 = x + 1y. Observons que la

g (g4, j(s(9),1), avec s(g) = p,; 9,
qui est manifestement de classe C,, également.
Lemme 4.21. Soit x un caractére de C* et ® : GLy(R) — C vérifiant les asser-

tions (i) et (ii) de la proposition 4.20. La fonction @ est de classe C si, et seulement
s1:

(1) la fonction A — x(\),C* — C,
(1) et la fonction T +— ®(p,), H — C,

sont de classes C°.

DEMONSTRATION —  La relation ®(vg) = ®(g) pour un v € GLy(Z) — SLy(Z) montre
que P est de classe C™ si, et seulement si, c’est le cas de sa restriction & GLy(R)™.
On conclut immédiatement par la relation (ii) vérifiée par x et par I'observation
précédent le lemme. 0

Lemme 4.22. Un caractére x de C* est C> si, et seulement si, il est de la forme
A= N A]® avec m € Z et s € C.

DEMONSTRATION —  Hxercice! O

On s’intéresse maintenant a l'action de gl,(C) sur les ;. On pourrait utiliser
la base Z, e, f,h mais ce ne serait pas trés judicieux car elle n’est pas adaptée a
la propriété (i) de ®; vis a vis du sous-groupe K. On considére plutot la base
Z. e, ', h avec

Zh_{lO]’6_2 i etf—2 i 1 =¢
On vérifierait aisément que les relations [b/, €] = 2¢/, [b/, f'] = —=2f" et [¢/, f'] =
h' valent encore. L’origine de cette nouvelle base? de sly(C) est la suivante. Tout

2. Une maniére alternative, bien que similaire, de penser a la base ¢, f’, ' est de raisonner dans

la base ( i ) , ( _1Z ) de C2, dans laquelle K agit diagonalement. Autrement dit, on conjugue
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d’abord la matrice anti-symétrique [ 0 -1 ] = ih/ est un générateur de 'algébre de

1 0
Lie de K : on a pour tout t € R la formule
(30) exp(tih') = si.

L’action par conjugaison de K sur My(R) préserve R(ih'), RZ, et aussi le plan des
matices symétriques de trace nulle, i.e des [ Z _Uu ] avec u, v dans R. L’action sur ce

plan se diagonalise aprés extension des scalaires a C, les éléments e’ et f/ étant choisis
comme étant une base de vecteurs propres (et ensuite normalisés correctement). On
a précisément

(31) ads, e = (A/|A)?e" et ady, f' = (A/|A) 7 f.

Proposition 4.23. Soit x le caractére A — XN"|\|°, m € Z et s € C. Soit ® :
GL2(R) — C de classe C> wvérifiant ®(gsy) = x(A\)P(g) pour tout g € GLa(R) et
tout A € C*, et f : H — C la fonction T — ®(p,) (de classe C* aussi). On a les
formules suivantes :

(1)) Rz® = (m+s) P,

(i) Ry® = m ®,

(iii) (Re®)(prsy) = X" 2N ((F—7) 5

() (Rp®@)(prsy) = A2 A (1 =7) g2 f(7) — (m+5) f(7)).

DEMONSTRATION — Pour t € R on a e? = s, puis ®(get?) = eMm+91td(g), dont I'as-
sertion (i) découle en dérivant en ¢t = 0. De méme, la formule (30) montre ®(ge™")
e d(g), puis Ry @ = im @, et donc (par C-linéarité) R, ® = m®. Le (iii) est plus
subtile. On commence par observer que l'on a (Re®)(p-sy) = (Rs,Re®)(p;). La
formule générale Ry, Rer = Raq,, o« Rs,, I'identité ads, ' = (N/|A])?€, et la relation
évidente Ry, @ = A™|\|°®, entrainent donc I'égalité
(Re®)(prsa) = A" 2N (Rer @) (pr)-
Pour calculer Ry ®(p,) sans effort il parait naturel de décomposer d’abord e comme

somme d’un élément de ’algébre de Lie de P et d’un élément de ’algebre de Lie de
K*Z. Concrétement on a

1
6/ = é(h/ — Z) + El,l — iEl’z.

Les assertions (i) et (ii) déja montrées entrainent déja

s
Riw—z) ® = 5 P,

de sorte que nous n’avons plus qu’a déterminer (Rj.,g, ®)(p;) pour i = 1,2. On
pose T =x +iy,on apourt e R :

v = (57 ) (5 ) = YT )=t

GL2(R) dans GLy(C) par C~1 avec C' = { 1 _12 ] (c’est la “transformation de Cayley"). L’appli-

cation M — C~1MC avec C = [ 1 jl } envoit respectivement h', e’ et f’ sur —h,e et f.
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d’ott la formule

Re,,(p,) = Im7 §—§<T>

en dérivant en ¢ = 0. Dans cette derniére formule, nous voyons bien entendu f comme
une fonction de deux variables (z,y) (comme en théorie des fonctions holomorphes)
via (z,y) — f(x + iy). De méme, on a pour t € R :

vp-epitna) =o(( 4 1) (o 1 =l § T )=,

puis la formule

_ of
RE172<I>(pT) =Imr7 e (7).

En terme des opérateurs différentiels d’ordre 1 sur C€>°(H) définis par les formules
9 19 19 9 19 10
or 20x 20y 0 20x 20y

familiers en analyse complexe, et en utilisant la formule —2¢Im7 =7 — 7, on a la

relation Im 7'(8@ —i2) = (F—7)Z. On a donc montré
o)

(Re, - 5, 8)(pr) = (7 = )5 (),

ce qui termine la démonstration du (iii). L’assertion (iv) se montre de la méme
maniére, en utilisant ad,, f' = (A/|A])2f et f'=¢ = 2(=h' = Z)+E1 1+ iE 5. O

Corollaire 4.24. On se place sous les hypothéses de la Proposition 4.23 et on sup-
pose de plus s = 0. Les assertions suivantes sont vérifiées :

(1) On a Ry ® =0 si, et seulement si, f est holomorphe sur H.
(i1) Si f est holomorphe, on a C® = m(m + 1) ®.
(iii) Sim=s5=0, on a (C®)(p,) = —2(Im7)? %f@').

DEMONSTRATION —  Le (i) résulte immédiatement de la formule pour Ro®, et du
fait que f est holomorphe si, et seulement si, on a g—£ = 0 (équations de Cauchy-
Riemann). Pour le (ii), on utilise la formule

O — ((h/)2 +ZQ)/2+6/f/+f/e/ — ((h/)2 +ZQ>/2+h/+2f/€/

et les relations Ro® =0 et R, & = Rh/ ® = m ®. Pour le (iii), on pose & = Ry P.
On a @' (p.sy) = (M|A)?(F — 7)4L, de sorte que @ satisfait les hypotheses de la
proposition avec m = 2 et s = —2. On en déduit

Rp®(p:) = (1 —7) 9L (7 ~ 1) o0) — (7 1) 2L = — (1m7)? 521 (7).

(on rappelle que l'on a par définition 8f( )=1et %(F) =0). O
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Théoréme 4.25. Soit k € Z. L’application f +— ®; induit une bijection entre [’es-
pace My, des formes modulaires et ’espaces des formes automorphes ® : GLy(R) — C
pour GLy(Z) vérifiant les conditions suivantes :

(i) ®(gsy) = A\F®(g) pour tout A € C* et tout g € GLy(R),
(i1) Re @ =0,
(iii) C® = k(k +1)®.

DEMONSTRATION —  On part de la Proposition 4.20 appliquée a x(\) = A7*. Soit
f : H — C une fonction modulaire de poids £ > 0. Notons que ®; est propre sous
l'action de K™ ; comme ce dernier est d'indice 2 dans K, on en déduit que @ est
K-finie. On a vu que f est de classe C* si, et seulement si, on a ¢ € C*°(G), puis
que f est holomorphe si, et seulement si, Ro®; = 0. Si f est holomorphe, on a
vu aussi que @y est propre sous l'action de Z et de C, elle est donc 3(gl,(C))-finie
d’aprés le Théoréme 4.10. Nous allons maintenant vérifier que si f est holomorphe,
f(7) admet une limite pour Im7 — +o00 si, et seulement si, ®; est & croissance
modérée, et qu’auquel cas elle satisfait (AF4).

Soit g = prsa € GLe(R)*. On a |®f(g)| = |A||f(7)|. En particulier, si @ est a
croissance modérée, il existe des constantes C, m telles que 'on ait

(D) = 1@5(p)] < Cllp||™ = O(7* + L+ (Im7) %)™/,

Cela entraine que la série de Laurent f : D — {0} — C, qui rappelons-le vérifie

f(q) = f(7), satisfait |f(z)] < |P(log(|2])| ot P € R[X, X~!] est un polynoéme bien
choisi (observer que l'on peut écrire z = €™ avec |Re(7)| < 1, auquel cas on a

I7> < (Im7)% + 1 et |log(|z])| = 2rIm 7). Cela implique que |z f(z)| est bornée au

voisinage de z = 0, et tend vers 0 en 0 : f est holomorphe en 0, i.e. f est une forme
modulaire.

Etudions enfin la réciproque. Observons d’abord que si g € GLy(R)* est de la
forme p,sy, on a les égalités | det g| = [A*Im 7 et

[Iprsall* = [[p-AlI[* = [AP(I7[* + 1) + | det g| >

En particulier, on a [A[Im7 < |lgl], [A|7*(Im7)~" < [|g]l, [A7 < [lgl[* et [Im7] <
llglP.

Ssupposons enfin que f(7) admet une limite quand Im 7 — +o00. En particulier,
|f(7)] est bornée sur le domaine fondamental F par une certaine constante C' > 0.
Mais tout g € GL2(R) est de la forme g = vp,s) avec v € GLy(Z) et 7 dans
F. Comme ®; est GLy(Z)-invariante a gauche, on a donc |®(g)| = |A7*|f(7)] <
C|A|7%. Les observations ci-dessus (et k& > 0) montrent [A\|~* < ||p,sy|[**. On conclut
par le lemme 4.26.

Vérifions maintenant que u®; est a croissante modérée pour tout u € U(gly(C)).
Cela concluera la démonstration. Il suffit de le faire pour des éléments de la forme
(f1)(R)°(e")°Z% avec a, b, ¢, d des entiers > 0. D’apres les relations Rz®; = Ry @, =
m®; et Re @y = 0, il suffit de le vérifier pour la fonction ¥,,, := Ry/)ym®; avec m > 0.
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D’apres la Proposition 4.23 (iv), elle vérifie U,,(p,sy) = A *(N/|A]) 2™ fn(7), ol
fo=fetpourm>1ona

() = (7 —?)afma—;(ﬂ + (E—=m+1)frn(7).

On constate aisément que f,,(7) est une combinaison linéaire finie de fonctions de
la forme (7 —7)' fU)(7) avec i < m. En particulier, | f,,(7)| est majorée sur F par un
polynome en Im 7 dont le degré est < m. Le méme argument que ci-dessus montre
alors que ¥, est a croissance modérée. O

Le lemme suivant est da a Borel et Harish-Chandra. On note IT C GLy(R) I'ensemble
des éléments de la forme p,s, avec 7 € F et A € C*.

Lemme 4.26. [l existe une constante o > 0 telle que pour tout g € 11 on a

ollgll < infreary@)llvgll < llgll-

DEMONSTRATION —  Fixons g = p,sy avec 7 € F. Soit v € GLy(Z). On pose 7" =
vp-(i1) = y7 € C — R. On a yp, = pysy pour un unique \' € C, ou la définition
de p, pour z € C — R va de soi. En appliquant h +— |det h| on obtient ’égalité
Im7 = Im7’ |N|%. On a donc

1791l = Tlpr sl = b [ANT]]? = AN (|77 +1) + | det g| 7.
Ecrivons v = ( ¢ Z ) On a |N|=|cr+d| et 7 = (a7 +b)/(cT + d), puis
NP7+ 1) = |ar +b]* + et +d]* > (a* + ) (Im7)* > (Im 7).
Mais on vérifie immédiatement que pour 7 € F, et plus généralement pour |Re 7| <
1/2 et Im7 > V/3/2, on a linégalitée (Im7)? > £ (|7|?> + 1). Cela montre
3
lvall® = < gl

et conclut la démonstration (avec 62 = 3/8). O

Remarque 4.27. Le Lemme 4.26 s’¢tend & GL,,(Z) C GL,(R), et méme a des sous-
groupes d’indice fini de ces derniers, si 'on remplace II par un domaine de Siegel
convenable : voir le premier chapitre du livre de Borel Introduction auz groupes
arithmétiques.



CHAPITRE 5

Propriétés de finitude et (g, K )-modules

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux propriétés de finitude des espaces de formes
automorphes A(G;T). Ces espaces sont munis d’actions naturelles de K et g compa-
tibles en un certain sens : c¢’est un exemple de (g, K )-module (ou module de Harish-
Chandra). Dans une premiére partie, nous étudierons abstraitement ces (g, K)-
modules et introduirons trois notions de finitude naturelles les concernant : admis-
sibilité, engendrement fini, longueur finie. Un résultat da & Harish-Chandra affirme
I'équivalence de ces trois notions pour un (g, K)-module donné si ce dernier est
annulé par un idéal de codimension finie de 3(gc). Dans la seconde partie, nous dé-
montrerons cet énoncé dans le cas G = GLy(R), et nous classifierons essentiellement
les (g, K)-modules admissibles irréductibles dans ce cas, un résultat fameux da a
Bargmann qui est un ingrédient important dans la classification du dual unitaire de

GLo(R).

Fixons I' un sous-groupe d’indice fini de GL,(Z) et I un idéal de codimension
finie de 3(gc). Un résultat central da & Harish-Chandra est 'admissibilité du (g, K)-
module A(GL,(R);I")[/] constitué des formes automorphes f € A(GL,(R);T") an-
nulées par I. Cet énoncé peut étre vu comme une vaste généralisation du fait que les
espaces My, étudiés au chapitre 2 sont de dimension finie. Nous en donnerons une dé-
monstration compléte (et au chapitre suivant) que dans le cas n = 2 et I' = GLo(Z),
cas qui présentera toutefois déja de nombreuses difficultés et idées du cas général.
Un énoncé intermédiaire qui jouera un role important est le théoréme “d’harmoni-
cité” de Harish-Chandra, étudié ici en section 3. Il permet notamment de montrer
que les formes automorphes sont & croissance uniformément modérée (et d’affaiblir
substantiellement 1’hypothése (A4)).
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1. (g, K)-modules et énoncés de finitude

Si G est un groupe, on rappelle qu'une représentation linéaire de GG sur un C-
espace vectoriel V' est la donnée d’un morphisme de groupes p: G — GL(V'), ou ce
qui revient au méme d’une structure de C[G]-module sur V. Sig € G et v € V on
note aussi g.v pour p(g).v. Les représentations de G forment une catégorie de maniére
évidente : celle des C[G]-modules. Une représentation (p, V') est dite irréductible (ou
simple) si 'on a V' # 0, et si les seuls sous-espaces de V' stable par p(G) sont {0} et
V', autrement dit si le C[G]-module associé est simple.

On suppose désormais que GG est un groupe topologique. On rappelle que tout C-
espace vectoriel de dimension finie est muni d’une topologie canonique (équivalence
des normes). Une représentation (p, V') de G avec dimV < oo est dite continue si
p lest en tant qu’application G — GL(V'), ot GL(V) est vu comme un ouvert de
I'espace de dimension finie End(V'). Il est équivalent de demander que pour tout
v € V, Iapplication “orbite" g — g.v, G — V, est continue. En effet, cette propriété
est évidemment nécessaire, et pour la réciproque il suffit de I’appliquer aux vecteurs
v d’une base donnée de V. On note Irr(G) I'ensemble des classes d’isomorphisme de
représentations continues et irréductibles de G sur des espaces de dimension finie
(c’est évidemment un ensemble car on peut supposer que ’espace sous-jacent est C"
pour un entier n > 0).

Pour tout 7 € Irr(G), et toute représentation linéaire (p, V') de G, on note V,, C V/
le sous-espace engendré par les sous-représentations de V' qui sont isomorphes a 7.
Un argument a la Zorn montre que la représentation V, est isomorphe a une somme
directe (éventuellement infinie) de représentations isomorphes a 7. L’égalité évidente
Homge(V7, V) = 0 pour 7 # 7' entraine que les sous-espaces V, avec 7 € Irr(G)

sont en somme directe dans V. Cette somme est toutefois strictement incluse dans
V en général (donner un exemple avec G = R et dim V' = 2).

Proposition 5.1. Soient G un groupe topologique compact et (p,V') une représen-
tation de G. On a équivalence entre :

(Z) V= @Telrr(G) ‘/T’
(11) V' est réunion de sous-représentations de dimension finie et continues,

(111) pour tout v € V', Uapplication g — p(g).v prend ses valeurs dans un sous-
espace de dimension finie W de V', et induit une application continue G — W.

DEMONSTRATION —  Les conditions (ii) et (iii) sont trivialement équivalentes, et (i)
implique (ii). Supposons (ii) vérifiée et montrons V' C >_ 1, ) V- (la seule chose
restant & monter par les rappels ci-dessus). Par le (ii), il suffit de voir que si U C V
est une sous-représentation de dimension finie et continue, on a U C ZTGIH(G) U
(car on a U, C V;). On peut donc supposer que V est de dimension finie.
Rappelons que G étant compact, il posséde une unique mesure borélienne de

volume total 1 invariante par translation des deux cotés, notée dg : ¢’est la mesure
de Haar.! Cette mesure permet de munir V' d’un produit hermitien (défini positif)

que nous considérerons sérieusement ici est le cas ridiculement simple du groupe G = SO(2).
Dans ce cas, le morphisme de groupes 7 : R — SO(2), © > Sp2ine, est un revétement surjectif de
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pour lequel on a G C U(V) (groupe unitaire de V'). En effet, on part d’un produit
hermitien (x,y) arbitraire et on observe que la fomule

.y =/(g.x,g-y>dg
G

est bien définie et convient. Il en résulte que tout sous-espace U de V qui est G-
stable admet un supplémentaire G-stable, a savoir I'orthogonal de U pour le produit
hermitien ci-dessus. En particulier, V' est somme directe de sous-représentations
irréductibles, ce qui conclut. 0

Considérons le cas du groupe compact G = SO(2). Il sera commode de noter
€ : SO(2) — C* le morphisme de groupes vérifiant €(sy) = A pour A € C* avec
|A| = 1, c’est un isomorphisme (topologique) sur son image qui est le cercle unité S*.
C’est un groupe commutatif, donc ses représentations irréductibles de dimension finie
(continues ou non) sont de dimension 1 (noter que si p est de dimension finie alors
p(G) est “co-trigonalisable", donc posséde une droite stable). L’ensemble Irr(SO(2))
est donc en bijection avec ’ensemble des morphismes continus SO(2) — C* (ou
“caractéres”). C’est un exercice classique de vérifier que les caractéres de S! sont les
A= A" avec m € 7, on a donc

Irr(SO(2)) = {€™, m € Z}.
Si V' est une représentation linéaire de SO(2), et si m € Z, on notera
Vin i =Vem ={v eV, gv = €(9)"v Vg e SO(2)}.

On a démontré le corollaire suivant (qui s’applique en particulier aux représentations
linéaires de O(2) qui sont réunion de sous-représentations continues de dimension

finie) :

Corollaire 5.2. Si V est une représentation linéaire de SO(2) qui est réunion de
sous-représentations continues de dimension finie, alors on a V=D, ., Vin.

La définition ci-dessous aurait un sens (et un intérét) pour tout groupe de Lie G
et tout sous-groupe fermé K C G. Nous ne l'utiliserons que dans le cas G = GL,,(R)
et K = O(n), ce que I'on suppose désormais pour fixer les idées. On pose g = gl,,(R)
et note € C g le sous-espaces des matrices X € M, (R) avec /¥ € K pour tout
t € R, i.e. des matrices antisymétriques (c’est 1’algébre de Lie de K). On pose aussi

gc =g®r C=gl,(C).

Définition 5.3. Un (g, K)-module (ou module de Harish-Chandra) est la donnée
d’un C-espace vectoriel V- muni a la fois d’une structure de U(gc)-module et d’une
représentation linéaire de K telles que :

(HC1) en tant que représentation de K on a 'V = @Tem(m V.,

groupe Z. Ainsi, si A désigne la mesure de Lebesgue sur R telle que A([0,1[) = 1, 'invariance par
translation de A entraine immédiatement que la mesure borélienne sur SO(2) définie par u(X) =
A([0,1[N771(X)) est une mesure de Haar sur SO(2) (c’est ce que I'on fait en analyse de Fourier
traditionnelle!). Si G est un groupe de Lie, comme G = O(n) ou (d’aprés Cartan) tout sous-groupe
fermé de GL,(R), on dispose également d’un construction assez simple de la mesure de Haar a
I’aide des formes volumes.
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(HC2) pour tout X € € et tout v € V., lapplication t — e .v est dérivable en
t =0 et de dérivée X.v,

(HC3) pour tout X € g, k€ K etveV onak (X -v) = adg(X) - (k-v).

La condition (HC2) a bien un sens car d’aprés (i) Papplication ¢ — e'*.v prend

ses valeurs dans un espace de dimension finie. En fait, I'existence de la dérivée en
question est automatique : c’est un exercice ? de voir que tout morphisme de groupes
continu R — GL,,(C) est de la forme ¢ — e4* pour un unique A € M,,(C).

Les (g, K)-modules forment une catégorie de maniére évidente : un morphisme est
une application C-linéaire commutant aux actions de K et gc, on a des sommes di-
rectes évidentes, une notion de sous-(g, K )-module (=un sous-espace vectoriel stable
par K et g), etc.. C’est une catégorie abélienne, qui est méme munie d’un produit
tensoriel (voir I'exemple (d) ci-dessous). Un (g, K')-module V' est dit irréductible s’il
est non nul et s’il ne posséde pas de sous-(g, K)-module autre que 0 et V.

Exemple 5.4. (a) Le sous-espace C°(G)k_fini des éléments K-finis de C*(G)
pour les translations a droite est un (g, K)-module (bien entendu, pour la
représentation de g donnée par les Ry et la Proposition 4.1 ). Pour vérifier
I'axiome (HC2), on pourra observer que si W C C>(G) est un sous-espace
vectoriel de dimension finie, on peut trouver un nombre fini d’éléments g; € G
tels que les formes linéaires f — f(g;) engendrent W*.

(b) Pour tout sous-groupe discret I' C G, 'espace des formes automorphes
A(G;T) est un sous-(g, K )-module de C*°(G)k_gini (Proposition 4.18).

(c) Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et p : G — GL(V') une repré-
sentation de classe C*>. Alors I'espace V' est muni d’une structure naturelle de
(g, K)-module noté dV : action de K est celle donnée par p, et 'action dp de

g est définie par dp(X)v = % tzoetX .v. La Proposition 4.1 appliquée aux coef-

ficients matriciels de p, i.e. aux fonctions g — p(p(g).v) avecv € V et p € V*,

montre que dp est une représentation de g et que dV est un (g, K')-module.

(d) Si V; et V5 sont des (g, K)-modules, il existe une unique structure de (g, K)-
module sur V; ®¢ V5, telle que pour tout X € g, tout k£ € K, et tout v,w € V
on ait k.(v®@w) = (kv) ® (kw) et X.(v@w) =(Xv)@w+ v (Xw).

Remarque 5.5. (Remarques informatives mais non utilisées dans la suite)

(i) On peut montrer la réciproque suivante de I'exemple (c) : tout (g, K')-module
W de dimension finie provient d’une et une seule représentation G — GL(W)
de classe C> (plutét que seulement du revétement simplement connexe de
GL,(R)" comme le donnerait la théorie de Lie). Un fait trivial mais utile est
I'égalite G = GL,(R)TK.

2. En effet, soit f un tel morphisme. On choisit ¢ : R — R>( une fonction de classe C*°, &
support compact telle que lintégrale I = [, o(t)f(t)dt est dans GL,(R). On a alors pour tout
z € R la relation f(x)I = [, o(t)f(z +t)dt = [, p(t — x)f(t)dt, qui montre que f est de classe
€°°. On peut donc dériver l'égalité f(t+x) = f(t)f(x) en t = 0, et on obtient f'(z) = Af(x) avec
A= f(0) € M, (C), puis f(z) = 4.



1. (g, K)-MODULES ET ENONCES DE FINITUDE 77

(ii) La construction donnée au (c) s’étend avec peu de modifications aux repré-
sentations unitaires p : G — U(V) sur un espace de Hilbert V' (rappelons
que cela signifie que pour tout v € V l'application g — p(g).v est continue).
On prend dans ce cas pour espace sous-jacent & dV le sous-espace V! C V
constitué des vecteurs v qui sont K-finis et tels que g — p(g).v est de classe
C*> (en tant que fonction sur G a valeurs dans V'), et les mémes actions de K
et de g. Un argument basé sur de la convolution montre que V' est dense dans
V' (Gérding, Peter-Weyl). Harish-Chandra montre que V' — dV est une bijec-
tion entre classe d’isomorphisme de représentations unitaires de G et classes
d’isomorphisme de (g, V)-modules unitaires (en un sens assez évident). Nous
renvoyons a l'introduction de I'article de Casselman sus-cité, a l'article de W.
Baldoni dans le livre [BK] référencé pour un survol de la théorie, et aux cha-
pitres LIII, et VI du livre de Knapp référencé pour un exposé complet. La
Proposition 5.21 de ce chapitre est un énoncé clef dans ces directions.

Définition 5.6. Un (g, K)-module V' est dit admissible si on a dim'V, < oo pour
tout 7 € Irr(K).

On véifie aisément qu’un sous-module (resp. un quotient) d’un (g, K)-module
admissible est encore admissible (voir 'exercice 5.2). Avant d’énoncer le premier
théoréme de finitude dont nous aurons besoin, nous devons faire deux observations.
Soient V' un (g, K)-module et v € V.

(a) La propriété (HC3) montre que le sous-espace U(gc) - C[K] - v est stable par
K (et évidemment par gc) : c’est le sous-(g, K)-module engendré par v. Le plus
petit sous-(g, K)-module de V' contenant une famille d’éléments v; de V' est donc
> Ulge) - CIK] - v; ("sous (g, K )-module engendré par les v;").

(b) Il est équivalent de demander que v est 3(gc)-fini, et de demander qu’il existe
un idéal de codimension finie I C 3(gc) tel que I.v =. En effet, on a un isomorphisme
3(gc).v ~3(gc)/I, ou l, = {z € 3(gc), zv = 0} est I'idéal annulateur de v dans 3(gc).
En utilisant d’'une part que 'action de 3(gc) commute a K et & U(gc), et d’autre
part qu’une intersection finie d’idéaux de codimension finie est de codimension finie,
on constate que si V' est engendré par un nombre fini d’éléments 3(gc)-finis, alors
il existe un idéal I C 3(gc) de codimension finie tel que IV = 0 (i.e. I annule tout
¢lément de V).

Théoréme 5.7. (Harish-Chandra) Soit V' un (gl,,(R), O(n))-module annulé par un
idéal de codimension finie de 3(gl,(C)). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) V est de longueur finie : il existe une suite finie de sous-(gl,,(R), O(n))-module
Vo=0CViC---CV, =V avec V;/V,_y irréductible pouri=1,...,m,
(i1) V est engendré par un nombre fini d’éléments,

(111) V' est admissible.

La seule implication évidente dans ce théoréme est (i) = (ii). De plus, le théoréme
tout entier est facile et laissé en exercice au lecteur dans le cas n = 1. Nous le
démontrerons pour n = 2 dans la section suivante.
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Le second résultat de finitude suivant, également di & Harish-Chandra, est
central en théorie des formes automorphes. Si I est un idéal de 3(gc), on pose
V[I] = {v € V, Iv = 0}. C’est un sous-(g, K )-module de V (utiliser, encore, que
3(gc)-commute avec K et U(gc)).

Théoréme 5.8. (Harish-Chandra) Si I' est un sous-groupe d’indice fini de GL,,(Z),
et si I est un idéal de codimension finie de 3(gc), alors A(G;T)[I] est admissible (et
donc de longueur finie).

La démonstration de ce théoréme est difficile (sauf pour n = 1, ou c’est un
exercice!). Dans ce cours, on se propose de le démontrer complétement uniquement
dans le cas n = 2 et I' = GLy(Z). Nous renvoyons au chapitre 1 du livre de Harish-
Chandra référencé pour le cas général. Harish-Chandra démontre en fait loc. cit. un
énoncé encore plus général, dans lequel on a G = G(R) et I' d’indice fini dans G(Z),
ou G est un schéma en groupes affine et de type fini sur Z supposé réductif sur C.

Terminons par un énoncé général et utile dont la démonstration est élémentaire.

Proposition 5.9. Soit V' un (g, K)-module admissible et irréductible. Il existe un
morphisme de C-algébres 1 : 3(gc) — C tel que z.v = n(z)v pour tout v € V et tout

z € 3(gc)-

DEMONSTRATION —  Soit 7 avec V, # 0. L’action de 3 commute a K (axiome (HC3)
et Proposition 4.8), elle préserve donc V; et forme une famille commutative d’endo-
morphismes de ce dernier. Comme V. est de dimension finie sur C par hypothése,
il existe un vecteur e € V, — {0} propre pour tous les éléments de 3 (“cotrigona-
lisation”). On pose z.e = n(z)e. Le sous-U(gc)-module U(g).V, est stable par K
(axiome (HC3)), c’est donc V' tout entier, et z y agit par multiplication par n(z). O

Définition 5.10. Soit V' un (g, K)-module admissible et irréductible. L homomor-
phisme 1 : 3(gc) — C de la proposition 5.9 est appelé caractére infinitésimal de V.
On le notera ny .

Remarque 5.11. Observons que si V' est irréductible admissible, alors ker 7y est
un idéal de codimension finie de 3(g¢) annulant V', on a méme 3(gc)/(kerny) ~ C.
On en déduit que tout (g, K)-module admissible de longueur finie est annulé par un
idéal de codimension finie dan 3(gc). En effet, soit Vo € V4 € --- C V,,, = V une
suite croissante de sous-(g, K )-modules avec V; / Vica 1rreduct1bles pouri=1,...,m.
L’admissibilité de V entraine celle des V;/V;_; On pose I; = kerny,v,_,. L 1dea1
[1%, I; annule V'; il est de codimension finie car 3(gc) est de type fini sur C (fait
que nous n’avons montré entiérement que pour n < 2).

2. (g, K)-modules pour GL,(R)

Dans toute cette partie on a g = glL(R) et K = O(2). On pose aussi j =
3(gl5(C)). On se propose de démontrer dans ce cas le Théoréme 5.7. Au passage
nous classifierons, suivant Bargmann, les (g, K)-modules admissibles irréductibles
pour GL2(R). Fixons un (g, K')-module V. On a la décomposition

(32) Visoe) = @D Van,

mMEZ
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qui découle de I'axiome (HC1) et du Corollaire 5.2. On rappelle aussi la base
Z 0, €e, f" de gly(C) introduite au chapitre pécédent, on les renomme ici simple-
ment Z, h,e, f pour ne pas multiplier les “primes”. Faisons quelques observations
¢élémentaires :

(O1) h.v = mw pour tout v € V,,,,
En effet, c’est une conséquence directe de 'axiome (HC2).
(02) eV,, C Vipao et fV,, C Vi_o pour tout n € Z,

En effet, la relation [h, e] = 2e montre que pour v € V,, on a hev = (eh + [h,e])v =
ehv 4+ 2ev = (m + 2)v et donc v € V,,,45 par la formule (32) et (O1). L’argument
est similaire pour fV,, C V,,_5 en utilisant [h, f] = —2f.

(0O3) Posons C" = C — Z?/2 € 3 et notons P le polynome P(X) = X?/2+ X =
T((X + 1) = 1). On a les égalités suivantes dans U(gc) :

(33) 2fe =C"—P(h) et 2ef = C"— P(h—2).
En particulier, pour tout m € Z et tout v € V,,,, on a

(34) 2fev = (C'"—P(m))v et 2efv = (C"— P(m — 2)) .

(04) Si sq désigne I’élément ( _01 (1) ) de O(2), on a O(2) = SO(2) J] s0SO(2)

et SOS,\sal = sy pour tout A € C*, et ad(sp) échange e et f. En particulier, on
a so(Vin) = V_,, pour tout m € Z.

Pour v € V, on pose W(v) = > ., Ce"v + Cv+ 3 - Cf"v. On a so(W(v)) =
W (so(v)) par (O4).

Lemme 5.12. Soient V' un (g, K)-module engendré un élément v,,, € Vi, et W =
W (U, ). Alors 3W est stable par SO(2) et g, et on a V.= 3W + 350 W.

DEMONSTRATION — 30 est évidemment stable par Z. Les identités (O1) et (O2)
montrent de plus qu'il est stable par h et SO(2). L’identité (O3) montre que pour
v € Vy,,onaefveC[C'|lv Cjv, et aussi fev € jv. Cela implique que pour n > 1
on a fe"v,,, C C[C,Z]e" 'v,,, et un énoncé similaire en échangeant e et f : on a

bien eW C 3W et fW C 3W. O

Corollaire 5.13. L’implication (ii) = (iii) du Théoréme 5.7 est vraie pour n = 2.

DEMONSTRATION —  Supposons V' finiment engendré et annulé par 1'idéal de codi-
mension finie I C 3. Comme une somme directe finie de (g, K)-modules admissible
est admissible, et comme un quotient d'un (g, K )-module admissible est admissible,
on peut supposer que V est engendé par un seul élément, et méme que cet élément
dans V,,,, pour un certain my € Z, on le note v,,,. Lemme montre que pour m € Z
on aV, C 3W,, +3W_,, ot W = W(vy). Mais on constate sur la définition de
W (vo) que W, est de dimension < 1 pour tout m € Z. Comme W, est annulé par
I'idéal de codimension finie I C 3, on a bien dim 3, < oo. U
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Corollaire-Définition 5.14. Si V' est un (g, K)-module, on note m(V') I’ensemble
des entiers m € 7, avec Vi, # 0. Si 'V est irréductible, ou plus généralement si 'V est
engendré par un élément v € V,,, pour un certain m € 7Z, alors on a m(V') C m+2Z.

DEMONSTRATION —  C’est une conséquence immédiate du Lemme 5.12 si l'on re-
marque que pour tout n € Z on a 3V, C V,, et so(V,,) = Vyi_ap. d

Proposition 5.15. Soient V' un (g, K)-module. On suppose qu’il existe un entier
k > 0 et un élément v € V_; engendrant V et vérifiant les relations : ev = 0 et
Zv = sv pour un certain s € C.

Alors V' est wrréductible et sa classe d’isomorphisme est uniquement déterminée
par s et k. De plus, on a dim V,,, < 1 pour tout m € Z et m(V') et [’ensemble de tous
les entiers m € Z vérifiant m = k mod 2 et |m| > k.

DEMONSTRATION —  Les relations hv = —kv, ev = 0 et C' = P(h) + 2fe en-
trainent C'v = P(—k)v. En particulier, on a z.v = n(z)v avec n 'unique mor-
phisme d’algebres 3 = C[C”, Z] — C tel que n(Z) = s et n(C") = P(—k). L’égalité
z.aw = n(z)w vaut alors pour tout w € V car v engendre V. On a manifestement
W(v) = 3,50 Cf"v, ainsi donc que sogW(v) = > .,Ce"sp(v) par (O4), et aussi
V =W (v) ® W(sov) par le lemme 5.12. D’aprés (03), on a pour tout n > 0,

(35) 2ef"v = (n(C") — P(—k —2n)) f* ' w.

Cette formule et I'inégalité P(a) > P(b) pour a < b < —1 montrent que f™v est
non nul pour tout n > 0 (par récurrence sur n). L’assertion sur m(V') et les dim V,
s’en déduisent. On observe aussi que la classe d’isomorphisme de V' est entiérement
déterminée par k et s. L’assertion d’irréductibilité est évidente : tout sous-(g, K)-
module U C V vérifie U,, # 0 pour un certain m € Z, et 'on peut méme supposer
m < 0 a cause de sg; contient donc f™v pour un certain entier n > 0, il contient
donc €" f"v qui est un multiplie non nul de v par la formule (35). O

Cette proposition s’applique par exemple au (g, K )-module engendré par la fonction
D(g)| det(g)|k+9)/2 € €>(G) pour tout f € My, et tout s € Z, par le Théoréme
4.25. Cela montre que pour tout k pair > 2, et tout s € C, il existe un (g, K)-
module satisfaisant les hypothéses de 1’énoncé ci-dessus (prendre f = Ej). Il ne
serait pas difficile de montrer qu'un tel (g, K)-module existe dans tous les autres
cas (i.e. k impair et k = 2); on note Dy 5 ce (g, K )-module. Noter en particulier que
deux formes modulaires de méme poids engendrent des (g, K)-modules isomorphes
(& savoir Dy, ).

Théoréme 5.16. (Bargmann) Soit V' un (gly(R), O(2))-module admissible irréduc-
tible. On pose n =ny et s =n(Z). On est dans un, et un seul, des cas suivants :

(1) n(C") est de la forme P(—k) avec k > 1.

Dans ce cas, soit V' est isomorphe a Dy, soit on a k> 2 etV est le (g, K)-module
associé a la représentation (Sym* 2 C?) @ | det |*=9/2x de GLy(R), ot x est l'un des
deux caractéres GLo(R) — {£1}.

(i1) n(C") n'est pas de la forme P(m) avec m € m(V).
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Dans ce cas on a soit m(V') = 27 (cas “pair”), soit m(V') = 2Z + 1 (cas “impair”),
ainst que dimV,,, < 1 pour tout m € Z. La classe d’isomorphisme de V' est uni-
quement déterminée par ny et par une donnée supplémentaire définie ci-dessous qui
ne peut prendre que deux valeurs. Dans le cas pair, cette donnée est simplement la
valeur propre de so sur la droite Vi (un signe £1).

DEMONSTRATION —  Supposons d’abord que la multiplication par e est injective dans
V. La relation adg,e = f montre qu’il en va de méme de la multiplication par f, et
donc de celle par ef, qui préserve V,,, pour tout m. Les Formules (33) montrent que
n(C") n’est pas de la forme P(m) avec m € m(V') et que les multiplications par e et
[ sont bijectives dans V. En particulier, on a m(V) N {0,1} # 0.

Si0 € m(V),ie Vy # 0, on peut choisir un élément v € V — {0} vecteur propre
de sp; on a alors sy(v) = £v. On constate que W (v) est stable par O(2) et g, donc
V =W (v), et on en déduit le (ii) dans le cas pair.

Si 1 € m(V), on choisit cette fois-ci v € V] vecteur propre de I"endomorphisme
bijectif sof : Vi — Vi. Le carré de cet endomorphisme est sofsof = ef (car ads, (f) =
e), et (35) montre que 2ef coincide avec la multiplication par A := n(C") — P(—1)
sur V1, un scalaire qui est non nul par hypothése. On a donc sy fv = uv avec 2u = X
(au plus deux possibilités pour u, et V' =W (v) : on conclut comme précédemment.

Faisons maintenant I'hypothése, restante, que la multiplication par e n’est pas
injective dans V. Soient m € Z et v € V,, — {0} avec ev = 0. La formule C" =
2fe + P(h) montre C'v = P(m)v. Si m = —k avec k > 1, la Proposition 5.15
montre V ~ Dy ; avec s = 1(Z). On peut donc supposons que 'on a m > 0.

Les relations n(C") = P(m), 2ef™ v = (n(C") — P(—m — 2)) fmv et P(X) =
P(—X — 2) montrent 2ef™ v = 0. La Proposition 5.15 appliquée au sous-(g, K)-
module U engendré par 1'élément f™* v de V_,,,_» montre U, = 0 pour |k| < m et
doncv ¢ U. On en déduit U = 0 par irréductibilité de V', i.e. f™™v = 0. Cela montre
que W(v) est de dimension finie, et aussi esgf™v = sof™ v = 0. Les Formules
(34) montrent enfin fiv # 0 pour 0 < ¢ < m. En particulier, on a montré que
u(z) := sof™x est un automorphisme du sous-espace (non nul) de V,, constitué des
vecteurs annulés par e. On peut donc choisir v € V;,, — {0} vecteur propre de u pour
une certaine valeur propre p, i.e. vérifiant sof™v = pv. Mais u? n’est autre que la
multiplication par €™ f™, i.e. par le scalaire non nul 27\ = [, (P(m)—P(m—2n),
de sorte qu’il n’y a que deux choix pour u. Au final, on a U = W(v). Posons
k — 2 = m. Alors U est manifestement irréductible de dimension k — 1, vérifie
v(C")y = P(m) = P(—k), et sa structure de (g, K)-module ne dépend que de I'entier
k > 2, du complexe 1(Z) € C, et de la racine carrée p de A. Nous laissons au lecteur
le soin de vérifier que les représentations de 1’énoncés fournissent effectivement de
tels (g, K')-modules, le choix de y correspondant a celui de pu. 0

Il ne serait pas difficile de montrer que les (g, K)-modules suggérés par le (ii)
du théoréme ci-dessus existent vraiment (voir, par exemple, les notes de Cassel-
man référencées). Par exemple, pour tout morphisme d’algebre n : 3 — C avec
n(C") ¢ P(2Z), et pour tout signe € € {1}, il existe un (g, K')-module irréductible
admissible P, . (unique & isomorphisme prés d’aprés le théoréme ci-dessus) ayant les
propriétés suivantes : son caracteére infinitésimal est 7, Vj est de dimension 1 et sy y
agit par multiplication par €, et m(V') = 2Z. On voit que tout (g, K)-module V est
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engendré par un vecteur v € Vy — {0} tel que spv = ev, et tel que z.v = n(z)v avec
n(C") ¢ P(2Z), est irréductible et isomorphe a P, ..

Remarque 5.17. (Formes de Maass) Soient 7 : 3 — C avec n(C") ¢ P(2Z) et € =
+1; on pose s = n(Z). Supposons que ¢ : GLy(R) — C est une forme automorphe
pour GLy(Z) invariante par SO(2) et engendrant un (g, &')-module isomorphe a P, ..
La fonction f: H — C, 7 — ®(p,) a les propriétés suivantes :

(i) f est modulaire de poids | - |* et vérifie f(—T7) = ef(7),

(ii) f est de classe C* et vérifie —2(Im T)Qaf;?f(T) =n(C) f(r) (Corollaire 4.24),

(iii) il existe une constante N > 0 telle que l'on ait |f(7)] = O(Im7)" quand
Im 7 tend vers l'infini.

Une telle fonction est appelée forme de Maass. Un argument similaire a celui du
paragraphe §5 Chap. 4 montrerait réciproquement que pour toute forme de Maass
f, la fonction @ engendre un (g, K)-module isomorphe a P, ..

Théoréme 5.18. [l n’existe qu’un nombre fini de (gly(R), O(2))-modules admissibles
irréductibles ayant un caractére infinitésimal donné (en fait, il y en a au plus 3).
L’implication (ii) = (iii) du Théoréme 5.7 est vraie pour n = 2.

DEMONSTRATION —  Le premier point résulte par inspection du théoréme précédent.
Pour le second, un dévissage simple (voir 'exercice 5.3) permet de supposer que le
(g, K)-module admissible V' admet un caractére infinitésimal 7 (et on veut montrer
que V est de longueur finie). Il en va alors de méme de tous ses sous-quotients. Etant
donné qu’il n’y a qu’'un nombre fini de (g, K)-modules admissibles irréductibles
de caractére infinitésimal n d’aprés le premier point du théoréme, il ne reste qu’a
voir que tout (g, K)-module non nul U admet un sous-quotient irréductible. Soit
u € U — {0}, on considére d'une part U’ C U le sous-(g, K)-module engendré
par u, et d’autre part U” C U’ un sous-(g, K)-module maximal ne contenant pas u
(existence assurée par Zorn) : le (g, K')-module U’/U" est manifestement irréductible
(cet argument est trés similaire & celui montrant que tout module sur un anneau
admet un sous-quotient simple). O

3. Le théoréme d’harmonicité de Harish-Chandra

Soient n > 1 est un entier, G = GL,(R), K = O(n) C G, g = gl,(R) et
gc = 0l,(C).

Comme tout groupe topologique localement compact, le groupe G admet des
mesures de Haar des deux cotés. L’existence d’une telle mesure dans le cas d’espéce
est trés simple. En effet, la multiplication par g, aussi bien a droite qu’a gauche,
est un C>*-difféomorphisme (linéaire!) de M,,(R), dont le Jacobien est constant et
manifestement égal & | det g|™. En effet, chacune des n colonnes C' de M,,(R) est un
sous-espace vectoriel G-stable (pour les translations a gauche), et on a C' ~ R" en
tant que représentation de GG. La mesure borélienne > 0 sur G définie par la formule

Hi,j dgi;

Y7 Tdet gl
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est donc invariante par multiplication a droite et a gauche par des éléments de G :
c’est une mesure de Haar (& droite et a gauche), et G est unimodulaire. Lorsque

n = 1, c’est la mesure invariante bien connue %’ sur le groupe multiplicatif R*.

Soient f, f' : G — C deux fonctions continues avec f’ a support compact. On
peut définir le produit de convolution

(f* 1)(g) = /G F(gh) /(™ Y)ydh = /G F) S (hg)dh.

Il suffirait méme de supposer que f est intégrable sur G pour la convergence absolue
de la premiére intégrale, et 1’égalité avec la seconde résulte de 'invariance de dh par
h — gh pour tout g € GG. Pour tout g € G on a manifestement :

(36) Rg(f*f/) =[x (Rg’f/)-

La multiplication G x G — G étant de classe €, on observe de maniére classique
que si f ou f’ est dans C®(G), alors on a f * f' € C®(G). De plus, pour tout
/€ C®(G) et tout X € g, on a la formule

(37) Rx(f*f) = f*Rx[f).

Par récurrence sur le degré, on en déduit que cette égalité vaut encore si I’on remplace
Rx par un élément quelconque de U(gc).

On notera IX(G) C C®(G) le sous-espace des fonctions ¢ a support compact,
et invariante par conjugaison par K, c’est-a-dire vérifiant p(kgk™) = ©(g) pour
tout g € G et tout k € K. Le résultat suivant affirme que les fonctions K-finies et
3(gc)-finie se comportent un peu comme des fonctions harmoniques.

Théoréme 5.19. (Harish-Chandra) Soit f € C*(G). On suppose que :

(1) [ est K-finie (pour les translations a droite),
(1i) | est 3(gc)-finie.

Alors pour tout voisinage U de 1 dans G, il existe ¢ € IX(G) nulle en dehors de U
véerifiant f = f *x .

Avant de discuter la démonstration de ce théoréme, mentionnons la conséquence
importante suivante pour les formes automorphes. Elle montre d’une part qu’il suffit
de supposer f a croissance modérée dans 'axiome (AF4) de la définition des formes
automorphes, et d’autre part que I’exposant de croissance peut étre choisi de maniére
uniforme tout les u.f avec u € U(gc) : on dit parfois que les formes automorphes
sont & croissance uniformément modérée. Ce second point jouera un réle crucial pour
voir que les formes automorphes "cuspidales unitaires" sont bornées.

Corollaire 5.20. Soit f € C*(G) une fonction K -finie (& droite) et 3(gc)-finie. On
suppose qu’il existe des réels ¢, N > 0 tels que |f(g)| < cllg||N pour tout g € G.
Alors pour tout u € U(ge) il existe un réel c(u) > 0 telle que l'on ait

(w.£)(@] < cw)[lgll™, Vg€ G

En particulier, u.f est a croissance modérée pour tout u € U(gc).
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DEMONSTRATION —  Soit ¢ : G — C une fonction continue et a support dans un
compact @ C G. L'inégalité ||gh|| < ||g|||h|| montre

(o)l < / Flgh)o(h)ldg < vol(9) M, Mye|jgl|",

ot on a posé My = sup,cq|(h)| et My = sup;,cq||h||. Autrement dit, f*) est a crois-
sance modérée, avec le méme exposant que f, et pour la constante vol(€2) M; M, c.
Ecrivons maintenant f = f*¢ avec ¢ € IX(G) a support dans un voisinage compact
U de 1. Pour u € U(gc) on a u- f = f * (u.p) par la formule 37, et u - ¢ est bien
entendu continue & support compact (par définition, elle est nulle hors d’un ouvert

arbtraire contenant /). On conclut en appliquant le premier paragraphe a ¢ = u- .
O

La démonstration du Théoréeme 5.19 est difficile. La méthode que nous suivons est
inspirée de I’exposition de Borel dans le chapitre 2 de [B]. Un ingrédient important de
I'argument est I'assertion (ii) = (iii) du Théoréme 5.7 (que nous n’avons démontré
que pour n < 2). Un autre est le suivant, dans lequel Iespace vectoriel C®(G) est
muni de sa structure naturelle d’espace de Fréchet (on n’utilise ici que la structure
de G comme variété différentielle, en I'occurence un ouvert de M, (R)). On rappelle
que sa topologie est métrisable et qu'une suite de fonctions f, € C*(G) converge
si, et seulement si, elle converge uniformément sur tout compact de G, ainsi que
ses dérivées partielles de tout ordre (par exemple, relativement aux n? coordonnées

TTLiJ).

Proposition 5.21. Soient W C C®°(G)k_fin un sous-(g, K)-module et V' 'adhé-
rence de W dans C*(Q).

(1) Si W est annulé par un idéal de codimension finie dans 3(gc), alors V est
stable par Ry pour tout g € G.

(1) Si W est admissible alors tout vecteur K-fini de V' est dans W.

DEMONSTRATION —  Le point (i), le plus délicat, sera démontré plus bas. Véri-
fions le (ii). Pour f : G — C continue, m € Z et g € G, on pose P,,(f)(g9) =
fSO(2) e(k)™™ f(gk) dk (ou dk est la mesure de Haar évidente sur SO(2)). Il est clair

que P,, définit un endomorphisme continu de €>°(G) qui est un projecteur d’image
C*®(@),y,. Par définition de V, P,,,(V) est dans I'adhérence de P,, (W) = W,,. Mais
comme W,, est de dimension finie par hypothése, il est fermé dans le Fréchet C*(G),
et donc P,,V C W,,. O

Montrons que cette proposition implique le Théoréme 5.19. On l'applique au
(g, K)-module W engendré par la fonction f; et on note encore V' I’adhérence de
W dans C*(G). Comme l'application G x C*(G) — C*(G), (g,v) — Ryv, est
manifestement continue, et comme C>*(G) est espace de Fréchet, il y a un sens
a définir 'intégrale® [, ¢»(h™")Ry.v dh pour tout v € C®(G). Cette intégrale n’est

3. On se raméne par exemple au cas de 'inégration a valeurs dans un Banach, traité par Lang
dans son cours “Real and functional analysis” & €°°(G) en raisonnant dans les Banach des fonctions
de classe CF sur un compact arbitraire Q de G, pour un entier k arbitraire. La formation de cette
intégrale commute aux applications linéaires continues sur I'image. Nous renvoyons a l'exposé¢ de
Garrett pour des références ainsi qu’un autre point de vue sur ces questions.


http://www-users.math.umn.edu/~garrett/m/fun/Notes/07_vv_integrals.pdf
http://www-users.math.umn.edu/~garrett/m/fun/Notes/07_vv_integrals.pdf
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autre que v * ¢ comme on le constate en I’évaluant en tout g € G, et elle est par
construction dans ’adhérence du sous-espace vectoriel engendré par les Ry.v avec
h € G. On en déduit en particulier que V' est stable par v — v*@ pour toute fonction
¢ € C*(G) continue & support compact. En particulier, pour tout ¢ € IX(G) on a
fxpeV.

Observons maintenant que pour tout ¢ € IX(G) et ¢ € €*(G),,, alors on a
Y x p € C°(G) . En effet, si k € SO(2) cela découle des égalités suivantes

/ F(gkh)p(h)dh = / F(gh)o(h™ k) dh
G G

_ / F(gh)p(kh™)dh = / f(ghk)p(h~)dh,
G G

la premiére résultant du changement de variables h — k7 'h, la seconde de la pro-
priété de ¢, et la troisieme du changement de variables h +— hk. Mais W est admis-
sible d’aprés le Théoréme 5.7 (ii) = (iii). La seconde partie de la Proposition 5.21
s’applique donc et montre

(38) Wi * o CW,, Ym € Z, Yo € IX(G).

Fixons un entier N > 0 assez grand de sorte que la fonction f soit dans l’espace
W' = ®ppj<nvWy; W’ est de dimension finie par admissibilité de W. L’observation
ci-dessus affirme que la convolution par IX(G) préserve W’. Considérons une suite
de Dirac en 1'élément 1 € G constituée de fonctions ,, dans IX(G). Une telle suite
existe bien :

Lemme 5.22. Soit U un voisinage ouvert de 1 dans G. Il existe p € IX(Q) a valeurs
>0, a support dans U, et vérifant [, p(h~')dh = 1.

DeEmonsTrRATION —  (C’est un résultat classique si 'on n’impose pas & ¢ d’étre inva-
riante par conjugaison par K (G est un ouvert de M, (R)). On se raméne a ce cas
de la maniére suivante. L’application K x G — G, (k,g) — kgk™' étant continue,
en particulier aux points de la forme (k, 1), la compacité de K montre que I'on peut
trouver un voisinage 1 € U’ C U vérifiant kU'k~! C U pour tout k& € K. Soit
1 € Coo(G) une fonction > 0, a support dans U’, vérifiant ¢ (1) > 0. La fonction
e(g) = [ « V(kgk™")dk, multipliée éventuellement par une constante > 0, a toutes
les conditions requises. O

Pour ¢ € IX(G) notons enfin u(¢) € End(W’) 'endomorphisme w + w x ¢.
Les ¢, formant une suite de Dirac, on constate que pour tout w € W’ et tout
g € G, la suite des u(¢p,)(w)(g) converge vers w(g). L’espace W' étant de dimension
finie, on en déduit que u(yp,,) converge vers I'identité dans End(W’). Le sous-espace
vectoriel de End(W’) constitué des u(p) est trivialement fermé (dimension finie),
contient donc idy~ dans son adhérence : il contient donc idy/. Cela terminer la
démonstration du théoréme, admettant le (i) de la Proposition 5.21. [J

DeEMoNsTRATION —  (Démonstration de la Proposition 5.21) D’aprés le théoréme de
Hahn-Banach (valable dans tout Fréchet), il suffit de montrer que si A est une forme
linéaire continue sur C*°(G) qui est nulle sur V' (i.e. sur W), alors elle est nulle sur
R,V pour tout g € G. Par continuité des endomorphismes R, de C*(G), il suffit de
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voir que A est nulle sur R,W. Soit w € W. Pour des raisons générales (voir I'exercice
5.5), la fonction ¢,, : G = C, g = A(R,w) est de classe C* et l'on a

Rg Pw = PRyw et Rx Pw = PRxw

pour tous g € G et X € g (ces assertions valent pour tout w € C*(G) et toute
forme linéaire continue A sur €*(G)). On en déduit que la fonction ¢, est K-finie
car w l'est, et aussi que l'on a

(U-sﬁw)(l) = SOU-w(l) = A(U'w) =0,

pour tout u € U(gc)). On en déduit (par exemple en contemplant la formule (22))
que toutes les dérivées partielles (d’ordre quelconque) en g = 1 de la fonction ¢,
sont nulles. Mais d’aprés le lemme 5.23 suivant, ¢,, est analytique réelle : elle est
donc nulle sur la composante connexe de 1 dans GL,(R), i.e. sur GL,(R)". Mais
cela vaut pour tout w € W, donc Ry (¢w) = ¢r,w est également nulle sur GL,(R)™,

i.e. ¢, est nulle sur O(n)GL,(R)" = G. O

Il ne reste qu’a démontrer le lemme suivant.

Lemme 5.23. (Analyticité des fonctions K-finies et 3(gc)-finies)Soit f € C*(G)
supposée K -finie (a droite) et 3(gc)-finie. Alors f est une fonction analytique réelle.

DEMONSTRATION —  On suppose n = 2 (mais la démonstration donnée s’adapterait
aisément au cas ou n est quelconque). Comme les hypothéses sont encore satisfaites
par L,f pour tout g € G, il suffit de voir que f est analytique (=donnée par une
série entiére normalement convergente) dans un voisinage de 1. On peut supposer
qu'il existe m € Z avec f € C°(G),,. Silon pose X = E;; — Eq 5, cela entraine
Rxf = im f, et donc X2.f = —m?f. Contemplons 1'opérateur

D:=C+X*=E;, +E;, +E, +Ei, € U(g).

En tant qu’opérateur différentiel sur C*(G), il est de la forme

2

0 :
Z ai’jm—f—D

1<ij<4

ou les z; : M,(R) — C sont les coordonnées affines centrées en 1 déja utilisées dans
la démonstration de la Proposition 4.2, otl a; ; est un polyndme en les z;, vérifiant
a;;(1) = 6;; (symbole de Kronecker), ou D" € Cz;, %] est un opérateur différentiel
de degré < 1. La matrice des (a;;(x)) est donc symmétrique définie positive pour «
dans un voisinage assez petit de 1 : D est un opérateur différentiel elliptique dans un
voisinage de 1 € G. Ses coefficients, dans les coordonnées z;, sont polynomiaux, et
donc en particulier analytiques réels. Le théoreme de régularité elliptique (qui sera
rappelé plus tard dans le cours : voir le lemme 6.21 (ii) et les rappels qui le précédent)
montre alors que toute équation de la forme P(D).u = 0 avec P € C[T] non nul
entraine que u est analytique dans un voisinage de 1. Mais comme I’ensemble des
P(D).f est contenu dans 3(gc).f qui est de dimension finie, il existe un polynéme
non nul vérifiant P(D).f = 0. O
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4. Exercices

Exercice 5.1. Pour n € Z on pose 1, = IndgéQ()Q)En (une représentation linéaire
continue de dimension 2 de O(2)). On note det : O(2) — C* le morphisme déter-

minant.

(i) Montrer que l'on a1, ~1_,, Iy ~ 1@ det, et que I, est irréductible pour n # 0.

(ii) Montrer toute représentation irréductible, continue, de dimension finie de O(2)
est isomophe a 1, det, ou a1, pour un unique entier n > 1.

Exercice 5.2. Soit G un groupe topologique compact et V une représentation de
G réunion de sous-représentations continues de dimension finie. Soit U C V' une
sous-représentation de V.

(i) Monter que U et V/U sont réunion de sous-représentations continues de dimen-

sion finie de G.

(ii) Montrer qu’il existe une sous-représentation W C V' telle que V.= U @& W. En
déduire qu’il existe un isomorphisme de représentations V ~U & V/U.

Exercice 5.3. Soient V' un (gl,(R), O(n))-module, 3(gl,,(C)), et I C 3 un idéal de
co-dimension finie. On suppose que l'on a IV = 0.

(i) En raisonnant dans la C-algebre (artinienne) de dimension finie 3/I montrer
qu’il existe une suite d’idéaur maximaur my,mo,...,m, C j avec mymsy...m, C I
et 3/m; ~ C pour tout i.

(ii) On pose Vo =0 et V; = m;V;_q pour i =1,...,r. Montrer que l'on a V, =0 et
que V;_1/V; admet un caractére infinitésimal pour tout i = 1,...r.

(iii) Montrer que si les V;/V;_y pour i = 1,...,r sont de longueur finie, il en va de
méme de V.

(iv) En utilisant lexercice 5.2, montrer que si les V;/Vi_y pour i = 1,...,r sont
admissibles, il en va de méme de V.

(v) Montrer que si V est engendré comme (gl,(R), O(n))-module par un nombre fini
d’éléments, il en va de méme des V;/V;_1 pouri=1,...,r (on pourra observer que
m;/(m; N I) est de dimension finie sur C).

Exercice 5.4. Donner un exemple de (gly(R), O(2))-module V' non admissible et
engendré par un élément v € V.

Exercice 5.5. Soit G = GL,(R). C’est un ouvert de M,,(R), de sorte que C®(G)
est un espace de Fréchet de maniére naturelle.

(i) Montrer que lapplication G x C®°(G) — C>®(G) est continue.
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(i) Soient f € C®(G) et A une forme linéaire continue sur C*(G). Montrer que la
fonction p;: G — C, g = A(R,f) est dans C(G), et que l'on a

Rypr = ¢r,r ¢t Rxor = Pryy
pour tous g € G et X € g.



CHAPITRE 6

L’espace des formes automorphes pour GlLs(Z)

Dans cette partie, on s’intéresse a la structure du (gly(R), O(2))-module
A = A(GL2(R) ; GL2(Z))

des formes automorphes de GLy(R) pour le sous-groupe GLy(Z). En particulier, on
se propose de démontrer que pour tout idéal de codimension finie I de 3 = 3(gl,(C)),
le (g, K)-module A[I] est admissible.

Nous commencerons pour cela par introduire plusieurs espaces annexes, dont
celui Acysp C A des formes paraboliques, ainsi qu'un autre espace tres concret Ap
(espace des “termes constants"); ils sont tels que 'on dispose d’une suite exacte
naturelle de (g, K)-modules

0 — Acusp — A — Ap

L’admissibilité des Ap[I]| est élémentaire, et rameéne 'admissibilité de A[I] & celle
des Acuspll]- L'espace Acysp lui-méme admet une description trés simple en terme
de son sous-espace A;‘ffsl; des formes paraboliques invariantes par ’action du centre

R* de GLy(R). Une propriété importante des telles formes paraboliques est qu’elles
sont bornées sur GLy(R), ce que 'on démontrera dans une seconde partie.

On étudie ensuite 1'espace homogene quotient GLg(Z)\GL2(R), ou plutot le quo-
tient X = GL2(Z).\GL2(R), ot GL(Z), est le sous-groupe (encore discret) engendré
par GLy(Z) et 'homothétie e!/2. On montre que X est muni d’un mesure invariante
naturelle héritée de la mesure de Haar sur GLy(R) (introduite concrétement au cha-
pitre précédent) et surtout qu’il est de volume finie : ce volume vaut méme ((2), un
cas particulier de la célébre formule du volume de Siegel.

Cette finitude entraine que les éléments de ARl sont de carré intégrable sur

X, et permet I'utilisation de méthodes hilbertiennes. Le fait que I'espace ANt (1],

est de dimension finie est alors conséquence du fait qu’il est fermé dans L?(X) et
constitué de fonctions bornées (critére de Godement). Le caractére fermé n’est pas
immeédiat : il requiert un argument de régularité elliptique. Le théoréme principal

est alors que ALY est une somme directe de (g, X)-modules irréductibles, chacun

d’entre eux intervenant avec une multiplicité finie.
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1. Formes paraboliques

On pose G = GLy(R), g = glL(R), K = 0(2), 3 = 3(gl,(C)), I' = GLy(Z) et

On rappelle que P est le sous-groupe des éléments de GLy(R) de la forme p, avec
7 € H. Il contient comme sous-groupe le groupe

N={(5 1) =R},
ce dernier étant naturellement isomorphe au groupe additif de R via 'application

r +— ng, ol n, désigne la matrice 91: pour x € R. On constate que n; n’est

0
autre que 1'élément noté T € SLy(Z), ainsi que les égalités

NAT = {ng,z€Z} = (T) > Z

Définition 6.1. Soit f : G — C une fonction continue vérifiant f(Tg) = f(g) pour
tout g € G. Pour tout g € G on pose

fr(g) = /01 f(ng g)dr.

La fonction fp : G — C est appelée terme constant de f le long de P. C’est une
fonction continue vérifiant fp(ng) = fp(g) pour toutn € N. On a aussi (fp)p = fp.

Supposons f € C®(G) et f(Tg) = f(g) pour tout ¢ € G. A g € G fixé, la
fonction x — f(n, g) est une fonction C* et 1-périodique sur R, elle admet donc un
“développement de Fourier” absolument convergent

Fnag) = > cm(fig)e™™™,
meEZ

avec ¢o(f;9) = fr(g), d’ou la terminologie.

Exemple 6.2. Si f € My on a ®;(n,p,s)) = Pp(pryasy) = AN Ff(r +2) =
)\*k(zmzo a (f)e* ™™™ ™) On a donc ¢ (P r;prsy) = A a,, (f)e*™™7, puis

(@4)p(prsy) = A ag(f).

Ce cas est atypique : en général, le terme constant d’'un f € A dépendra de 7.

Supposons toujours f € C°(G) et f(Tg) = f(g) pour tout g € G. La fonction
Rx G — C, f— f(ngg) étant de classe C*, on a aussi fp € C®(G). De plus, si
h € G et X € gly(R), les fonctions Ry, f et Rx f sont encore invariantes a gauche par
T, et on a les relations

(39) (Ref)p = Ru(fp) et (Rxf)p = Rx(fp),

de sorte que l'on peut aussi remplacer Rx par un élément arbitraire de U(gl,(C))
dans la seconde relation ci-dessus.

Définition 6.3. On note Ap le sous-espaces des fonctions f € C®(G) qui sont
K-finies (a droite), 3(gly(C))-finies, invariantes a gauche par N et le sous-groupe
D C GLy(Z) constitué des matrices diagonales.
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On a bien entendu D ~ GL;(Z) x GL;(Z) ~ (Z/2Z)*. Remarquons que D
normalise N, et que si f est continue et invariante & gauche par GLy(Z), et que si
d = diag(di,ds) on a f(nydg) = f(ndy/a,=9) puis fr(dg) = fp(g). Etant données
les Formules (39) on a démontré le lemme suivant :

Lemme 6.4. Ap est un sous-(g, K)-module de C*°(G) x_fni, €t Uapplication f — fp
est un morphisme de (g, K)-modules A — Ap.

Corollaire-Définition 6.5. Une forme automorphe f € A est dite parabolique si
lon a fp = 0. Les formes paraboliques forment un sous-(g, K)-module de A noté

Aeusp C A.

La structure du (g, K)-module Ap est en fait relativement simple, de sorte que
nous seront ramenés en premiére approche a I’étude de Acygp. Notons A C G le
sous-groupe des matrices diagonales de la forme diag(a,as) avec a; > 0 et as > 0
(on ne demande pas a; > as ici). Tout élément de G s’écrit alors sous la forme nda k
avecn € N, d € D, a € A et k € SO(2). On voit A comme un ouvert de R? de
maniére évidente. On considére la restriction

p:Ap— C°(A), fr(a— f(a)).
Pour ¢ = 1,2 on a clairement la relation
0

(40) p(Re,.f) = Dip(f) avec D; = g

Lemme 6.6. (i) Pour tout f € Ap on a p(Rg,, f) = 0.

(11) Soit £ : 3(gl,(C)) — C[D1, Dy le morphisme de C-algébres envoyant Z sur
D1+ Dy et C sur D?+ D3+ Dy—Dy. On a p(z f) = £(2)p(f) pour tout f € Ap
et tout z € 3(gl,(C)).

(111) Si I est un idéal de codimension finie de 3(gly(C)), lidéal de C[Dy, D)
engendré par £(I) est aussi de codimension finie.

(iv) Soient ¢ € C°(A) et Py, P, € C[X]|—{0} avec Pi(D1)(¢) = P2(Ds)(¢) = 0.
Alors ¢ une combinaison linéaire finie de fonctions de la forme

nz 82

(a1,as2) — (logay)™ ai' (logas)™ a3?,

ou les n; sont des entiers avec 0 < n; < P;, et ou les s; sont des nombres
complexes tels que P;(s;) = 0.

DEMONSTRATION — Sia € Aett € Ronae™2=n,etan, = Nay Jagt @- ST f € Ap,
la fonction ¢ — f(an;) est donc constante, ce qui montre le (i).
Montrons le (ii). La relation [E;;, Eq 2] = Eo5 — E;; montre que l'on a
¢ = E%,l + Eg,z +Eoo —E11 +2E19E9;.
SifeApalorsonaRpg,, f € Ap,et donc p(Ei2E;; f) = 0 d’aprés le (i). La formule

(40) entraine que pour tout f € Ap on ales égalités p(C f) = E(C)p(f) et p(Rzf) =
E(Z)p(f), qui entraine le (ii) car C' et Z engendrent 3(gl,(C)).

Le (iii) est un énoncé purement algébrique. Si I est un idéal de codimension finie

de 3, il existe des polynomes Q; € C[X] — {0} avec Q1(C) € I et Qo(Z) € 1. Soit J
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I'idéal de C[X, Y] engendré par les polynomes Q1 (X?+Y2+Y — X) et Q2(X +Y).
Cet idéal est manifestement de codimension finie dans C[X, Y], puisque le lieu de ses
zéros (x,y) € C? est fini : les éléments t = x+y et 22 +y?+y—x = y*+2(1—t)y+t>—t
sont des racines respectives de (01 et ()2 et ne prennent donc qu’'un nombre fini de
valeurs, ainsi donc que y et x.

Le (iv) est une équation différentielle linéaire ordinaire trés classique. On se
raméne par Bézout (lemme des noyaux) au cas P, = (X — s1)" et P, = (X —
s9)™. La fonction ¢(aq,as), & ap fixé, est annulée par (ala%l — $1)™, c’est donc
une combinaison linéaire finie de la forme Z?:lgl Ai(az)(log ar)'as, avec \;(az) € C
uniquement déterminée. Les fonctions as — A;(az) sont donc de classe C* sur R et
annulées par (ay-2> — s5)"2, et on conclut par le méme argument que précédemment.

day
U

Corollaire 6.7. Soit I un idéal de codimension finie de 3(gly(C)). Le (g, K)-module
Ap[I] est admissible. De plus, A[I] est admissible si, et seulement si, Acusp|l] ’est.

DEMONSTRATION —  Soit m € Z. La décomposition G = NDAK™T montre que
I'application p induit une injection (Ap), —> C*(A). Soit £ comme dans ’énoncé
du Lemme 6.6 (ii) et J 'idéal de C[Dy, D5 engendré par £(I); on en déduit que p
induit une injection (Ap),[I] — C>*(A)[J]. Par le (iii) du méme lemme, J est de
codimension finie dans C[Dy, Dy}, il existe donc P, € C[X] — {0} avec P;(D;) € J
pour ¢ = 1,2. Par le point (iv), C*(A)[J] est de dimension finie, ainsi donc que
(Ap)mll], ce qui montre 'admissibilité de Ap|[I]. Le dernier point résulte alors de
la suite exacte 0 — Acusp[I] = A[I] = Ap[I] (tout sous-(g, K)-module d'un (g, K)-
module admissible est admissible, et une extension d'un (g, K')-module admissible
par un (g, K)-module admissible est admissible). O

Nous allons donc nous concentrer sur I’étude de Acysp.

2. Les formes paraboliques invariantes par R* sont bornées

Lemme 6.8. (“Estimée fondamentale”) Soit f € C*(G) wvérifiant f(Tg) = f(g)
pour tout g € G. Soit Xq,..., X, une R-base de g. Il existe une constante ¢ > 0 telle

que pour tout g € G on ait |f(g) — fp(g)] < c¢|[Img.i|™! Z?:l Rx, flp(g).

DEMONSTRATION —  Fixons g € G et posons ¢(t) = f(g) — f(ng) (c’est une fonction
C*> sur R). On a d’abord fol e(t)dt = f(g) — fr(g). La majoration évidente |¢(t)] <
I3 1€/ (s)]ds < fol |¢'(s)|ds (noter ¢(0) = 0) entraine

(41) £(9) — folg)l < / ()] dt.

D’autre part, on a n,, ¢ = n,ge" =1 F12 pour tout t,h € R. Ecrivons g sous la

forme p,uk avec 7 = gi =x +iy € C—R, p € Rog et k£ € SO(2). On a p, =
n, diag(y, 1), ad,E1 2 = Ei 2 pour tout n € N, et adgiag(y,1)-1 (E12) = vy 'E; 2. Silon
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pose adg-1E; 9 = Zj:l a;(k)X;, ce qui définit uniquement les fonctions a; : K — R,
on a donc une identité de la forme

4
adg—l ELQ = yil ZCL]<I€)XJ

Jj=1

Les fonctions |a;| sont continues sur le compact SO(2) ; elles sont donc majorées par
une méme constante ¢ > 0. Si 'on met tout bout-a-bout on a montré pour ¢t € R :

4
¢'(8)] < ellmgd™ Y[R, fl(neg),

j=1

et on conclut par 'inégalité (41). O

Théoréme 6.9. Soit f € Acysp.

(1) (Décroissance rapide des formes cuspidales) Pour tout entier N > 1 et tout
A >0, il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout 7 € H avec Im7 > A, et tout
k € SO(2), on ait |f(psk)| < c|lm7|7V.

(1i) Sional|f(zg)] = |f(g)| pour tout z € R et tout g € G, alors | f| est bornée
sur G.

DEMONSTRATION —  (Démonstration du Théoréme 6.9) Observons que si f satisfait

les hypothéses du Lemme 6.8, et si fp = 0, la conclusion de ce lemme entraine qu’il
: ) 1-1 4

existe un réel ¢ = ¢; > 0 tel que |f(ng)| < ¢f|Img.i|™* > -1 IRx; f|p(g) pour tout

g € G et tout n € N (noter Imng.i = Im g.i). On en déduit

4
(42) flp(g) < ¢flimgid|™ > Ry, flp(g), Yg€G.
j=1

Mais les fonctions Ry, f vérifient encore les hypothéses du lemme, et aussi (Rx, f)p =
Rx; fp = 0, de sorte qu'’ils vérifient une inégalité de la forme (42) (pour une autre
constante que ¢y a priori). On en déduit par récurrence que pour tout entier m > 1
on a

4
> Ry, flp(g) < cpam Imgil™ > Ju.flp(g) Vg € G,
j=1

u€Bm

ou B,, € U(gly(C)) désigne la famille des 4™ de mondmes “ de degré m” en les
X,. Supposons maintenant f € Agysp. D’aprés le Corollaire 5.20, f est & croissance
uniformément modérée : il existe n > 0 (fixé dans toute la suite) tel que pour tout
u € U(gly(C)) il existe C(u, f) > 0 avec |u.f|(g) < C(u, f)||g|]|" pour tout g € G.
En particulier on a

u.flp(g) = / . f|(n, g)dz < C(u, 1) ||gl"M

avec M = fol ||n,||"dx. On en déduit que pour tout m > 1 il existe Cy,, > 0 avec
(43) 1f (@) < Cpm[Img.i ™ [lg]|" Vg€ G,
(on peut prendre C,, = Cfcf,m(zueBm C(u, f))M.)
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Montrons maintenant le (i). On peut supposer |[Re 7| < 1car f(p,k) = f(Tp.k) =
f(pr41k) pour tout 7 € H. On a alors

Ip-k[? = |Ip-|]? = TP+ 1+ (Im7) 2 < (Im7)? +2+ A% < a(Im7)?,
avec o = (A2 +2+ A7?)A? pour Im7 > A. La majoration (43) entraine donc
|f(prk)] < VaCjp|Imr[*™.

On conclut en prenant m > N + n.

Montrons le (ii). Le (i) et ’hypothése entrainent que | f| est bornée sur I’ensemble
IT des éléments de la forme p,sy avec 7 € F et A € C*. On conclut car |f| est
invariante a gauche par GLy(Z) et on a GLy(Z).I1 = GLy(R) d’aprés le Théoréme
2.1. U

Remarque 6.10. Le (i) du Théoréme 6.9 permet de montrer plus généralement que
si f € Acusp €t f' € A sont tels que la fonction g — |f(g9)f(9')],G — Rxo, est Rsg
invariante, alors g — | f(g)f'(g)| est bornée sur G.

Définition 6.11. On note A™" C A le sous-espace des formes automorphes qui
vérifient f(zg) = f(g) pour tout z € Roq et tout g € G. C’est un sous-(g, K)-

module. On pose aussi AL = Acysp 1A

Pour tout entier n > 0 et tout s € C, on pose e, ,(g) = (log|det g|)" | det g|*/2.

Le lemme facile suivant rameéne la structure de Acysp a celle de AU

Lemme 6.12. Pour tout entier N > 0 et tout s € C on a
ARz =) = P ens A™
0<n<N

En particulier, on a A = €D, 5 sec €n.s A (et idem en remplagant A par Acusp)-

DEMONSTRATION —  S0it f € C*°(G) annulée par (Rz — s)"™. Pour h € G on constate
que la fonction t — f(th), Ryy — C, est annulée par (t% — s)V. 1l existe donc des
uniques scalaires A, (h) tels que pour tout t > 0 on a f(th) = 7" (logt)™ t* \,.(h).
On conclut aisément en prenant ¢ = | det g|'/? et h = g/|det(g)|/? (et donc th = g).
U

3. Digression sur GL,(Z)\GL,(R)

Considérons temporairement le groupe GL,(R) avec n > 1 quelconque. Il sera
peu élégant mais commode de considérer le sous-groupe

GL,(Z)e C GL,(R)

engendré par GL,(Z) et I'homothétie e'/™ (“¢” comme “étendu”). C’est un sous-
groupe discret de GL,(R) : si U désigne un voisinage de 1 dans GL,(R) assez petit
de sorte que l'on ait 1/e < |det g| < e et |g;;—d; ;| < 1 pour tout g € U, on constate
que 'on a U N GL,(Z). = {1}. Quitte & remplacer U par un sous-ensemble ouvert
contenant 1, on peut méme supposer UU ! N GL,(Z). = {1}. On en déduit que



3. DIGRESSION SUR GL,(Z)\GL,(R) 95

pour tout g € GG la réunion UweGLn(Z)e v U g est disjointe, et donc que la projection
naturelle

7 : GL,(R) — GL,(Z).\GL,(R)
est un revétement. Cela permet 'espace quotient GL,(Z).\GL,(R) (un espace to-
pologique manifestement localement compact, séparé, et réunion dénombrable de
compacts) d'une mesure \ = dg héritée de la mesure de Haar A = dg sur GL,(R)
introduite au §3 Chap. 5 :

Lemme 6.13. [ existe une unique mesure borélienne \ sur GL,(Z).\GL,(R) telle
que pour tout borélien X C GL,(R) vérifiant (X NyX) =0 pour tout v € ' — {1}
on ait A(m(X)) = AM(X). La mesure X est invariante par translations a droite par G.

DEMONSTRATION —  On pose ' = GL,,(Z). et G = GL,(R). Un argument de compa-
cité montre que I'\G est réunion dénombrable de compacts, disons K,, avec n > 1,
au dessus desquels le revétement 7 est trivial. En particulier, il existe un compact
U, CGavec 'K, = [l cr ¥ Un. Les boréliens K}, = K, — Ur<g<n K avec n > 1
forment une partition dénombrable de T'\G, et si I'on pose U = 7K/ NU,, on a

(44) G = H YU, avec U' = HU/%

vel n>1

Si A existe avec la propriété du lemme, on a pour tout borélien Y de I'\G I'égalité

45  AY)=> XY NK,) =) Ar'(Y)nU,) =Xz (Y)nU')

n>1 n>1
ce qui montre son unicité. Réciproquement, définissons A par cette formule, i.e.
AY) = ArH(Y)nU)

pour tout borélien Y de I'\G. Pour voir qu’elle satisfait la condition de I’énoncé,
observons que si A et B sont deux boréliens de G avec A(AN~yA) = A(BNyB) =0
pour tout v # 1, et sion a CU Uwer vyA=CU UveF ~vB avec C' négligeable, alors on
a A(A) = A(B). En effet, la dénombrabilité de I" et I'invariance de A a gauche par I'
entrainent

(46) MA)=> MANYB)=> Ay 'ANB) = \(B).

vyel vyel
Soient B C G un borélien quelconque et A = (777 (B)) N U’. On a 7(A) = n(B)
d’apres (44), i.e.

Si B = X est comme dans I’énoncé du lemme, on a donc A\(X) = A(A) = A(7(X))
(par définition de X), comme affirmé dans ’énoncé. L’invariance par translations a
droite découle de la méme propriété pour A : pour g € G, Y borélien de I'\G, et
X=aYNU,onalYg) =ANr(Xg)) =AXg) =\X)=XY). O

On note A = dg la mesure définie par le lemme ci-dessus sur GL,(Z),\GL,(R).
Nous appellerons domaine fondamental pour I'action de GL,(Z), sur GL,(R) tout
borélien X C GL,(R) vérifiant A(X N~vX) = 0 pour v € I' — {1} et tel que
GLA(R) — U, er 7vX est négligeable. La démonstration ci-dessus montre qu'un tel
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domaine existe toujours : par exemple, la partie U’ définie dans la démonstration ci-
dessus en est un d’aprés (44). De plus, nous avons aussi montré (Formule (46)) que
tous les domaines fondamentaux ont méme mesure, a savoir A(GL,(Z).\GL,(R)).

Théoréme 6.14. L’espace GL,(Z).\GL,(R) est de mesure finie. Mieuz, on a

n

NGLA(Z)\GL(R)) = [T ¢(h).

k=2

On ne va démontrer ce résultat que pour n < 2. Pour n = 1, 'ensemble [1,¢] C
R* est un domaine fondamental, et on a donc A(GL{(Z)\GL{(R)) = [{ ¥ =1
(conformément a la formule ci-dessus). Dans le cas n = 2, notons F C H la partie
introduite au Chapitre 2 §1, et F; son intérieur. Le Théoréme 6.14 et la Proposition

4.19 montrent que 'ouvert
(47) Iy = {prsx | 7€ Fp, 1 < |\ <2 0<argh <7} C GLy(R)

est un domaine fondamental. En effet, 'ensemble C' C GLy(R) constitué des élé-
ments de la forme p,sy avec 7 € 0F et A € C* est négligeable pour dg (ce sera parti-
culiérement évident une fois démontré le Lemme 6.15 ci-dessous). Pour déterminer
son volume, nous aurons besoin d’une formule pour dg adaptée a la décomposition
G = NAZK. On considére la variété différentielle M = R x R* x Ry x R/(277Z)
munie de la mesure

drdydzdt
dm = ————.
2y
On pose a, = diag(y, 1) pour y € R*. On a déja justifié que I'application
v : M — GLy(R), (z,y,2,t) = n,a, 2 s.it,

est un C*-difféeomorphisme.

Lemme 6.15. Soit f : GLy(R) — C. On a f € L' (GLy(R),dg) si, et seulement si,
fopeLY(M,dm), et si ces assertions sont satisfaites on a l’égalité

/ flg)dg = / fop(z,y,zt) dm.
GL2(R) M

DEMONSTRATION —  On pose G = GLy(R) (vu comme ouvert de My(R)). Le théo-
réme du changement de variables montre que pour toute fonction f : G — C la
fonction f(g)|det g|~? sommable sur G pour la mesure [1;;dgi; si, et seulement si,

flo(z,y,2,t))y2 z=* Jac,(z, v, z,t) est sommable sur M, et qu’alors on a 1'égalité
/ f(g)|det g|~2 Hdgi,j = / flo(x,y,2,t)) 2y 2 Jacy (2, y, 2, t) de dy dz dt,
G -~ M
7/7]

En particulier, on a

dy dz
dg = J(z,y, z,1) dxﬁ—dt avec J(z,y,z,t) = Jac,(z,y,2,t) |y 272
y| z
On pourrait calculer de maniére directe le Jacobien ci-dessus pour conclure, mais ce
n’est pas nécessaire par le raisonnement suivant. En effet, dg est invariante a droite
par SO(2), mais multiplier & droite par 2™ sur G revient a appliquer le changement
de variables (z,y, z,t) — (z,y,2,t +t'); comme dt est invariante par translations,

la fonction J est indépendante de t. De méme, comme dg est invariante a gauche,
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et puisque la multiplication & gauche par n, 2z’ revient a appliquer le changement
de variables (z,y, z,t) — (z + 2/, y, 22/, t), J est également indépendante de z et z.
Mais pour ¥ € R* on a

ay p(x,y,2,t) = o(y'z,y'y, 2,1).

Comme dy/|y| est invariante par translations sur R*, et comme on a d(y'z) = |y/|dz,
on adonc J(y'z,y'y, z, )|y | = J(x,y, z,t) pour tous z,y,y, 2, t, puis (avec y’ = 1/y)
J(z,y,2,t) = J(0,1,1,0) Jy| " avec J(0,1,1,0) = Jac,(0,1,1,0).

La différentielle en de ¢ en (0,1,1,0) (d'image 1 € G) est I'application linéaire

wHv u—1
(u,v,w,t)r—>( ; W ),
d’ou l'on tire J(0,1,1,0) = 1. O
Il ne reste qu’a montrer le :
Lemme 6.16. On a A\(Il;) = 72/6 = ((2).
DEMONSTRATION —  Par définition, IIj est I'ensemble des n, a, 2 sqit avec z 4 iy € T,

1 <z<e’?et0<t<m Le Lemme 6.15 appliqué a la fonction caractéristique de

II, entraine donc
1/2

7 d T dxd
)\(Ho)z/ —Zx/dtx/ oy
1 z 0 lz|<1/2,Vi—z?<y Y

T /1/2 (/m dy>d w/l/Q dz
= — —_— r = — —
2 Joap \Jvizez 2 2 ) 12 V1 —2a?

et on conclut car on a arcsin(1/2) — arcsin(—1/2)) = 27/6 = 7/3. O

Remarque 6.17. Le Théoréme 6.14 est dii a Siegel ; sa démonstration pour n gé-
néral ne repose pas sur la détermination d’'un domaine fondamental explicite. La
finitude de A(GL,(Z).\GL,(R)) peut se démontrer assez simplement en utilisant
les domaines fondamentaux “approchés" aussi introduits par Siegel (“domaines de
Siegel”, voir le premier chapitre du livre de Borel “Introductions aux groupes arith-
métiques").

4. Structure de AU

cusp
Nous sommes enfin en mesure de démontrer le :

Théoréme 6.18. Si [ est un idéal de codimension finie de 3 alors Agﬁ;g[[] est
admissible. En outre, Acusp|I] et A[I] sont également admissibles.

La derniére assertion résulte de la premiére, du Corollaire 6.7 et du Lemme 6.12
(noter que I contient toujours un polynéme non nul en 7). Montrons la premiére.
Pour cela, on munit GLy(Z).\GLy(R) de la mesure A définie dans le Lemme 6.13.
C’est une mesure invariante pour les translations a droite de volume total fini. En
particulier, toute fonction continue et bornée sur GLg(Z).\GL2(R) est de carré in-
tégrable pour cette mesure. Le Théoréme 6.9 (ii) entraine donc :
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(48) Ay C L?(GLy(Z)e\GLa(R)).

cusp

Lemme 6.19. (Godement) Soit (X, u) un espace mesuré avec p > 0 et pu(X) < 00.
Soit V. C L*(X) un sous-espace fermé. Si tout élément de V est essentiellement
borné alors V' est de dimension finie.

DEMONSTRATION —  (preuve de Hérmander) Comme p(X) est fini on a ||f]]2 <
w(X)||f||so pour tout f € L(X). Observons que V est complet pour ||.||oo. En effet,
si f, est une suite de Cauchy pour ||.||o avec f, € V pour tout n, alors il existe
[+ X — C telle que f,, converge uniformément vers f hors d'un sous-ensemble de
X de mesure 0. L’inégalité || |2 < u(X)||f]loc montre f € L?(X) et ||f — fl]2 — 0,
donc f € V car V est fermé dans L? par hypothése. Ainsi, V est un Banach pour
.|| €t ||-]]|2, et Videntité (V) ]].||l2) — (V,||.||) est continue (de norme < p(X)).
Le théoreme de ’application ouverte implique alors que c¢’est un homéomorphisme,
i.e. qu’il existe ¢ > 0 avec

||f||oo < C||f||2 Yv e V.

Soit fi,..., f, une base orthonormée dans le Hilbert (V,|].||2). Nous allons montrer
n < p(X). Pour (Ay,...,\,) € C" donné, on a

\Zm )| < e Zm )2

pour presque tout x. Soit C' C C un sous-ensemble dense et dénombrable. Il existe
donc un ensemble négligeable Z C X tel que pour tout x € X — Z, et tout
(A,...,An) € C™, on ait l'inégalité ci-dessus. Mais du coup cette inégalité vaut
pour tout x € X — Z et tout (A\q,...,A,) € C". On l'applique & z € X — Z arbitraire
et a \; = f;(x), on obtient

Zlf’ W< Voe X -7,
puis en intégrant n < ¢?u(X). On a donc dim V' < ¢?u(X). O

Compte tenu du Théoréme 6.9 (ii) et du Théoréme 6.14 (et donc de 'inclusion
(48)), il suffit de montrer le :

Lemme 6.20. Soit I C 3 un idéal de codimension finie et m € Z. Alors (A ) [1]
est fermé dans 12(GLy(Z).\GLa(R)).

L’ingrédient important pour démontrer ce lemme sera un énoncé de régularité
elliptique. Sa formulation nécessite quelques remarques préliminaires. Fixons 2 C R"
un ouvert non vide ; on note €°(£2) les fonctions 2 — C de classe C*, et €2°(£2) son
sous-espace des fonctions a support compact. Soit m > 0 un entier. Un opérateur
différentiel (linéaire, & coefficients €*°) d’ordre < m sur 2 est un endomorphisme P
de Pespace C>(€) de la forme

(49) P(f) = > a, 0°f, VfeC(Q)

la|<m
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Dans cette formule, o parcourt les multi-indices (aq,...,a,) € N" avec |a| :=

Yoo < m, et les a, sont des éléments de GOO(Q) indépendants de f. Bien str,

0% désigne aussi 'opérateur usuel ;;% e a <. Les coefficients a, sont uniquement
1

déterminés par P (appliquer P aux mondmes xﬂ évidents). On dit que P est elliptique
d’ordre m s’il est d’ordre < m et si la fonction 2 x R® — C

E aa 7

laf=m

ot y* désigne le monéme [[, y7, ne s’annule pas sur 2 x (R” — {0}) (observer que
cette fonction est un polynéme homogéne de degré m en les y;, a coefficients dans
€>(Q)). Par exemple, I'opérateur différentiel >, .., a;;(z) #ﬁazj est elliptique
d’ordre 2 si, et seulement si, la matrice symétrique (a; ;(x))1<i j<n est définie (positive
ou négative) pour tout x € €. Observons aussi que si P est elliptique il en va de
méme de Q(P) pour tout ) € C[X].

Les opérateurs différentiels agissent par définition sur €>(€2). Ils agissent aussi
naturellement sur l'espace D(Q) des distributions sur  par la formule suivante,
dans laquelle P est un opérateur différentiel sur Q, D € D(Q2) et ¢ € C(12) :

(P(D), ¢) = (D, P*(¢))

ou P* désigne l'opérateur “adjoint”, ie. P*(f) = >, 1< (=Dl 9%(aq.f) lorsque
P est donné par (49). Si D est la distribution associée a une fonction f € C™(Q),

alors P(D) est la distribution associée & P(f) (cela résulte du cas P = a_ et d’une

intégration par partie). On rappelle enfin que toute (classe de) fonction f € L (Q2)
définit une distribution par la formule ¢ — [, f ¢ dz.

Lemme 6.21. (Théorémes de régularité elliptique) Soient Q un ouvert de R™, P
un opérateur différentiel elliptique sur Q, f € LL (Q), et D la distribution associée
a f. On suppose P(D) = 0. Alors :

(1) (la classe de) f est dans C>*(Q),

(11) si les coefficients de P sont des fonctions analytiques réelles, alors f est
analytique réelle.

DEMONSTRATION —  Le (i) est le Théoréme 8.3.1 du livre de Hérmander référencé (la
démonstration est trés courte et auto-contenue). Le (ii), plus difficile, est démontré
quelques pages plus loin dans ce méme livre (Théoréme 8.6.1). 0

DEMONSTRATION —  (du Lemme 6.20) Supposons que f,, est une suite d’éléments
de A% (1], qui converge dans L*(GLy(Z).\GL3(R))) vers une limite f. On peut
représenter (la classe de) f par une fonction borélienne GLy(R) — C invariante a
gauche par GLy(Z)., de carré intégrable sur tout domaine fondamental (par exemple

sur Ip). En particulier, f est dans L _(G) (Cauchy-Schwarz).

On considére I'espace des distributions D(G) sur 'ouvert G C MQ(R) Pour toute
fonction F' € Li,.(G) on note Dp € D(G) la distribution Dp(p) = [, F( dg
pour tout ¢ € C®(G) (autrement dit, la distribution associée tradltlonnellement a
F|det g|™™). Les actions de G et gl,(R) sur €*°(G) induisent des actions naturelles
correspondantes sur D(G) : pour D € D(G), g € G et X € gl,(R) on définit R, D et
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Rx D par les formules suivantes, dans lesquelles ¢ est une “fonction test” arbitraire
dans CX(G) (fonctions de classe €™ et a support compact)

(50) (RgD, 9) = (D, Ry19) et (RxD,p) = (D, R_x¢).
On alors bien RyDp = Dy, F et RxDp = Dg,p pour F € €*(G) N Lj(G), par

loc
invariance a droite de dg. L’action de gl,(R) sur D(G) ainsi définie est aussi une
représentation, et définit donc une structure de U(gly(C))-module sur D(G). On
constate que 'on a (uD, p) = (D, u*¢) pour tout D et tout u € U(gl,(C)), ot u — u*
est I'unique anti-automorphisme de I'algébre enveloppante vérifiant X* = — X pour
X € gly(R) (la propriété universelle de U(g) montre son existence pour toute k-

algeébre de Lie g : c’est l'anti-automorphisme de Chevalley).

La convergence de f, vers f dans L?(GLy(Z).\GL2(R)) entraine celle de (D;, , )
vers (Dy, ) pour tout ¢ € €2°(G), car tout compact de G est inclus dans une réunion
finie de domaines fondamentaux pour GLy(Z), (voir la Remarque 6.22). On en déduit
RiD; = €(k)™Dy, puis H*Dy = —m?Dy avec H = E15 — Eay, et ID; = 0 par
les propriétés analogues des Dy, . En particulier, I'espace vectoriel 3{H?].D; est de
dimension finie, de sorte que D est annulée par un polynéme non nul en I'élément

uw=C+H* = Z EZ),q'
1<p,q<2

On a vu expliqué dans le Lemme 5.23 que 'opérateur différentiel u sur G est el-
liptique dans un voisinage de 1 € G. Cela implique qu’il ’est au voisinage de tout
point car il commute aux translations & gauche. Le théoréme de régularité elliptique
(Lemme 6.21 (i)) affirme alors que Dy, a priori seulement L{, .(G), est représentée par
une fonction de classe €, autrement dit on peut supposer f € C*(G). Mais alors
les relations prouvées sur D entrainent d’une part Ry f = e(k)™ f pour tout k € K,
et d’autre part I.f = 0. Comme f est de carré intégrable sur GLo(Z).\GL2(R), cela
entraine en fait que f est a croissance modérée : nous reportons a la Proposition
6.25 la vérification de cette propriété.

Il ne reste qu'a voir fp = 0. A l'aide de la formule du Lemme 6.15, il suffit
de voir que pour toute fonction ¥ = ¥(y, z,t) continue & support compact 0 C
R* x Rsg x R/(27Z), on a

/[01} Qf(nmayZSeit)w(y7z’t) dm = 0.
1] %

Mais une telle identité vaut avec f remplacée par f, pour tout entier n car on a
(fn)p = 0. Justifions que cette annulation passe a la limite en n. L’'image dans G
du compact [0,1] x Q de M est incluse dans une réunion finie, disons N > 1, de
domaines fondamentaux (Remarque 6.22). On a alors pour tout entier n

/ 1~ fulopdm < N/ |f—fn|X§CNX<X>“2</ - R,
0,1]x2 X X

la seconde inégalité résultant de Cauchy-Schwarz. On conclut car 1 est bornée. [J

Remarque 6.22. Nous avons utilisé a deux reprises que toute partie compacte
de G = GLy(R) est incluse dans une réunion finie de domaines fondamentaux de
GL3(Z).. Cela se déduit en effet d’'un argument de compacité et du fait que pour
tout g € G il existe un domaine fondamental (borélien) X C G tel que g est dans



4. STRUCTURE DE A& 101

I'intérieur de X (considérer un translaté a droite convenable de Iy par un élément

de GLo(R)).

Théoréme 6.23. Le (g, K)-module A est une somme directe de (g, K)-modules

cusp
irréductibles, chacun d’entre euz intervenant avec une multiplicité finie.

unit

1 . o
cusp €St muni d’un produit hermitien

Nous ferons usage du fait que 'espace A

. f) = / D @)
GL2(Z)e\GL2(R)

(appelé produit de Petersson), d’aprés I'inclusion (48). On vérifie immédiatement
que l'invariance de A pour les translations & droite entraine pour tout f, f’ € Aggg;
les relations

<ka7ka/>:<f7f/>a VkEKa

<RXf7f/>:_<f7 RXf/>7 VXEQ[Z(]R)

(c’est la notion naturelle de produit hermitien invariant sur un (g, K)-module).

(51)

DEMONSTRATION —  Fixons tout d’abord un idéal I C 3(gc) de codimension finie
et considérons le (g, K)-module V' = A% [I]. On a démontré que V est admissible

(Théoréme 6.18). Montrons qu’il est semi-simple, i.e. que pour tout sous-(g, K)-
module U C V il existe un supplémentaire U’ de U dans V' qui est un sous-(g, K)-
module. Les relations (51) montrent que 'orthogonal U+ de U dans V est stable
par gly(R) et K, et il est clair que 'on a aussi U N U+ = 0, de sorte qu’il ne reste
qu’a vérifier V.= U 4+ Ut. Ce n’est pas immédiat car V n’est pas complet pour le
produit de Petersson en général. Soit m € Z. L’espace V,, est de dimension finie
car on sait que V est admissible, de sorte qu'on a V,, = U,, ® (U: NV,,). Mais
les relations (51) montrent que V,, et V,, sont orthogonaux pour m # m’, et donc
U-nv, =U+nNV,, puis V,, C U, + (Ut),, pour tout m € Z, ce qui conclut.

Un argument classique du type “modules semisimples” (voir Algebra de Lang
Chapitre XIII) montre alors que V' est somme de (g, K')-modules irréductibles, ainsi
donc que A (réunion de V), puis que ce dernier est somme directe de (g, K)-
modules irréductibles. Si un facteur irréductible W apparait une infinité de fois, et

si I = ker nyy, cela contredit Padmissibilité de AMIC[T]. O

cusp

Terminons par quelques remarques. Tout d’abord, 'invariance des éléments de
A"t par le sous-groupe central R* (noter que —1 est dans GLy(Z)) montre que
si un (g, K)-module irréductible V' intervient dans la décomposition de AL, on

any(Z)=0etV, =0pour m=1mod2 (ie. V est de poids pairs). Suivant la
classification de Bargmann (Théoréme 5.16), les cas possibles sont donc :

(i) V =~ Dy avec k > 2 pair,
(i) V~P,,,

(iii) dim V' est finie (et impaire).
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(1) D’apres le Théoréme 4.25 et la Proposition 5.15, la multiplicité du (g, K)-
module Dy,o dans A est exactement dim My, (considérer les ®f(g)| det g[*/? avec
f e My).

(2) De méme, d’aprés la Remarque 5.17, la multiplicité du (g, K)-module P, .
est exactement la dimension de l’espace de formes de Maass de type (n,¢€) (espace
qui est donc de dimension finie). On sait montrer que cet espace est non nul pour
une infinité dénombrable de (7, €), mais un fait remarquable est que l’on connait
aucune valeur exacte de (7, €) intervenant.

(3) Le cas (iii) ne se produit pas. En effet, il n’est pas difficile de voir que
I’existence d'un produit hermitien invariant sur V' rajoute quelques contraintes sup-
plémentaires dans les cas (ii) et (iii) (voir par exemple les notes de Casselman Ch.
I §5). Par exemple, si V est de dimension finie, alors dim V' = 1, et donc V est le
(g, K)-module associé a la représentation triviale de GLy(R). Mais un tel V' serait
engendré par une fonction non nulle f € A, annulée par Rx pour tout X, et donc
serait constante sur chaque composante connexe de GL2(R), puis sur tout GLy(R)
par GLy(Z)-invariance a gauche. Mais les fonctions constantes non nulles ne sont
pas paraboliques (car elles sont égales a leur terme constant).

Remarque 6.24. Le Théoréeme 6.23 et le Lemme 6.12 décrivent entiérement la
structure du (g, K)-module Ay, D’apreés la remarque 6.10, le produit de Petersson
(f, ') est bien défini plus généralement pour f € AW et f/ € AW, [’ argument ci-

cusp

dessus montre alors que 'orthogonal £™it de A"t dans A"™it est un supplémentaire
cusp

(g, K)-stable, puis que I'on a une décomposition naturelle
Ay ® & = A

ou &€ désigne le sous-espace engendré par les fonctions |det g|*(log| det(g)|)"f avec
s € C,n e Net fec &t Pour étudier la structure de &, il aurait fallu examiner
les séries d’Eisenstein ®; avec f = Gy, définies au chapitre 2, qui en sont des
éléments naturels, ainsi que leur terme constant et leur prolongement analytique
comme fonction de s. La structure de €"™™* est plus subtile que celle de AXL : il
n’est pas semi-simple.

5. L’intégrabilité entraine la croissance modérée

Lors de la démonstration de Lemme 6.20, nous avons utilisé le résultat suivant :

Proposition 6.25. (Harish-Chandra) Soit f € C*°(GLy(R)) une fonction K -finie
a droite et 3(gly(C))-finie. On suppose que f est invariante o gauche par GLy(Z), et
de carré intégrable sur GLg(Z).\GLa(R). Alors f est une forme automorphe (i.e. f
est a croissance modérée).

Cette proposition résultera du théoréme d’harmonicité de Harish-Chandra et de
I'éstimée ci-dessous (due & Borel).

Lemme 6.26. I existe des constantes ¢, N > 0 telles que pour tout t € Ry on ait
{7 €GLa(Z), [Nl <t}] < et™.

DEMONSTRATION —  Posons I' = GLy(Z) et Gy = {g € GL2(R), ||g]| < t} pour ¢ réel
> 0. On cherche a majorer [I'NGy|. On a Gy = () pour ¢ < 1, on peut donc supposer



5. INTEGRABILITE ENTRAINE LA CROISSANCE MODEREE 103

t > 1. Soient u = dg la mesure de Haar déja introduite sur GLy(R), V' un voisinage
compact de 1 dans GLy(R) avec VV ! NT = {1}, de sorte que la réunion des vV,
portant sur les v € I', est disjointe, et soit enfin m = sup,. ||v||. Le sous-ensemble
[, erne, 7V est de mesure [I' N Gy|u(V) et il est inclus dans Gy 11 suffit donce de

montrer qu’il existe des constantes ¢, N > 0 avec u(Gy) < ctV.

Rappelons que tout élément g € G s’écrit de maniére unique sous la forme
g = Ny a, 2S.t avec (x,y,2,t) € M (§3). Dans ces coordonnées, on a

19117 = [[Patayzl]* = 2*(@* +y* + 1) + 27"y %

Donc linégalité ||g|| < t entraine |z|, |zz|, |2y| < t et |22y~ < t, puis [z7}] < 2,
|z, |ly|Ft < 3, et t72 < z < t. La formule d’intégration du Lemme (6.15) entraine

donc 'inégalité
dy dz
pGy<en( [ o) S 5
|| <t3 t—3<|y|<t3 Y t—2<a<t <

L’intégrale de droite vaut 27 - 23 - 2(t3 — t73) - 3logt, qui est bien < c¢t” pour
une constante ¢ > 0 adéquate. ]

DEMONSTRATION —  Démontrons maintenant la Proposition 6.25. On pose encore
G = GLy(R) et I' = GLy(Z). D’apres le théoréme d’harmonicité de Harish-Chandra,
il existe une fonction continue et & support compact ¢ sur G vérifiant f = f * .
Considérons la fonction

Yp:GxG—C, (h,g)— ng(hilyg).

vyer

Soit © C G un compact hors duquel ¢ est nulle. A g,h € G donnés, la somme
ci-dessus est nulle pour v qui n’est pas dans h{dg~'. Mais I' N hQg ™! est fini, car
discret et compact : la somme ci-dessus est finie, et ce méme uniformément lorsque
g et h restent dans un compact de GG, de sorte que v est bien définie et continue.
On a pour tout g € G

flg) = /G Fettgdh = 3 [ ph)p(htg)dh

~er 1o

=> | feh v g)dh = | f()g(h, g)dh.

~vel o
L’échange des sommations est justifié car d’une part f est intégrable sur Ilj, car de

carré intégrable et p(Ily) < oo, et d’autre part h — 1 (h, g) est continue et bornée.
En effet, nous allons montrer plus précisément la majoration

(52) Il existe ¢, N >0 avec 9(h,g) < c||g||".
Elle entrainera |f(g)| < ¢/|gl|¥ (u(TTo) [y, [f(R)[?1)'/?, et donc la proposition.

Notons M un majorant de |p| sur G. Observons que si on a h™'yg € Q et
h='y'g € Q avec 7,7 € T et h,g € G, alors on a g~ 'v~1v'g € Q1. En particulier,
si w désigne le sup des ||a|| avec a variant dans le compact Q7' de G, on a

< gl g™ w-
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Rappelons qu’il existe des réels ¢o, No > 0 avec ||g7| < col]g]|™ pour tout g € G.
On en déduit que pour tout h,g € GG on a

W(h,g) < M(1+ [{y € GLa(Z), [I7] < collglI™*}).
La relation (52) découle alors du Lemme 6.26. U



CHAPITRE 7

Formes automorphes pour GL,(A)

Le but de ce dernier chapitre est de définir la notion de forme automorphe
pour GL,(A), ainsi que les produits eulériens associés par Langlands aux formes
propres pour les opérateurs de Hecke [L.2]. Cela nous permettra d’énoncer quelques
conjectures importantes (et largement ouvertes) dues a Langlands [L1,1.2], dont
certaines avaient déja évoquées informellement au Chapitre 1.

Pour parvenir a ces buts, nous aurons besoin de plusieurs études préliminaires.
Nous commencerons par étudier les groupes et variétés adéliques, en particulier leur
topologie, dans un contexte assez général. Ensuite, nous ferons quelques rappels sur
la théorie de la mesure (trés élémentaire!) sur ces espaces, et plus généralement sur
les espaces topologiques séparés localement profinis (¢-espaces). Nous exposerons en
particulier la construction des mesures de Haar, et des mesures invariantes sur les
espaces homogeénes, dans ce contexte. Ces constructions jetterons un regard nouveau
sur les anneaux de Hecke introduits au Chapitre 3. Ces préliminaires étant établis,
nous serons en mesure de démontrer l'isomorphisme de Satake [Sa, Cal, qui est le
résultat central de ce chapitre. Il s’agit d’un isomorphisme canonique

H(GLn(Qp), GLn(Z,)) = CIX, X5, . X

qui conduit a un analogue du Frobenius Frob, en théorie des formes automorphes.
C’est la clé de la définition des produits eulériens de Langlands [L2].
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1. Groupes et variétés adéliques

1.1. Rappels sur les schémas en groupes affines de type fini sur Z. Il
sera naturel de considerer des foncteurs en groupes sur la catégorie Ann des anneaux
commutatifs, autrement dit des foncteurs covariants de Ann vers la catégorie Gro
des groupes. Par exemple, A — G,(A) = (A, +) (groupe additif), A — G,,,(A*, X)
(groupe multiplicatif),

A GL,(A) ={m e M,(A), detm € A*}

(groupe linéaire), A — O,(A) = {m € M,(A),m*m = I,} (groupe orthogonal
standard) etc... sont des foncteurs en groupes de maniére évidente, et d’'un inté-
rét également évident. Tous ces foncteurs, vus a valeurs dans la catégorie Ens des
ensembles, sont de plus représentables par des anneaux de type fini sur Z, i.e. iso-
morphes & un foncteur de la forme A — Homp,, (R, A) o R est un anneau de
type fini sur Z. Conformément & I'usage en géométrie algébrique, ce dernier fonc-
teur Homay, (R, —) sera aussi noté Spec R. Par exemple on a manifestement des
isomorphismes de foncteurs

Go ~ SpecZ[T), G,, ~ SpecZ[T, T_l], GL,, >~ Spec Z{T; j }1<i j<n] [det(Ti,j)_l].

Toujours conformément a l'usage (et I'intuition!) en géométrie algébrique, on ap-
pellera schéma affine tout foncteur Ann — Ens isomorphe & un foncteur de la forme
Spec R. Le trés général (et facile!) lemme de Yoneda affirme que tout morphisme (de
foncteurs) Spec R — Spec S est induit par un unique morphisme d’anneaux S — R.
Un schéma affine est dit de type fini s’il est isomorphe & Spec R avec R anneau de
type fini sur Z. L’espace affine de dimension m est par définition Spec Z[T1, . .., T,
on le note A™. Si X et Y sont deux schémas affines, respectivement représentés par
les anneaux R et S, alors le foncteur X x Y, défini par A — X(A) x Y(A), est
encore un schéma affine, représenté par R ® S. Une immersion fermée entre sché-
mas affines est un morphisme de foncteurs X — Y, disons avec X ~ Spec R et
Y ~ Spec S, tel que le morphisme d’anneaux associé S — R est surjectif. Si X — Y
est une immersion fermée entre schémas affine, alors pour tout anneau A ’applica-
tion X (A) — Y (A) est injective.

Un schéma en groupes affine (resp. affine de type fini sur Z) est un foncteur
G : Ann — Gro tel que le foncteur sous-jacent Ann — Ens est un schéma affine
(resp. affine de type fini sur Z). Si G est un schéma en groupes, notons que l'on
dispose en particulier de morphismes G x G — G (donné par la multiplication) et
G — G (donné par I'inversion).

1.2. Variétés adéliques affines. Soient P I’ensemble des nombres premiers et
V =P U{o0}. L’ensemble V s’identifie & 'ensemble des places (=classes d’équiva-
lences de valuations) de @Q de maniére évidente. On note Q, le complété de Q en
v €V, de sorte que 'on a Q, = Q, (corps des p-adiques) si v est le nombre premier
p, Q, = R si v est la place archimédienne co. On rappelle que l'anneau des adéles

de Q est le sous-anneau
Acl]a

veV
constitué des éléments (x,) tels que z, € Z, pour presque tout nombre premier p, ce
qui signifiera “pour tout p sauf éventuellement un nombre fini”. De méme, ’anneau
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des adeles finis est le sous-anneau
A rC H Qp
p

constitué des (x,) avec x, € Z, pour presque tout p € P. Ona A =R x Ay. Le corps
Q se plonge diagonalement dans A et A, ce qui fait de ces derniers des Q-algebres.

On posera
z=1]z,

peEP
c’est un sous-anneau de Ay.

Soit X un schéma affine de type fini sur Z. Ecrivons X ~ SpecZ[T, ..., T,]/I
pour un certain idéal I dans Z[T1, ..., T,], de sorte que X s’identifie au fermé Zariski
défini par I = 0 de 'espace affine A" de dimension n sur Z. L’ensemble X (A)
s’identifie donc fonctoriellement en anneau A a celui des n-uples (¢4, ...,t,) € A™
avec P(ty,...,t,) = 0 pour tout P € . La finitude du nombre n des coordonnées
entraine manifestement le :

Lemme 7.1. Si X est un schéma affine de type fini sur Z, lapplication
(53) X(A) = [[x@),

veV
induite par les projections A — Q,, est une bijection d’image le sous-ensemble des
(xy) avec x, € X(Z,) pour presque tout p.

(Noter que le cas ou X = Spec(Z[T]) est la droite affine est méme tautologique!).
On a bien sir une description similaire de X (A ) dans laquelle P remplace V. Enfin,

~

on a tautologiquement X(Z) = [], X(Z,) et X(A) = X(R) x X(Ay). De plus, le
plongement naturel de X (Q) dans X (A), induit par Q — A, devient le plongement
diagonal lorsqu’on le compose avec (53).

Le sorite ci-dessus s’applique en particulier au cas ou X = G est un schéma en
groupes affine de type fini sur Z. Dans ce cas le groupe G(A) est évidemment un
sous-groupe du groupe produit [] ., G(Q,) : c’est le groupe adélique associé a G,
idem pour G(Ay) en remplacant V par P. Dans ce cas, on identifiera parfois G(Q,)
au sous-groupe de G(A) constitué des éléments (g,,) avec g, = 1 pour tout w # v,
idem pour G(Ay).

1.3. Topologies. Expliquons maintenant comment munir les variétés et groupes
adéliques de topologies naturelles. Tout d’abord, pour tout v € V, le corps Q, est un
corps topologique localement compact pour la topologie définie par v. Il se trouve
que 'on peut munir également les anneaux A et Ay d’une topologie naturelle (lo-
calement compacte et séparée). Il suffit de 'expliquer pour Ay, car on munira alors
A = R x Ay de la topologie produit. On constate que les sous-groupes Uy C Ay,
avec N un entier > 1, définis par

Uv = NZ ={(Nx),, v € &g} = [ [[ Nz, | x [] 2.
pIN

p|N

vérifient Uy NUy D Uyn et Uy - Uy = Uy pour tous N, M > 1. De plus, pour
tout © € Ay et tout M > 1, il existe NV > 1 tel que 2Uy C Up. On en déduit que
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les © + Uy, avec x € Ay et N > 1, forment donc une base d’une unique topologie

d’anneaux ' sur A;. Par définition, le sous-anneau U; = 7 = Hp Z,, est ouvert dans
Ay, et la topologie de U; induite par Ay est la topologie produit. C’est donc un
sous-anneau compact, et méme profini car Uy est un idéal ouvert de U; vérifiant
Uy /Un ~ Z/NZ pour tout N > 1.

Ces topologies sur les Q, et sur A, sétendent a toutes les variétés/groupes adé-
liques pour une raison trés simple et générale, qui prend la forme du lemme suivant. 2
Dans cet énoncé, R est un anneau topologique quelconque, et on munit R™ de la
topologie produit pour tout entier m > 1.

Lemme 7.2. Soit R un anneau topologique.

(1) 1l existe un unique foncteur des schémas affines de type fini sur Z vers les
espaces topologiques qui est de la forme X — X(R), et tel que si X C A™ est
fermé alors le sous-ensemble X(R) C R™ est fermé.

On muni désormais X (R) de cette topologie pour tout schéma affine X de type fini
sur Z et tout anneau topologique R.

(11) Si X etY sont deux shémas affines de type fini sur Z, la bijection naturelle
(X xY)(R) — X(R) x Y(R) est alors un homéomorphisme.

(111) Si G est un schéma en groupes affine et de type fini sur Z, alors G(R) est
un groupe topologique.

(iv) Si R = Ry X Ry avec Ry et Ry des anneaux topologiques, et si X est affine
de type fini sur Z, alors l'isomorphismes naturel X (R) = X (R;) x X (Ry) est
un homéomorphisme.

DEMONSTRATION —  Comme tout X se réalise comme fermé d’un espace affine,
I'unicité est évidente. Pour justifier I'existence, supposons d’abord X = Spec A
avec A un anneau de type fini sur Z. Pour tout élément f € A, on dispose d'une
évaluation tautologique evy : X(R) — R, v — f(x) (rappelons qu’au sens strict
est un morphisme d’anneaux de A vers R, et que l'on a posé f(x) = z(f)!). On munit
X(R) de la topologie T la plus faible rendant evy continue pour tout f € A. Choisir
une immersion fermée X — A™ revient a choisir des générateurs xy,...,x,, de
I'anneau R. La topologie 7’ de X (R) induite par 'inclusion X (R) C R™ est alors la
topologie faible donnée par les ev,, pour i = 1,...,m. On a évidemment T’ C T. Mais
tout f € R est un polyndme a coefficients entiers en les x;. Comme les applications
polynomiales R™ — R sont continues, ’application ev; est continue pour 7’ pour
tout f € A :onadoncT C T puis T =T : ce que 'on voulait démontrer. Le fait
que X — X(R) est un foncteur satisfaisant (i) s’en déduit trivialement, car tout
morphisme Spec A — Spec B provient d’un unique morphisme d’anneaux B — A.

1. Rappelons qu’un anneau topologique est un anneau muni d’une topologie telle que (z,y) —
x4y, (z,y) = zy et © — —z solent continues. En particulier, pour tout élément a ’application
x +— x + a est un homéomorphisme.

2. Voir l'article de B. Conrad Weil and Grothendieck approaches to adelic points, Enseign. Math.
(2) 58 61-97 (2012), pour de nombreux développements de cette méthode, notamment dans des
contextes non affines.
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Pour le (ii), on peut supposer que X et Y sont respectivement plongés dans A"
et A™, et on invoque simplement que l'application évidente R™ x R™ — R"™™ est
un homéomorphisme.

Pour le (iii), on note que l'inversion G(R) — G(R) est continue par le (i), ainsi
que la multiplication G(R) x G(R) = (G x G)(R) — G(R) par (i) et (ii).

Pour le (iv), on se rameéne encore & montrer que la bijection naturelle R{* x R}* —
(R; X Ry)™ est un homéomorphisme, ce qui est évident. O

On munira dorénavant sans commentaire les ensembles X(Q,), X (Af) et X(A),
pour X affine de type fini sur Z, des topologies données par le lemme ci-dessus. Par
le (iv) 'application évidente X (A) = X (R) x X(A}) est un homéomorphisme. De
plus, tous ces espaces sont des espaces localement compact séparés, car c’est le cas

de Q, et de A (et donc des Q" et AT).

Remarque 7.3. Si X — Y est une immersion ouverte entre schémas de type fini sur
Z (au sens de la théorie des schémas, par exemple de la forme Spec A[1/f] — Spec A
avec f € A), et si R anneau topologique, il n’est pas vrai en général que X (R) est
un ouvert de Y/(R). Par exemple si X = G,, C A" =Y, alors A} (les ideles) n’est

pas un ouvert de As (mais, bien str, il s’identifie au fermé de Afc défini par zy = 1).

Soit GG est un schéma en groupes de type fini sur Z. Pour N > 1 et p premier on
note G(Z,)(n) le noyau du morphisme G(Z,) — G(Z,/NZ,). C’est un sous-groupe
distingué d’indice fini dans G(Z,) ; il est égale a G(Z,) si p ne divise pas N. On pose
enfin G(Ay) ) =[], G(Z,) ). C'est un sous-groupe distingué et d’indice fini dans

A~

G(Ar)) = G(2).
Corollaire 7.4. Soient G un schéma en groupes affine et de type fini sur Z.

(i) Si p € P, les G(Zy)(ny avec N > 1 forment un systéme fondamental de
voisinages de 1 dans G(Q,) constitué de sous-groupes ouverts et compacts,
distingués et d’indice fini dans G(Z,).

(ii) les sous-groupes G(Af)ny avec N > 1, forment un systéme fondamental
de voisinages de 1 dans G(Ay) constitué de sous-groupes ouverts et compacts,

distingués et d’indice fini dans G(i)

DEMONSTRATION —  Soit 1 : G — A™ une immersion fermée. Quitte & la composer

par x — x —i(1) (on 1 € G(Z) est I’élément neutre de G, et donc i(1) € Z™), on

peut supposer que 'on a i(1) = 0. On observe que 'on a tautologiquement
G(Zy) vy =1 Y(NZ,) et G(Ap)n) =i (NZ).

En effet, pour justifier par exemple la premiére égalité il suffit de contempler le
diagramme commutatif naturel

G(Z,) ——— A™(Z,) —= zy

can l L can l/ can

G(ZP/NZP) — Am(Zp/NZp) — (ZP/NZp)m
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et d’utiliser l'injectivité des applications induites par i horizontales (vraies car i est
une immersion fermée). On conclut car les plongements G(Q,) — Q' et G(Af) —
A’ induits par 1 sont fermés puisque 1 est une immersion fermée, et car les NZ,

(resp. NZ) avec N > 1 forment une base de voisinage de 0 dans Q, (resp. Ay). O

Ce corollaire montre que la topologie que nous avons mise ici sur G(Q,) et
G(Ay) coincide avec celle que I'on trouve dans diverses autres références sur le
sujet. Terminons par une propriété cruciale du plongement Q — A, qui font que les
adeles sont & Q ce que R est a Z.

Proposition 7.5. Si X est un schéma affine de type fini sur Z, alors X(Q) est
discret dans X (A).

DEMONSTRATION —  Soit i : X — A" une immersion fermée. Elle induit donc une
injection fermée X (A) — A™ qui envoie X (Q) dans Q™. Il suffit donc de voir que
Q™ est discret dans A™, ce pour quoi on peut méme supposer m = 1. Comme Q est
un sous-groupe de A, il suffit de voir qu’il existe un voisinage V/ de 0 dans A avec
V' NQ = {0}. On conclut car V =] — 1, 1[xZ convient. O

2. GL,(Ay) et réseaux de Q"

Définition 7.6. Soit G un schéma en groupes affine et de type fini sur Z. On note
Cl(G) l’ensemble des doubles classes G(Q)\G(Ay)/G(Z) et on pose h(G) = |Cl(G).

Un résultat fameux de Borel®, vaste généralisation de la finitude du nombre
des classes d’idéaux d'un corps de nombres, affirme que h(G) est toujours fini. Par
exemple, on a h(G,) = 1. En effet, tout adele a € Ay s’écrit manifestement sous la

forme A+ z avec A € Q et z € Z. De méme, on a A% = Q* - Z* et h(G,,) = 1. Nous
allons étudier ici le cas G = GL,,.

Proposition 7.7. Pour tout n > 1 on a h(GL,) = 1, autrement dit
GL,(Af) = GL,(Q).GL,(Z).

Avant de démontrer cette proposition, commengons par une observation sur les
réseaux de ’espace vectoriel Q", dont ’ensemble a été noté R(Q™) au chapitre 3. Si
L C Q" est un réseau, alors son image dans le Q-espace vectoriel Q) engendre un
Zy-réseau Ly, pour tout premier p. On note R(Q}) 'ensemble des Z,-réseaux de Qj

Lemme 7.8. (Eichler, Weil) L application R(Q") — [[,R(Q}), L = (L), est une
injection d’image l’ensemble des collections (L) vérifiant L, = Z7 pour presque tout
peP.

DEMONSTRATION —  Soit L € R(Q"). Il existe un entier N > 1 tel que 'on a
Nz™ C L C %Z“. Cela entraine NZj C L, C %ZZ pour tout premier p. En

3. Voir Some finiteness properties of adele groups over number fields, Publ. Math, IHES (1963).
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particulier, on a L, = (Z,)" pour tout p ne divisant pas N (et donc pour presque
tout p). De plus, par Bézout on a un isomorphisme canonique

(v 2NNz 5 T (5 B/ (),

p|N

qui envoit manifestement L sur le produit des L,/(NZjy) : L est uniquement déter-
miné par la collection des L, (c’est méme l'intersection de tous les L, en un sens
évident), et I'application de I’énoncé est injective. Enfin, si on a (L,) avec L, = Z
pour presque tout p, on peut trouver un entier N > 1 tel que NZ; C L, C %ZZ pour
tout p. L’isomorphisme ci-dessus montre encore que I'image inverse des L,/(NZy)
est un sous-réseau NZ" C L' C ]lV(Z”) vérifiant L, = L, pour tout p : cest la
surjectivité annoncée. U

Il résulte de ce lemme que 'on peut définir une action de GL,,(Af) sur R(Q") :
si g € GL,(Ay), et si L € R(Q"), on note g.L € R(Q") 'unique réseau vérifiant

(g-L)p = gpr

pour tout premier p (observer que I'on a bien g,L, = Zj pour presque tout p si
g € GL,(A)). C’est trivialement une action de groupe, qui de plus est transitive, car
GL,(Qp) agit transitivement sur R(Q}) pour tout premier p. Le stabilisateur de Z"

pour cette action est manifestement [[ _» G(Z,) = G (Z), et nous avons démontré

que g — ¢(Z") induit une bijection

peP

GLa(Af)/GL4(Z) 5 R(Q").

Mais d’autre part, on a aussi une action naturelle, et également transitive, de
GL,(Q) sur R(Q"), compatible avec l'action précédente et I'inclusion de GL,(Q)
dans GL,,(Ay) : on a bien démontré

GLn(Af) = GL,(Q) - CL,(Z),

ce qui démontre la Proposition 7.7.

Corollaire 7.9. L’application g — (g,1), GL,(R) — GL,(A) induit un homéomor-
phisme entre espaces topologiques quotients

GLA(Z)\GL,(R) = GL,(Q)\GL,(A)/GL,(Z).

DEMONSTRATION —  L’application de l’énonc/é\ induit manifestement une applicatiAon
GL,(Z)\GL,(R) — GL,(Q)\GL,(A)/GL,(Z), a savoir g — GL,(Q)(g x 1)GL,(Z).
Cette application est trivialement injective, et elle est surjective d’aprés la Proposi-
tion 7.7. Elle est continue car I'inclusion G(R) — GL,(A) l'est. Elle est ouverte car

~

si 2 est un ouvert de GL,,(R) alors Q x GL,(Z) est un ouvert de GL,(A), ainsi donc
que GL,(Q)(©2 x GL,(Z)) (réunion d’ouverts). O
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3. Mesures sur les espaces et groupes localement profinis

Nous appellerons £-espace un espace topologique séparé * dans lequel tout élément
posséde une base de voisinages a la fois ouverts et compacts. Par exemple, les espaces
produits A7 et Q" sont des {-espaces pour tout m > 1. Plus généralement, si X est
un schéma affine de type fini sur Z, et si p est premier, alors X (Af) et X(Q,) sont
des l-espaces par le Lemme 7.2.

Lemme 7.10. Soient X un (-espace et U,V deux ouverts compacts de X. Alors
UuV,uUnV etU —V sont des ouverts compacts de X .

DEMONSTRATION —  (C’est évident pour U U V. Pour les autres, cela se déduit du fait
qu’un fermé d’un compact est compact, et que dans un espace séparé tout compact
est fermé. 0

Si X est un f-espace, on notera OC(X) I'ensemble des parties de X qui sont a
la fois ouvertes et compactes.

Définition 7.11. Une petite mesure sur le (-espace X est une fonction p: OC(X) —
C vérifiant (U UV) = p(U) + w(V) pour tout U,V € OC(X) avec UNV =10 (et
donc (@) = 0). Les petites mesures forment un C-espace vectoriel de maniére évi-
dente, que l'on notera PM(X). Une petite mesure p € PM(X) sera dite positive, et
on notera p >0, si l'on a u(U) > 0 pour tout U € OC(X).

Un énonce classique de théorie de la mesure (théoréme d’extension de Caratheo-
dory ®) implique que les petites mesures positives sont la méme chose que les mesures
boréliennes lorsque le f-espace X est réunion dénombrable de compacts.

Proposition 7.12. (Carathéodory) Soit X un €-espace supposé réunion dénombrable
de compacts. Alors toute petite mesure positive sur X sétend de maniere unique en
une mesure borélienne positive sur X .

Notons que cette proposition s’applique aux f-espaces de la forme X(Q,) ou
X(Ay) car Q, et Ay sont réunion dénombrable de compacts. Ceci étant dit, les
petites mesures suffiseront aux besoins de ce chapitre.

Nous appellerons ¢-groupe un groupe topologique dont I’espace topologique sous-
jacent est un f-espace. Notre premier but sera d’expliquer une construction trés
simple des (petites) mesures de Haar pour les /-groupes. Si G est affine de type fini
sur Z alors G(Ay) et les G(Q,) sont des exemples de ¢-groupes. Dans ces exemples,
nous avons vu qu’il existe une base de voisinages de 1 constituée de sous-groupes
ouverts compacts, c¢’est un fait général :

Lemme 7.13. Soient G un (-groupe et U un ouvert compact non vide de G.

4. Rappelons que cela signifie que pour tout =,y € X avec x # vy, il existe des ouverts U et V
aveczeU,yeVetUNV =0.

5. Voir le blog de Terence Tao https://terrytao.wordpress.com/2009/01/03/
254a-notes-0a-an-alternate-approach-to-the-caratheodory-extension-theorem/ pour
une démonstration assez courte de ce théoréme.


https://terrytao.wordpress.com/2009/01/03/254a-notes-0a-an-alternate-approach-to-the-caratheodory-extension-theorem/
https://terrytao.wordpress.com/2009/01/03/254a-notes-0a-an-alternate-approach-to-the-caratheodory-extension-theorem/
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(i) Si K est un sous-groupe ouvert de G vérifiant U K C U alors U/K est fini
et K est compact,

(11) il existe un sous-groupe ouvert compact K de G vérifiant U K C U (et donc
UK =U).

En particulier, G admet une base de wvoisinages de 1 constituée de sous-groupes
ouverts compacts, et si K et K' sont deux sous-groupes compacts ouverts de G alors
K N K’ est d’indices finis dans K (des deux cotés).

DEMONSTRATION —  Montrons le (i). L’ensemble U est réunion disjointes de K-
orbites, i.e. de parties de la forme u K avec u € U, donc ouvertes car K l'est. Par
compacité de U, ces K-orbites sont en nombre fini. Comme le complémentaire d’une
K-orbite dans U est une réunion de K-orbites, u K est fermé et donc compact pour
tout u € U. Choisissant v € U (qui est non vide), cela montre que K = u™' u K est
compact.

Montrons le (ii). Par continuité de la multiplication dans G, pour tout x € U il
existe un voisinage ouvert compact U, de x dans U, et un voisinage ouvert compact
V, de 1 dans G, tels que U, V, C U. Par compacité de U, il existe x1,...,x, € U
avec U = U], U,,. On en déduit que le voisinage ouvert compact V = N7, V,, de 1
dans G vérifie UV C U. Par continuité de l'inversion, il existe un voisinage ouvert
W Cc V de 1 dans G avec W~ C V. Le sous-groupe K de G engendré par W est
ouvert (car W C K) et vérifie U K C U, donc K est compact par le (i), et on a

montré le (ii).

Pour la derniére assertion, on applique le (ii) & un voisinage U de 1 et on observe
K C U. L’assertion sur K N K’ découle du (i). O

Si G est un (-groupe, alors G agit naturellement par translations a droite et a
gauche sur OC(G). En effet, si U € OC(G) et g € G alors gU et Ug sont dans
OC(G). Pour p € PM(G) et g € G on note Ryp (resp. L) est la petite mesure sur
G définie par U — u(Ug) (resp. U — p(g~'U)); ce sont des petites mesures pour
des raisons évidentes, et g — R, et L, sont deux actions & gauche de G sur OC(G)
qui commutent entre elles. L’énoncé suivant traite des mesures de Haar a gauche :
le cas “a droite” se traite de maniére similaire, ou mieux se raméne & celui-la en
considérant le groupe opposé.

Proposition 7.14. (Mesures de Haar & gauche) Soient G un (-groupe. Il existe
une petite mesure positive non nulle o sur G, unique a un scalaire dans R<q pres,
vérifiant Ly = p pour tout g € G. Elle vérifie de plus p(U) > 0 pour tout U €
OC(G) non vide.

(Notons que 'extension de Carathéodory d’une petite mesure de Haar est éga-
lement invariante, par la propriété d’unicité de celle-1a.)

DEMONSTRATION —  Supposons l'existence d’une petite mesure sur GG invariante a
droite. Soient U € OC(G) et K un sous-groupe ouvert compact de G tels que
UK C U. Alors U est réunion disjointe de |U/K| < oo parties de la forme u K, et
on a donc

(54) w(U) = |U/K| p(K).
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Soit K’ un sous-groupe compact ouvert de G. Cette observation appliquée & U = K,
qui est stable par le compact ouvert K N K’ montre aussi

(55) p(K') = [K'/(KN K| p(K N K

pour tous sous-groupes ouverts compacts K, K’ de G. En particulier, on a u(K) =
|K/K'| ;( K') pour K/ C K. On en déduit de (54) que si p est non nulle, alors pu(K)
est non nul pour au moins un sous-groupe compact ouvert K de G, puis pour tous
les sous-groupes compacts ouverts de G par (55), puis que p(U) est non nul pour
tout U € OC(G) non vide par (54) appliqué une seconde fois. D’autre part, (54)
et (55) montrent que p est uniquement déterminée par sa valeur sur un compact
ouvert donné de (G, d’ou 'assertion d’unicité.

Il ne reste que la question de 'existence de u, mais elle est dictée par ’analyse
précédente. Fixons un sous-groupe ouvert compact Ky C G (in fine, nous aurons
pu(Ko) = 1). Soit U € OC(G). On choisit un sous-groupe compact ouvert K C Ky
vérifiant U Ky C U (intersecter avec Ky un sous-groupe donné par le Lemme 7.13
(ii)), puis on pose

p(U) = |U/K||Ko/K|™".
Alors p(U) ne dépend pas du choix de K. En effet, si 'on a U K’ C U, alors on a
U(KNK') C U, de sorte que 'on peut supposer K’ C K, auquel cas on conclut
par les égalités évidentes

U/K'| = |K/K'||U/K]| et |Ko/K'| = |K/K'||Ko/K|.

On a bien p(gU) = p(U) pour tout U € OC(G) et tout g € G en vertu de 'égalité
lgU/K| = |U/K|. Enfin, pour U,V € OC(G) avec U NV = {, on peut choisir
K C Kyavec UK C U et VK C V, auquel cas p(UJ[V) = pu(U) + (V) car
(UI]V)/K =U/K]]V/K. O

Si p est une mesure de Haar & gauche sur le /-groupe G, et si g € G, alors
Ry en est encore une : elle est donc de la forme d¢(g)p pour un unique scalaire
dc(g) € Ry (clairement indépendant du choix de p). Comme g — R, est une action
de groupes, dg : G — R, est un morphisme de groupes. Il est trivial sur tout sous-
groupe compact ouvert K de G : pour k € K on a pu(K) = u(Kk) = og(k)pu(K) et
donc d¢(k) = 1 car pu(K) # 0. En particulier, 'application g est continue pour la
topologie discréte sur R :

Corollaire-Définition 7.15. Pour tout (-groupe G, il existe un unique homo-
morphisme continu dg : G — Rsq, appelé module de G, tel que pour toute me-
sure de Haar a gauche p sur G, pour tout g € G, et tout U € OC(G), on ait
w(Ug) = u(g7'Ug) = da(g)u(U). On dit que G est unimodulaire si l'on a ég = 1,
dans ce cas toute mesure de Haar a gauche sur G est aussi une mesure de Haar a
droite.

Exemple 7.16. (i) Les f-groupes commutatifs (resp. simples, resp. compacts)
sont trivialement unimodulaires.

(ii) (Mesure de Haar standard sur Q,) La (petite) mesure de Haar sur le (-groupe
additif Q" normali¢e par p(Z;") = 1 sera notée [[;", du;.

(iii) Le groupe GL,(Q,) est unimodulaire.



3. MESURES SUR LES ESPACES ET GROUPES LOCALEMENT PROFINIS 115

DEmonsTRATION —  Seul le (iii) reste a justifier. Posons G = GL,(Q,), H = SL,(Q,)
et Z=Q;. Onadg(ZH) =1 car H est égal a son groupe dérivé et Z est central.
Comme ZH est d’'indice fini dans G, le sous-groupe dc(G) C Rsq est fini : il est
donc trivial. 0

Pour construire des mesures, il est commode d’adopter le point de vue fonctionnel
suivant. On notera C.(X) I'espace vectoriel des fonctions X — C qui sont localement
constantes (autrement dit, continues pour la topologie discréte sur C) et a support
compact. Une telle fonction ne prend qu'un nombre fini de valeurs, de sorte que pour
tout A € C lensemble f~!({\}) est un ouvert fermé de X, compact si 'on a A # 0
(car dans Supp f). En particulier, les fonctions caractéristiques 1y avec U € OC(X)
forment une famille génératrice de l'espace C.(X). Elles ne forment pas une base
en général, a cause par exemple des relations de la forme 1y + 1y = lyuy + lunv
pour U,V € OC(X) (nous allons voir plus bas que ce sont essentiellement les seules
relations). Toute forme linéaire A : C.(X) — C définit une petite mesure py sur X
en posant py(U) = A(1y). L’application

(56) Ce(X)" — PM(X), A pua,

ainsi définie est linéaire est injective.

Lemme 7.17. L’application (56) est bijective.

DEMONSTRATION — Reste & montrer la surjectivité. Fixons donc une petite mesure p
sur X. Soient f € C.(X) et © un ouvert compact de X contenant Suppf. Supposons
que l'on ait deux décompositions Q = [[;.; Ui = [[ ¢, Vj ott les U; et les Vj sont des
ouverts compacts sur lesquels f est constante (de valeur notée f(U;) resp. f(V;)),
avec I et J finis. Observons que 1'on a

D O uU) =3 fU)Q_ wUinVy) = > fUNV) u(Uin V),

iel i€l jeJ iel,jet
la premiére égalité résultant de 'additivité de p appliquée a la partition finie U; =
[1;c; Ui NV et la seconde des égalités évidentes f(U; NV;) = f(U;) = f(V;). Au-
trement dit, la somme )., f(U;)p(U;) ne dépend que de f et €. En fait, elle ne
dépend pas non plus de €, car pour ' C Q on a f( — Q) = 0. On la note
A(f). En particulier, on a A(f) = > \crx)-q0) Au(fH{A})). Tl est évident que
l'on a A(14) = p(A) pour tout A € OC(X), et aussi A(uf) = pA(f). I ne reste
qu’a prouver A(f + g) = A(f) + A(g) pour f,g € C.(X). Fixons donc deux telles
fonctions f et g. Posons €2 = Suppf U Suppg. D’aprés les observations précédentes,
il suffit de voir qu’il existe une partition finie Q = [[, W) ou f et g sont toutes
les deux constantes sur chaque Wj. Pour cela, on choisit des décompositions finies
Q=11 Ui = HjeJ V; avec f constante sur les U; et g constante sur les V}, et on
observe que la partition de © donnée par les U; NV}, (4, ) € I x J, convient. O

Remarque 7.18. Si A est la forme linéaire associée a la petite mesure u, et si
f € €.(X), on note souvent A(f) = [, f(x)u. Ainsi, pour f = > N1y, on a
Jx f@)p =321 Xip(U;) : ce nest rien d’autre qu'une somme finie, mais I'écriture
est suggestive. Lorsque p est positive et X réunion dénombrable de compacts, de
sorte que i s’étend canoniquement en une mesure borélienne d’aprés Carathéodory,
cette notation est compatible avec celle en théorie de I'intégration.
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Exercice 7.1. ("Petit Fubini") Soient X et Y des f-espaces, ainsi que 1 € PM(X)
et v € PM(Y). Alors X X Y est un f-espace, et il existe un unique A € PM(X x Y)
avec A(U x V) = p(U)v(V) pour tout U € OC(X) et V € OC(Y), on note A = pv
ou A = g X v. Pour tout f € C.(X xY) on a

[ swpom= | fapmxv= [ ([

Donnons un exemple. Soit = [],; j<n dm; j la mesure standard sur le Q-espace
vectoriel V = M,,(Q,). Le f-groupe G = GL,(Q,) est manifestement un ouvert de
V', défini par det # 0. On a donc OC(G) C OC(V) et la (petite) mesure p définit
une petite mesure sur GG encore notée p. On peut voir cette mesure comme une
forme linéaire sur C.(G), et en tant que telle on peut la “multiplier” par la fonction
localement constante (mais pas & support compact) m +— |det m|™™, i.e. considérer
la forme linéaire sur C.(G)

(57) [ /G fm)detm|™ ] dmay.

1<ij<n

Nous avons noté |z| la norme de = € Q,, normalisée par |p| = 1/p.

Proposition 7.19. La Formule (57) définit une mesure de Haar des deux cotés sur
CGLn(Q,) pour laquelle GL,(Z,) est de volume p~" |GL,(Z/pZ)| = [T, (1—p).

DEMONSTRATION —  Le groupe G agit sur PM(V) par (i,u)(U) = p(g~'U). On a
pourveVetgeG

(Roig)(U) = igu(U +v) = p(g7 (U +v)) = plg™'U +g~v) = iy (U)
donc i,(U) est une mesure de Haar sur V, et le méme argument que pour d; montre

que l'on a un homomorphisme d : G — Ry trivial sur GL,(Z,) et vérifiant iju =
d(g)p. 11 s’agit de démontrer que l'on a

(58) d(g) = |detg|™ Vg € G.

Comme I’homomorphisme d est nécessairement trivial sur SL, (Q,) (on peut aussi
invoquer le fait qu'une transvection g € G vérifie manifestement d(g) = 1), ainsi
que sur GL,(Z,), on peut supposer g = diag(p,1,...,1). Mais dans ce cas on a
manifestement p(g~'M,,(Z,)) = p". La derniére assertion découle de la surjectivité

2

de GL,(Z,) = GL,(Z/pZ) et de l'égalité pu(1 + pM,,(Z,)) = p(pM,(Z,)) =p~™". O

Nous avons montré au passage le fait que %‘ est une mesure de Haar sur Q7
(cas n = 1). Notons B, C GL, (resp. N,, resp. T},) le sous-schéma en groupes
des éléments triangulaires supérieurs (resp. unipotents supérieurs, resp. diagonaux).
Chacun de ces groupes s’identifie naturellement & un ouvert d’un sous-espace vec-
toriel de M, (Q,), et on démontre aisément la proposition suivante par la méme

méthode que ci-dessus :

Proposition 7.20. (i) La mesure []}_, fn% est une mesure de Haar (des deux
cotés) sur T,(Qyp).

(it) La mesure [[,<;_j<, dm;; est une mesure de Haar (des deux cotés) sur

Nn(Qp).
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(iii) La mesure [T;_, [m """ ] <ic <, dmi; est une mesure de Haar a gauche

sur B = B,(Q,), et on a dg(m) :_H?ﬂ |m ;|2 pour tout m € B.

Nous allons terminer cette partie par une discussion de mesures sur les espaces
homogeénes (qui nous sera utile pour démontrer I'isomorphisme de Satake).

Proposition 7.21. Soient G un (-groupe et H un sous-groupe fermé avec (0g) g =
Op. 1l existe une (petite) mesure dg non nulle sur G/H, unique & un scalaire dans
R pres, qui est invariante a gauche par G. De plus, si dg et dh sont des (petites)
mesures de Haar a gauche respectives sur G et H, il existe un unique choix pour dg

de sorte que ['on ait
/f dg= [ ([ rlahanig
G/H

pour toute fonction f € C.(

DEmonsTRATION — Il v a plusieurs choses a vérifier, dont certaines sont sous-
entendues dans 1’énoncé. Tout d’abord, notons que H est un /-groupe en tant que
fermé de G. De plus, I'espace topologique quotient G/H est également un ¢-espace.
En effet, il est séparé, car G est séparé et H est fermé. D’autre part, la projection
canonique 7 : G — G/H est a la fois ouverte et continue par définition, de sorte
que si V est un voisinage de Hg dans G/H, 7 '(V) est ouvert et contient donc
un voisinage ouvert compact U de g dans G : 7(U) est un ouvert compact de V'
contenant g.

Fixons A = dh une mesure de Haar & gauche sur H comme dans I’énoncé. Soit
f € C.(G). Observons que pour g € G, la fonction h +— f(gh) est évidemment
continue, et nulle hors de l'ouvert compact (¢~' Supp f) N H de H. Il a donc un
sens a poser fy(g fheH (gh)dh pour tout g € G. On a fg(gh) = fu(g) pour
geGetheH Car dh est invariante & gauche. De plus, si f est constante sur les
ouverts compacts U; (en nombre fini), et nulle hors de leur réunion, alors f est
constante sur chaque ouvert U; H, et nulle hors de la réunion des U; H. Autrement
dit, la fonction fy, vue comme fonction sur G/H, est localement constante et a
support compact. On a construit une application manifestement C-linéaire

Lemme 7.22. L’application (59) est surjective.

DEMONSTRATION —  Les ouverts compacts de la forme Kg avec g € G et K C
G sous-groupe ouvert compact forment une base de la topologie de G, et donc
les ouverts compacts 7(Kg) = KgH forment une base de la topologie de G/H.
En particulier, les fonctions caractéristiques des K ¢gH engendrent C.(G/H). Fixons
go € G et K sous-groupe ouvert compact de G et étudions la fonction (1xg,)n.
Elle est manifestement nulle hors de KgoH, car pour h € H et G € G, alors
gh € Kgg entraine g € KgoK. Comme elle est H-invariante a droite, il suffit de
calculer (1xg,)u(g) pour g € Kgo. Dans ce cas, on a gh € Kgp si, et seulement si,
h € gy 'K go, et on a montré

(60) (Ikgo)n = MH N (95" Kgo)) Licgon,

ce qui conclut. O
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L’unicité de 7, si elle existe, ainsi que (U) > 0 pour tout U € OC(G/H) non
vide, se démontrent comme dans le cas des mesures de Haar sur GG, en observant que
les gKH (= gKg'gH), avec g € G et K sous-groupe ouvert compact de G, forment
une base de la topologie de G/H constituée d’ouverts compacts. De plus, toujours
supposant 'existence de i, on constate que l'application linéaire C.(G) — C, f —
f G/H fum est manifestement G-invariante par translations a gauche, et définit donc
une mesure de Haar a gauche sur G (elle est manifestement > 0 et # 0) : c’est
donc un multiple de p = dg. Quitte & remplacer 7z par un multiple, la Formule (60)
montre que pour tout g € G et tout sous-groupe compact ouvert K de G on a

MHNg 'Kg)(KgH) = pu(Kg)

(et donc aussi A(H N K)a(KH) = wu(K)!). Observer que si g est remplacé par
gh avec h € H, le terme de gauche est multiplié¢ par §y(h) et celui de droite par
dc(h), de sorte que I'hypothese 6 (h) = dg(h) pour tout h € H est une condition
nécessaire a |’existence de 7.

Montrons enfin 'existence de . Nous voulons poser, pour f € C.(G/H),

o fi= /Gfu,

ol ]7 € C.(G) vérifie fH = f. On a vu qu’une telle fonction ]7 existe; il ne reste
donc qu’a vérifier que le terme de droite ne dépend pas du choix de f, autrement
dit que si ¢ € C.(G) vérifie o = 0 alors on a [, ou = 0.

Fixons donc ¢ € C.(G) avec py = 0. Notons que 'on peut trouver un sous-
groupe compact ouvert K C G tel que ¢ est invariante a gauche par K. En effet, si
on choisit des ouverts compacts U; sur lesquels ¢ est constante, et hors desquels elle
est nulle, on peut trouver des sous-groupes compacts ouverts K; C G avec K U; C U;
(Lemme 7.13 (ii) appliqué a U; ) : le sous-groupe K = N,;K; convient. Ecrivons la
fonction ¢ comme une somme finie de fonctions ¢; dont le support est inclus dans
une double classe de la forme K ¢g; H avec g; € G. La fonction (¢;)y est nulle hors
de KgjH, et coincide du coup avec ¢y sur Kg;H : on a donc (¢;)g = 0 pour tout
J :on peut supposer que ¢ est a support dans une unique double classe KgH, avec
g €qG.

Ecrivons Suppy = [[%, Kgh; et p = Z gp(ghi) Lign;- On a pour tout ¢
légalite A\(H N (gh;) 'K gh;) = du(hi) N(H Kg). La Formule (60) et oy =0
montrent que 'on a donc

MHNg 'Kg) Zg@gh dp(h;) = 0.
=1

Mais d’autre part on a

m

| eladda = 3 ctahn(ah) = n(ia) 3 elah)ic(h).

i=1
qui est bien nulle par ’hypotheése sur iy et dg. Cela termine la démonstration de la
Proposition 7.21. O
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4. Retour sur les anneaux de Hecke H(G, K)
Soient G un {-groupe et K un sous-groupe compact ouvert de G.

Pour tout g € G, la double classe KgK C G est une partie compacte (image de
K x K — G, (k, k') — kgk') manifestement ouverte de G, de sorte que les deux
ensembles de classes (KgK)/K et K\(KgK) sont finis : le G-ensemble G/K est
admissible au sens du chapitre 3 §1.2, d’aprés le Corollaire 3.8.

D’autre part, H(G, K) n’est autre que le groupe des fonctions f € C.(G) a valeurs
dans Z et invariantes par K des deux cotés. Nous avons vu que H(G, K) s’identifie
naturellement & I'anneau de Hecke

H(G/K) = Endgq)(Z]G/K])*®

dont il hérite une structure d’anneau, le produit induit étant le produit de convolu-
tion * introduit loc. cit. Soient u = dg la mesure de Haar a gauche sur G vérifiant
u(K) =1, ainsi que f, f' € H(G, K) et g € G, on a par définitions :

Fefe) = 3 o) £ k) = [ o) o an = [ g an

heG/K

(Une fonction manifestement K-invariante des deux cotés et a support dans le pro-
duit de Supp f par lui-méme). L’associativité du produit de convolution serait aussi
conséquence immédiate d’une version (immeédiate!) de Fubini pour les petites me-
sures.

L’anneau H(G, K') apparait dans la théorie des représentations de G' de la ma-
ni¢re suivante. Si V' est un Z[G]-module, on note VE = {v € V, kv =v Vk € V} le
sous-groupe des éléments K-invariants. On dispose d’une bijection naturelle

(61) Homgzc)(Z|G/K], V) =V, ¢ = o([K]).

Comme Endzq(Z][G/K]) agit a droite sur le membre de gauche, I’anneau opposé
H(G, K) y agit a gauche, ce qui fait de VX un H(G, K)-module par transport de
structure. Concrétement, la fonction f € H(G, K) correspond a l'unique opérateur
de Hecke T vérifiant T, x = f(g) pour tout g € G, et donc siv € VE et f €
H(G, K) on constate la formule

(62) frv= Z f(h) hv.

heG/K

Nous aurions pu, bien entendu, définir directement une structure de H(G, K )-module
sur VE par cette formule : le fait f.v € VE pour v € VE et f € H(G,K) est
d’ailleurs évident, et la vérification des axiomes de modules assez aisée. La bijection
(61) montre plus généralement le :

Corollaire 7.23. V — V& est un foncteur des Z|G]-modules vers les H(G, K)-
modules.

Remarque 7.24. Nous n’irons pas plus loin dans ce cours au sujet des représen-

tations de G, mais mentionnons tout de méme qu’il n’est pas difficile de montrer
que : (i) si V est un C[G]-module avec VX #£ 0, alors le C[G]-module V est simple
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si, et seulement si, le H(G, K) ® C-module V& Dest, (ii) V — V& induit une bijec-
tion entre I’ensemble des classes d’isomorphismes de C[G]-modules simples vérifiant
VE 20, et celui des classes d’isomorphismes de H(G, K) ® C-modules simples.

5. L’isomorphisme de Satake

On fixe désormais un entier n > 1 et on pose G = GL,(Q,) et K = GL,(Z,).
Dans ce cas, H(G, K) s’identifie & 'opposé de 'anneau de Hecke du G-ensemble
G/K ~R(Q}), g — g(Zy), des Z,-réseaux de Q, un anneau déja étudié au Chapitre
3. Par exemple, il est aisé¢ de vérifier que 'on a H(R(Q,)) = Z[R:'], et une variante
immeédiate du Théoréme 3.18 montre

H(R(Q})) = Z[Ry, R, Tz

Rappelons d’abord la structure additive de H(G, K). Pour A = (\y,...,\,) € Z",
nous noterons p* € T I’élément diagonal

A . A An
p" = diag(p™,...,p™").
Nous noterons aussi Z™* C Z™ le sous-monoide des éléments (A, ..., \,) croissants,

i.e. vérifiant A\ < --- < \,. La théorie des diviseurs élémentaires (modules de types
fini sur 'anneau principal Z,) affirme que 'on a

GL.(Q) = [ GLa(Z,)p*GL.(Z,).
AeZnt
Pour A € Z" on note ¢, € H(G, K) la fonction caractéristique de Kp*K. La décom-
position ci-dessus et un argument déja détaillé dans la démonstration du Théoréme
3.15 montrent le :

Proposition 7.25. Les ¢y avec A € Z™ forment une Z-base de H(G, K). De plus,
lisomorphisme naturel H(G, K) = H(R(Q}})) envoit cx sur l'opérateur R, T a avec
A=[52Z/ Y ™M)

Donnons d’abord une astuce due a Gelfand montrant la commutativité de H(G, K)
pour tout n > 1. On rappelle qu'un anti-automorphisme d’un groupe G est un iso-
morphisme de groupes ¢ : G = G°PP, i.e. une bijection de G vérifiant ¢(1) = 1 et
¢(gh) = (h)¢(g) pour tous g,h € G.

Proposition 7.26. (Gelfand) Soient G un (-groupe et K un sous-groupe compact
ouvert. On suppose que G posséde un anti-automorphisme ¢ vérifiant p(KgK) =
KgK pour tout g € G (en particulier o(K) = K ). Alors H(G, K) est un anneau
commutatif.

DEMONSTRATION —  Fixons f, f’ € H(G K)et ge G.On a

(f = f)( = > fWf (T el)

heG/K

Y FeM ™ (eme(g) = Y Flem)™)f (elgh) = (f' op)* (f o ¥)(9)

heG/K heG/K
En effet, les premiére et quatriéme égalités valent par définition, la seconde utilise
le fait que g — ¢(g)~! induit une bijection de G/K (car ¢(K) = K, ¢ bijectif et
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p(ab) = ¢(ba) pour a,b € G) et la troisiéme utilise p(gh) = ¢(h)p(g). On n’a pas
encore utilisé p(KgK) = KgK pour tout g € GG, mais cela entraine f o o = f pour
tout f € H(G, K). On a donc f * f' = " f. O

Ce lemme s’applique & G = GL,(Q,), K = GL,(Z,) et ¢(g) = 'g, si l'on
remarque que l'on a o(KtK) = Kp(t)K = KtK pour tout t € T,(Q,), et en

particulier pour ¢ = p*.

Corollaire 7.27. L’anneav H(GL,(Q,), GL,(Z,)) est commutatif.

Nous allons préciser sensiblement cet énoncé en démontrant le fameux isomor-
phisme de Satake. Définir cet homomorphisme nécessite un peu de préparation. On
pose B = B,(Q,), T =T,(Q,) et N = N,(Q,). Si H C G est un sous-groupe fermé,
on posera aussi H* = H N K. On a en particulier

G’ =K, B’ =B,(Z,), T° =T, (Z,) et N° = N,(Z,).

Lemme 7.28. On a G = BK et la restriction f — fip est un morphisme d’anneauz
ingectif H(G, K) — H(B, BY).

DEMoNsTRATION —  Notons ¢; la base canonique de Q) et W; C Q) le sous-espace
vectoriel engendré par les €; avec 1 < j < ¢. Si L est un réseau de Qg, alors
L; = LNW; est un réseau de W et L;,1/L; est libre de rang 1. On peut donc choisir
une Z,-base fi,..., f, de L vérifiant L;,;y = L; + Z, fi11 pour 1 < ¢ < n. L’élément
g € GL,(Q,) envoyant f; sur ¢; est dans B, et vérifie gL = Z7 : on a montré que B
agit transitivement sur R(Q}), et donc G = BK.

Notons que B étant fermé dans G, I'application de 1’énoncé est bien définie.
D’aprés le premier point, on peut voir le G-ensemble transitif R(Q)) comme un
B-ensemble transitif. Mais l'inclusion évidente Endziq(R(Qp)) C Endzz(R(Q}))
s'identifie tautologiquement a H(G, K) — H(B, BN K), f — fs. O

La seconde étape consiste a utiliser le dévissage B = T'N (produit semi-direct).
Nous notons dn, dt et db les mesures de Haar a gauche respectives sur N, T et B
pour lesquelles le volume de N° (resp. T°, resp. B°) vaut 1; par exemple, dn est
exactement la mesure de Haar de la Proposition 7.20 (ii). On rappelle que N étant
fermé dans B, on a défini une application f +— fy, C.(B) — C.(B/N), avec fn(b) =
[ f(bn)dn (Formule (59)). Comme la multiplication T'x N — B, (t,n) — tn est un
homéomorphisme, on a un isomorphisme naturel €.(B/N) = €.(T). En particulier,
la fonction ¢t — fy(t) est dans C.(T) pour f € C.(B).

Lemme 7.29. L’application f v+ fn est un morphisme d’anneaur H(B, B’) —
H(T,T°).

DEMONSTRATION — 11 est évident que pour f € H(B, BY) alors fy(t) est invariante
a droite par T, ainsi qu’a gauche par commutativité de 7. Observons que 'on a

(63) /B vo)db = | ltm)dnde V6 € €.(B)
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En effet, on peut voir B comme un espace homogéne (principal) sur le groupe T' X
N°PPagissant & gauche par ((¢,n),b)) — tbn). L’espace B posséde donc une unique
mesure 7 x N°PP-invariante & gauche p pour laquelle T7°.1.N° = B est de volume
1. Mais la mesure db sur B est invariante & gauche par T, et a droite par N (car
d5(N) = 1), et attribue & B le volume 1 : on a donc p = db. On conclut la Formule
(63) par la Proposition 7.21 appliquée & G = T' x N°°°. H = 1, G/H = B et
f(t,n) = 9(tn) (noter que N est unimodulaire). Pour f, f' € H(B,B°) et t € T on
a donc

(= fowte) = [

NxB

FO)Vf (b n) dbdn = / FER)f' (0 ) dndn’ dt’

NXxTxN
_ / S (1t n) dn dn ' = / () () A = (f = F10)(2),
NxTxN T

la troisiéme égalité résultant du changement de variables n — ¢t 1¢'n' ¢ 'tn. O

Corollaire-Définition 7.30. (Homomorphisme de Satake) Si f € H(G, K') on note
S(f) € H(T, T%)[p~'/?] la fonction définie par

S(F)(t) = p(6) fu ().
L application f +— S(f) est un morphisme d’anneauz H(G, K) — H(T,T°)[p~'/2).

DEMONSTRATION —  L’application f — S(f) est un morphisme d’anneaux, comme
composée de trois morphismes : d’une part, la restriction H(G, K) — H(B, B®), f
fip, d’autre part application H(B, B°) — H(T,T°), f ~ fn, et enfin Papplication
H(T, T%[p~'?] — H(T, T"[p~'?], f ~ (t = f(t)05(t)"/?) (c’est un morphisme
d’anneaux car §p est un morphisme de groupes). On a utilisé d5(T) C pZ, fait par
exemple évident sur la formule 7.20 (iii). O

Notons que par commutativité de T', H(T, T°) est I’espace des fonctions a support,
fini sur le groupe abélien T/T". De plus, Papplication naturelle T/T° — H(T, T°),
envoyant tT° sur la fonction caractéristique de t7°, est trivialement multiplicative,
et induit un isomorphisme

Z[T)T° = H(T,T").
L’application Z" — T/T° X — p*T°; est un isomorphisme de groupes (discrets)
commutatifs ; elle induit un isomorphisme d’anneaux

ZIT)T°) = Z[ X1, X7 Xo, X571, X, X1,
faisant correspondre a [p*7°] le monome X* := []}_, X, L’application S peut donc
alternativement étre vue comme un morphisme d’anneaux
S CH(GK) = Zlp VA XX f e Y SO X
AEZ™

Le groupe 6,, agit naturellement sur 7' par permutation des coordonnées (en pré-
servant manifestement 7V), ainsi donc que sur H(T,T°) et T/T" ~ Z™ (permutation
évidente des Xj;).

Théoréme 7.31. (Satake) S' définit un isomorphisme d’anneauz

H(G, K)® Z[p 7?5 Z[p~2 X, . XS
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La démonstration comporte plusieurs étapes. La partie la plus difficile, et qui
expliquera la présence du facteur 5]13/ ? dans la deéfinition de S, consiste & montrer
que S'(f) est bien invariant par &,. La preuve de Satake repose sur la formule
d’intégration suivante, variante p-adique d’'une formule du Harish-Chandra dans le
cas réel. Dans I’énoncé suivant, dg et dt sont les mesures de Haar sur G et T affectant
a K et T° la mesure 1, et dg est la mesure G-invariantes sur G/T associée par la
proposition 7.21 (noter que T' est unimodulaire car commutatif).

Lemme 7.32. (Satake) Soient t = diag(ty,...,t,) € T avec t; # t; pour tout i # j,
et f € CX(Q) telle que f(kgk™) = f(g) pour tout g € G et tout k € K. On a
]dett\(k")/2 — ] / f(gtg h)dg = dp( 1/2/ f(tn)d
1<z<]<n

Montrons d’abord comment cet énoncé implique l'invariance de S(f) par &,
pour f € H(G, K) (et donc invariante par conjugaison sous K). Le groupe &,, se
plonge naturellement dans G (matrices de permutations) en normalisant 7', il agit
donc sur la droite sur I'espace homogeéne G/T', puis sur PM(G/T) en commutant aux
translations a gauche par G, et préservant la positivité. En utilisant I'unicité a un réel
> ( prés de la mesure invariante dg, et le fait que tout homomorphisme &,, — R+
est trivial (c’est vrai pour tout groupe fini), on en déduit que dg est invariante a
droite par &,,. Ainsi, l'intégrale de gauche dans I’énoncé reste inchangée si t est
remplacé par oto~! pour o0 € G,,. Comme c’est également vrai pour le terme (non
nul) JTi, [t; — t;], c’est encore vrai pour S(f)(t) = dp(t)"/? [, f(tn)dn pour tout
t € T réqulier, i.e. vérifiant ¢; # t; pour ¢ # j. On Conclut car pour tout teT on
peut toujours trouver u € T avec tu régulier, et on a pour o € &,

S(F)(t) = S(f)(tu) = S(f)(otuo™) = S(f)(oto " ous™") =S(f)(oto™")

(noter cuc~! € T°).

DEMONSTRATION —  (du Lemme 7.32) Soit d, la mesure de Haar a droite sur B (i.e.
la mesure de Haar & gauche sur B°PP) affectant a B° le volume 1. Montrons d’abord
que pour toute fonction ¥ € C.(G) on a

(64) / W(g)dg = W(kb)dkd,b = / W (knt)dk dn dt.
G KxB KXTxN

En effet, G peut étre vu comme un espace homogeéne sous K x B°PP via ((k,b), g) =
kgb. Le stabilisateur de 1 est le sous-groupe compact des (z,z~!) avec z € B,
donc unimodulaire, donc il existe une unique mesure K x BC°PP-invariante sur G
affectant & KB° = K le volume 1 : c’est nécessairement la mesure de Haar de G
(qui convient !). La premiére égalit’e résulte alors de la proposition 7.21 appliquée a
la fonction p(k,b) = 1(kb) (noter que ¢ est invariante a droite par les (z,x7!) avec
x € BY, donc ¢ = pp,). Cela montre la premiére égalité. La seconde s’en déduit par
le méme argument que celui prouvant la formule (63) (i.e. le méme argument que
précédement en plus simple!). On déduit de (64) que I'on a

(65) Wg)dg = | ¢/(kn)dkdn V' € €(G/T)
G/T KxN

En effet, cela vaut pour ¢’ de la forme 17 avec ¢ € C.(G) par (64), mais on a vu que
tout ¢’ est de cette forme, par surjectivité de I'application (59). Appliquons cette
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identité a ¢'(g) = f(gtg™'). Cette fonction est manifestement continue sur G et
T-invariante & droite. Le centralisateur de ¢ dans G est exactement 1" par hypothése
sur les t;, de sorte que Papplication continue naturelle j : G/T — G, gT + gtg™?
est une bijection sur la classe de conjugaison C' de t dans G. Mais cette derniére est
fermée : si R C Q, désigne 'ensemble des ¢; (on a donc |R| < n) alors C est le fermé
de G défini par les équations [[,.(r—g) = 0 et det(r —g) = 0 pour tout r € R. Une
application classique du théoréme de Baire montre que j est un homéomorphisme
de G/T dans C. Comme f est a support compact on en déduit que ¢/’ est & support
compact. Comme f est invariante par conjugaison par K on a donc

(66) flgtg™")dg = /N f(ntn™!)dn.

G/T

Remarquons que I'élément ¢t~ *ntn~! est dans N pour tout n € N et t € T. Si l'on
pose A(t) = | det t|* /2T ;. [t: — £;], il ne reste qu’a montrer

(67) S (t) /Nw(n)dn = A(t) /Nq/J(tlntnl)dn, Y1) € C.(N).

(Appliquer cette formule a ¥ (n) = f(tn)). Notons que la définition de A(t) et la

formule 65 (t) = [t1]|"t2|" 3| - - - [tu|*™™ (Proposition 7.20 (iii)) montrent
- n—i—n=t
Ay = ] It/ti=11 [] Il = =) [ I/t —1l,
1<i<j<n i=1 1<i<j<n

de sorte que l'identité & montrer est

(68) /N Ymydn = ] I/t -1 /N Yt 'ntn~)dn, Vi € C.(N).

1<i<j<n

Observons que cette identité est facile a voir en dimension n = 2 (et intuitive en
général). En effet, dans ce cas N s’identifie naturellement a Q, via z — n,, dn a dz,
etonat ngtn_, = Nty /t1—1)z- On conclut car la multiplication par ¢ € (@; multiplie
la mesure par [t| sur Q, (cas tres particulier de I'analyse faite dans la Prop. 7.19).
Nous reportons a la fin de cette partie la démonstration du cas général de I'identité
(68) (c’est le Lemme 7.36 dans le cas s =n — 1). O

Pour terminer la démonstration du Théoréme 7.31, nous allons démontrer que les
S(cy) avec A € Z™* forment une Z[p~/?]-base de I'anneau R = (H(T, T°)[p~1/3])®~.
Pour tout A € Z™, on note b, € R la fonction caractéristique de 'orbite G, C Z".
Toute &,,-orbite dans Z" rencontrant Z™* en un et un seul point, il est clair que les
by avec A € Z™* forment une Z[p~'/?]-base de R. Considérons la relation d’ordre <
sur Z" définie par

A< & i)\kgiukpour1<i§n, et Zn:/\k:iuk.
k=1

k=i k=i k=1

L’élément p € Z™* étant donné, il n’y a qu'un nombre fini de v € Z™™" avec v < p.
Pour A € Z™7, il existe des uniques d ,, € Z[p~*/?], pour p parcourant Z™*, vérifiant

S(C)\>: Z d)\jub#.

MEZ”H’
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Lemme 7.33. (i) Pour tout A € Z™* on a dyy = dp(p)V/?, et en particulier,
d)\j)\ € Z[p_l/Q]X.
(ii) Pour tous A\, € Z™* avec dy,, # 0 on a pn < v.

Ce lemme entraine que les S(cy) s’expriment en fonction des b, avec 1 < A en
résolvant un systéme linéaire triangulaire (fini) sur Z[p~'/?] dont la diagonale est
inversible. Il concluera donc la démonstration du théoréme de Satake.

DEMONSTRATION —  (du Lemme 7.33) Fixons A € Z™*. Pour u € Z™" on a par
définitions
Ay, = 0 (p") / cx(p*n)dn = 6% (p*) vol(N N (p *Kp*K))
N

ou vol = dn. Le volume ci-dessus est non nul si, et seulement si, on a

NN (p ™ Kp'K) # 0.
Cette propriété vaut si g = A car p * Kp*K contient K. Supposons N N (p ™ *Kp*K)
non vide. En prenant le déterminant on trouve ) !, p; = Y., \;, et de plus il
existe g € N avec p* g € Kp K. En particulier on a pouri=1,...,n
(69) plg N ZY C Kp* N'Z0 C phtette Nz
Soit €1,. .., €, la base canonique de Z. L’identité (69) pour i = 1 entraine p/te; C
pMZg. Plus généralement, on a pour i =1,...n

pu1+u2+~-~+ui€1 A~ Neg C p>\1+>\2+"'+>\iAZZZ‘

Onadonc pg +po+---+p; > M+ X+ ---+ X\ pour i = 1,...,n. Compte tenu
de Pégalité Y " | pi = >y A, on a montré u < . Cela prouve le (ii).

Pour terminer la démonstration du (i), il ne reste qu’a montrer NN(p *Kp*K) =
NN K. Soient g € NN (p~*Kp*K). Observons que la formule (69) pour i = 1 et
A = u montre que pour tout 1 < j < n lélément p*g(e;) = >ici pigi € est dans
pMZZ. En particulier, le coefficient g; ; est dans Z, pour tout j. Plus généralement,
cette méme formule appliquée a i quelconque et & p* g(e; Aea A -+ A€;_1 A€;) pour
J = i montre g; ; € Zj,. U

Corollaire 7.34. L’isomorphisme de Satake induit des bijections canoniques entre :
(1) ensemble des morphismes d’anneaur H(GL,(Q,), GL,(Z,)) — C,
(i1) U'ensemble des orbites de &,, sur (C*)",

(ii1) 'ensemble GL,,(C)y des classes de conjugaison d’éléments diagonalisables

dans GL,(C).

DEMONSTRATION —  L’isomorphisme de Satake (disons dans sa version S') identifie
canoniquement le premier ensemble aux homomorphismes de C-algébres

CIXi, ..., X% - C,

ce qui montre 1’équivalence entre (i) et (ii). En effet, pour tout groupe fini G
d’automorphismes d’'une C-algebre commutative de type fini on a une bijection
canonique entre G\Home_,4(A, C) et Home (A%, C) : on applique ceci & A =
CIX{',..., X ] et G = &,. La bijection naturelle sous-entendue entre (ii) et (iii)
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est celle associant a une classe de conjugaison de matrice diagonalisable la collection
non ordonnée de ses valeurs propres. 0

Les classes de conjugaison du (iii) seront des analogues des Frobenius en théorie
des formes automorphes. Les énoncés ci-dessus, ainsi que les démonstrations, se
généralisent a H(G(Q,), G(Z,)) pour tout schéma en groupe G affine, de type fini,
et réductif, sur Z, (voir les articles référencés de Satake et Cartier, ou encore 'article
de survol de Gross “On the Satake isomorphism”). Le groupe GL,(C) dans le (iii)
ci-dessus est alors remplacé par un certain groupe réductif complexe appelé dual de
Langlands de G. C’est 'un des points de départ de la théorie de Langlands (voir
Euler Products).

Remarque 7.35. Pour ¢ = 1,...,n, considérons 'élément (contenant ¢ fois 1)
w;=(0,...,0,1,1,...,1) € Z™".

On vérifie sans difficulté que w; est minimal pour < : si y < w; avec p € Z™7*

alors y = w;. D’autre part, on a dp(p~)/? = pmzﬂ) (Prop. 7.20 (iii)), et on a

évidemment b, = X;(Xy,...,X,) (iéme polynome symétrique élémentaire). On a
donc la formule
(70) S(cw,) = p T DX, ..., X).

De plus, Iisomorphisme naturel H(GL,(Q,), GL,(Z,)) — H(R(Q})) envoit ¢, sur
lopérateur T(z/,zy pour i < n, et sur R, pour i = n (Prop. 7.25). La théorie des
polynoémes symétriques élémentaires montre donc que l'on a

H<R<QZ))[pil/2] = Z[pil/Qa R';gtla TZ/PZa B 7T(Z/pZ)”_1]

(sans autres relations). On a généralisé le Théoréme 3.18. On pourrait méme montrer
qu’en fait il n’est pas nécessaire de rajouter p~/? dans cet isomorphisme.

Terminons par une démonstration de la formule (68) utilisée dans la preuve du
Lemme 7.32. ¢ Pour 0 < s < n, on notera I, I'ensemble des couples (i,7) € {1,...,n}>
avec J —1 > n — s, puis N, le sous-groupe fermé de N constitué des éléments
de la forme (n;;) avec n,; = 0 pour i # j et (i,j) ¢ L,. C’est un sous-groupe
distingué de B; on a par exemple N,,_; = N et Ny = {1}. On notera dn la mesure
[T jyer, dnij : c’est une mesure de Haar & droite et & gauche affectant a V. 9 1e volume
1. Pour 1 < s < n on a bien entendu Ny D N,_4, et la surjection 7w, : Ny — @Z’
n +— (Nin+i-s)i_y, est un morphisme de groupes de noyau N,_; (bien entendu,

Q; est vu ici comme groupe additif). La surjection 7, admet une unique section

6. L’argument donné dans ’article original de Satake utilise une construction des mesures de
Haar en terme de formes différentielles invariantes, point de vue non abordé ici. Un autre argument,
utilisé par exemple dans les notes de Waldspurger et par Harish-Chandra dans le cas réel, serait
d’utiliser un calcul de jacobien de 'application n +— tnt~'n~! et une formule de changement
variables dans le cadre des mesures sur des variétés analytiques sur Q, (théorie de Weil), point
de vue non abordé ici également. Nous suivrons plutét ici l'indication de Cartier consistant a
faire le calcul par dévissage sur des sous-groupes distingués naturels de N, qui a 'avantage d’étre
élémentaire, bien que de mise en place un peu pénible.
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(manifestement continue) S, : Q — N vérifiant 3,(z); ; = 0 pour j —i >n —s. La
Prop. 7.21 implique la formule suivante, dans laquelleona 1 < s <mnet f € C.(Ny) :

(71) [ fman /@ (B ndadn

Lemme 7.36. Soient 0 < s < n, t = diag(ty,...,t,) € T et f € C.(Ns). On a

11 ]tj/ti—1|/ FEntnNdn = [ f(n)dn.

(4,5)€ls

DEMONSTRATION — Posons oy : N — N, n+— t~'ntn~!. On a bien oy (NN,) C N, pour
tout s, de sorte que I’énoncé a un sens. On procede par récurrence sur s, le cas s = 0
étant évident (l'identité cherchée s’écrivant f(1) = f(1)). Supposons s > 0 et fixons
y € N,. On a pour n € N,_; l'identité (de commutateurs) a;(yn) = a;(y)yay(n)y .
L’hypothése de récurrence montre donc

IT 1/t -1 flou(yn))dn = flaw(y)yny™")dn.

(i:d)€ls-1 Moot Moot
L’intégrale de droite est aussi égale a kal f(ay(y)n)dn. En effet, la mesure p = dn
sur N,_; est invariante par conjugaison par N, et méme par N. On peut le justifier
ainsi : comme N, ; est distingué dans B, des arguments déja vu montrent qu’il
existe un homomorphisme a : B — Ry avec pu(bUb™!) = a(b)u(U) pour tout U €
OC(N;_1) et tout b € B. Mais N étant le groupe dérivé de B, cet homomorphisme
a est nécessairement trivial sur N. Observons enfin que 'on a || N, flaa(y)n)dn =
kal f(y'n)dn pour tout v’ € N, congru a «;(y) modulo N, ;. Appliquons ces
analyses & y = f,(z) o ¥ = (z;) € Q3. Dans ce cas on constate en appliquant
'homomorphisme 7, que I'on peut prendre y' = By(t - z) ot t - x € Q désigne
I'élément avec (t - x); = (t,—its/ti — 1)x;. On a montré

[T I/6=11 [ fetman - /@ (B o).

(i,j)EIS,1
On peut (petit Fubini) intégrer d’abord en x le terme de droite. On trouve U'intégrale
ng f(Bs(x)n)dz aprés multiplication par le produit des |¢;/t; — 1| ou (4, j) parcourt
les couples avec i + j = n — s. On conclut car la réunion de cet ensemble de couples
avec I,_q est 1. L]

6. Formes automorphes pour GL,(A)

6.1. Définitions. On dit qu’'une fonction ¢ : GL,(A) — C est lisse au point
g € GL,(A), avec disons ¢ = (g0, 97) € GL,(R) x GL,(Af), s'il existe :

— un voisinage ouvert U,, de g, dans GL,(R) et une fonction ¢ : Uy, — C de
classe C* sur U,

— un voisinage ouvert Uy de gy dans GL,(Ay),

tels que l'on a f(z) = ¢¥(rs) pour tout © = (T, xs) dans Uy x Uy. Il est clair
qu’alors f est continue sur le voisinage ouvert Uy, x Uy de g dans GL,(A), et lisse
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en tout point de cet ouvert. Il est également clair que toute combinaisons linéaire
finie de fonctions lisses en ¢ est encore lisse en g.

Définition 7.37. On note C*(GL,,(A)) le sous-espace vectoriel complexe des fonc-
tions GL,,(A) — C qui sont lisses en tout point de GL,(A).

L’espace de toutes les fonctions GL,(A) — C est muni d’une représentation
naturelle de GL, (A) par translations a droite, que I'on notera encore (g, ¢) — Ry,
définie par (Ryp)(h) = ¢(hg). Le sous-espace C*(GL,(A)) en est manifestement
une sous-représentation.

Si v € V, le groupe GL,(Q,) s’identifie de maniére naturelle au sous-groupe
de GL,(A) constitué des éléments (g,) avec g, = 1 pour w # v. Pour v # w,
g € GL,(Q,) et h € GL,(Q,), on a évidemment gh = hg (ou g et h sont bien
entendus vus comme éléments de GL,(A) par le plongement précédent). De méme,
l'identification GL,(A) = GL,(R) x GL,,(Af) permet d’identifier GL,,(Af) au sous-
groupe 1 x GL,,(Ay) de GL,(A). Il commute & GL,,(R), contient GL,(Q,) pour tout

p € P, et il est méme engendré par ces derniers et GL,,(Z).

Toute représentation de GL, (A) définit donc par restriction des représentations
des sous-groupes GL,(Q,) pour tout v € V, ainsi que de GL,,(A). Cela s’applique
en particulier & €>*°(GL,(A)). Observons que l'action de GL,(R) qui s’en déduit
sur C*(GL,(A)) est différentiable : si X € g = gl,,(R), f € C°(GL,(A)), et g =
(900, 9) € GL,(A), il y a un sens a poser

0
(RXf)(g) = &tzof(gooetXﬂgf)'

Siona f(g) = ¥(gs) avec 1 € C°(GL,(R)) dans un voisinage de g, on a (Rx f)(g) =
(Rx%)(gso) dans ce méme voisinage. En particulier, C*(GL,(A)) est un (g, O0(n))-
module de maniére naturelle.

Définition 7.38. Une forme automorphe pour GL,(A) est une fonction ¢ dans
C*(GL,(A)) ayant les propriétés suivantes :

(i) p(vg) = ¢(g) pour tout v € GL,(Q) et tout g € GL,(A),

(ii) il existe un sous-groupe compact ouvert K C GL,(Ay) tel que Ryp = ¢ pour
tout k € K,

(111) ¢ est O(n)-finie et 3(gl,,(C))-finie,
(i) pour tout gy € GL,,(Ay), la fonction goo — ¢©(goo, gf) €st a croissance mo-
dérée sur GL,(R).

On note A(n) C C°(GL,(A)) lespace des formes automorphes pour GL,(A). C’est
un sous-(g, O(n))-module de C*(GL,(A)) stable par les translations a droite par
GL,(Ay).

Justifions la derniére assertion. Le fait que A(n) est stable par g est conséquence
du théoréme d’harmonicité de Harish-Chandra appliqué aux fonctions du (iv) (qui
sont O(n)-finies et 3(gl,,(C))-finies par le (iii)). Le fait qu'il est stable par translations
a droite par GL,(Af) vient de l'observation suivante : si ¢ € GL,(Af) et ¢ €
C>*(GL,(A)) est K-invariante a droite avec K C GL,(Af) sous-groupe compact
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ouvert, alors R, [ est invariante a droite par le sous-groupe compact ouvert g~'Kg

de GLy(A).

6.2. Lien avec les espaces considérés antérieurement. Examinons la dé-
finition de A(n). On a A(n) = UKcGLn(Af) A(n)% ou K parcourt les sous-groupes
ouverts compacts de GL,,(Af). Notons que si K C GL,(Af) un sous-groupe ouvert
compact, il en va de méme de K N GLn(z), de sorte que 'on a aussi :

An) = | AMm~X,

KCGLn(Z)

ou K parcourt les sous-groupes ouverts compacts de GLn(z).

Fixons K un sous-groupe ouvert compact de GLn(z). Il est d’indice fini dans
GL,(Z), de sorte que par la Proposition 7.7, il existe des éléments ~;,...,7y, €
GL,(Z) vérifiant GL,,(Ay) = ]_[?:1 GL,(Q)v; K. En particulier, on a une décom-
position

(72) GL,(A) = H GL,(Q)7i(GL,(R) x K)

(o1 ; signifie 1 x 7;). Soit f : GL,(A) — C une fonction pour I'instant arbitraire
vérifiant f(gk) = f(g) pour g € G et k € K. Pour i = 1,...,h, on définit une
fonction f; : GL,(R) — C par

(73) fi(h) = f(h x 7).

La fonction f est GL,(Q)-invariante & gauche si, et seulement si, chaque fonction f;
est invariante a gauche par le sous-groupe

de GL,(Q). Observons que comme ~;K7; ' est un sous-groupe ouvert de GLn(z),
il est d’indice fini dans ce dernier, de sorte que I'; est en fait d’indice fini” dans
GL,(Q) N GL,(Z) = GL,(Z). Réciproquement la décomposition (72) montre toute
collection g; de fonctions sur GL, (R) invariantes & gauche par I'; provient d’'une et
une seule fonction sur GL,(A) invariante a gauche par GL,(Q) et a droite par K.

Proposition 7.39. Soient K C GLn(z) un sous-groupe ouvert compact, ainsi
que des éléments ; € GLn(z) vérifiant (72) pour i = 1,...,h. On pose I'; =
GL,(Q) Ny K~ et on définit f; par la formule (73). L’application f s (f;) est un
isomorphisme de (g, O(n))-modules

A(GL,(R),T).

=
2
=
K
—-

7. Ce n’est pas un sous-groupe d’indice fini quelconque. En effet, K contient par définition de
la topologie de GLn(i) un sous-groupe “de congruence”, i.e. de la forme GLn(i)(N) avec N > 1.
Ce sous-groupe étant distingué, T'; contient GL,,(Q) N GLn(z)( N)» qui est le noyau de GL,(Z) —
GL,.(Z/N7Z).
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DiEmoNsTRATION —  Comme GL,(R) x K est un sous-groupe ouvert de GL,(A),
chacun des termes de la partition (72) est un ouvert de GL,(A). On en déduit que f
est dans C°(GL,(A)) si, et seulement si, les f; sont dans C>*°(GL,,(R)). Il est évident
que 'application f — (f;) commute aux actions de O(n) et g pour f € C*°(GL,(A)).
En particulier, la finitude du nombre h des indices montre que pour f satisfaisant (i)
et (ii), alors f satisfait (iii), si et seulement si, tous les f; sont O(n)-finis et 3(gl,,(C))-
finis. Enfin, il est évident que si f satisfait (i), (ii) et (iv) alors les f; sont a croissance
modérée. Réciproquement, si gf € GL,,(Af) est quelconque on écrit g5 = vyy;k pour
certains v € GL,(Q), i € {1,...,h} et k € K. On a donc pour h € GL,(R)

f(hygs) = f(v 'R gi) = fi(v'R).
Si on a |:(9)] < cllgl[" on en deduit bien |(h, g7)] < el |IBI[Y = ¢|JA[Y. O

La proposition précédente montre que du point de vue de I'action de (g, O(n)),
I'espace A(n) renferme essentiellement la méme information que les A(GL,(R),T)
introduits précédemment, ot I' parcourt les sous-groupes de congruences (voir la
remarque ci-dessus). Ce que l'on a gagné c’est que 1'on dispose gratuitement d’une
action des anneaux de Hecke H(GL,,(A;), K) sur les A(n)¥, pour tout sous-groupe
ouvert compact K C GLn(Af). Nous reviendrons juste apres sur cette structure.
Notons d’abord le corollaire immédiat suivant du Théoréme 5.8 de Harish-Chandra
et de la Proposition 7.39.

Théoréme 7.40. Pour tout sous-groupe compact ouvert K C GL,(Ay), et tout idéal
de codimension finie I C 3(gl,(C)), le (g,0(n))-module A(n)X[I] est admissible.
Autrement dit, pour tout T € Irr(O(n)) on a

dime A(n)E[I] < oo.

T

Notons que l'espace A(n)E[I] est le sous-espace de A(n) des fonctions annulées
par I, invariantes par K, et dans la composante isotypiques de 7 pour 'action de
O(n). Comme les actions de 3, O(n) et K commutent entre elles, 'ordre dans lequel
on effectue les opérations —&, —_ et —[I] est sans importance.

6.3. Remarques. Bien que comme nous 'avons dit le théoréme 7.40 se déduit
des énoncés d’Harish-Chandra, il est en fait aussi agréable de le démontrer direc-
tement dans le cadre adélique (point de vue adopté par Jacquet-Langlands pour
GL(2), ou encore dans les notes de Waldspurger). Cela a plusieurs avantages, no-
tamment le fait que le groupe discret I" est fixé et égal a GL,,(Q). Ce dernier est le
groupe des points rationnels d'un groupe algébrique sur un corps, dont la structure
est assez classique, contrairement a celle des sous-groupes d’indices fini de GL,(Z).
Un autre exemple important de simplification est le fait qu’il n’y a qu’une seule
“pointe” dans le cadre adélique, et donc qu'un domaine de Siegel, comme dans le
cas du groupe GLs(Z) voire méme de GL,(Z) (“tous les sous-groupes de Borel sont
conjugués dans GL,(Q)”). Enfin, les propriétés des opérateurs de Hecke sont sensi-
blement plus transparentes dans ce contexte, et ouvrent la voie & I'utilisation de la
théorie des représentations de GL,,(Q,). Dans le cadre adélique, on peut alors imi-
ter de maniére assez directe de nombreuses étapes de la démonstration donnée ici
pour GLy(Z), qu'il aurait été pédagogique (avec plus de temps a notre disposition...)
d’étendre d’abord a GL,(Z) pour dégager les difficultés combinatoires & résoudre en
dimension > 2.
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Donnons toutefois quelques définitions importantes dans ce contexte. Tout d’a-
bord, comme dans le cas GLy(Z), I'espace A(n) s’exprime trés simplement (et faci-
lement) en fonction de son sous-espace A™(n) constitué des fonctions invariantes
par les homothéties R (& la place archimédienne). Un role central est encore joué
par les formes paraboliques, que I'on définit maintenant. Pour chaque couple (a, b)
d’entiers > 0 vérifiant @ + b = n, notons N,; C GL, le sous-schéma en groupes
constitué des éléments de la forme

(I, =z
Ng = 0 Ib 9

ou x est une matrice de taille a x b. L’application z + n, est un isomorphisme du
groupe additif M,; des matrices de tailles a x b sur N,;. Une forme automorphe
f € A(n) est dite parabolique si on a

/ f(ng)dn =0 Vg e GL,(A),
Na,b(A)/Na,b(Q)

pour tout couple (a,b) avec a +b = n et ab # 0. Noter que U'intégrale ci-dessus
est une intégrale sur ab copies de 'espace compact A/Q, que I'on munit de la
mesure invariante évidente. On vérifie immédiatement que c’est un sous-(g, K) x
GLn(Af)-module de A(n), noté Acusp(n). On démontre alors d’abord que AW (n) :=
Acusp(n) N A" (n) est constitué de fonctions bornées sur GL,,(Q) \GL,(A) et que
ce dernier admet une mesure invariante finie. ® De plus, les termes constants, indexés
cette fois-ci par les couples (a,b), permettent d’exprimer A(n)/Acusp(n) en fonction
des espaces de formes automorphes des GL, avec 0 < a < n (et donc de procéder
par récurrence sur n). On démontre au passage le :

Théoréme 7.41. ANl (n) est somme directe avec multiplicité finie (en fait 1) de

(g,0(n)) x GL,(Af)-modules.

Les (g, 0(n)) x GL,(Af)-modules intervenant ci-dessus sont les représentations
automorphes cuspidales de GL,,(A).

7. Produits eulériens automorphes

Soient N > 1 un entier. Une forme automorphe f sera dite de niveau N si on a

f € A(n)"¥ o Ky désigne le sous-groupe de congruence GL,(Z) ). Il est évident

que si f est de niveau N alors elle est de niveau M pour tout entier M multiple de
N.

L’espace A(n)%~ des formes automorphes de niveau N est muni d'une action
naturelle de 'anneau de Hecke H(G, K ) commutant a ’action de (g, O(n)). Soit p
un nombre premier ne divisant pas N. On a manifestement

Ky = GLy(Z,) x K%, avec K% = [ [ GLa(Zo)w),
L#£p
de sorte que I'anneau commutatif

H, := H(GL,(Qy), GL,.(Z,))

8. Si I'on munit GL,(A) du “produit infini” des mesures naturelles sur GL,,(R) et sur chacun
des GL,,(Q)) divisée par 1 — 1/p (sans quoi cela diverge), le volume de GL,(Q),\GL, (A) devient
méme exactement égal & 1 par la Formule 6.14 et les Propositions 7.19 et 7.7. C’est un exemple de
nombre de Tamagawa.
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agit naturellement sur A(n)%~. En effet, ce dernier est I'espace des GL,,(Z,)-invariants
du GL,(Q,)-module A(n)E% | et on applique le §4. 11 est évident que les actions des
H,, pour des premiers p distincts ne divisant pas N, commutent deux & deux. Par
exemple, I'espace A(n)X1 des formes automorphes de niveau 1, qui est naturelle-
ment isomorphe a A(GL,(R), GL,(Z)) d’aprés la Proposition 7.39 (on a h = 1 par
la Proposition 7.7, et on peut prendre 7; = 1), est muni d’actions concommutantes
de H,, pour tout premier p.

Soit f € A(n) de niveau N et vecteur propre commun de tous les opérateurs
T € H, pour tout p premier & N (ce qui sous-entend f # 0). Soit p premier ne
divisant pas N. Comme A(n)%~ est un H,-module, il existe un unique morphisme
d’anneaux m, : H, — C tel que T.f = m,(T") f pour tout T' € H,. L’isomorphisme de
Satake associe alors & 7, une unique classe de conjugaison ¢,(f) € GL,(C) (appelée
parameétre de Satake de f en p). Il y a donc un sens a considérer le produit Eulérien
suivant :

L(s, f) = ][ det(l, —p~*c,(f)) "

pIN

(Il n’est pas difficile de voir que lorsque 'on an = 2 et f est associée a une forme mo-
dulaire propre et normalisée, cette définition coincide avec celle de Hecke). L’énoncé
ci-dessous récapitule quelques résultats importants connus sur L(s, f) et les ¢,(f).

Théoréme 7.42. Soient f € A(n) de niveau N et propre pour les H, avec p ne
divisant pas N.

(i) (Langlands) le produit eulérien L(s, f) converge absolument pour Res assez
grand,

(it) (Langlands) il eziste une décomposition n = ny + ...,n,, et des formes
automorphes cuspidales f; € Acusp(n;) de niveau une puissance de N et propres
pour les H, avec p ne divisant pas N, vérifiant

L(s, f) = HL(S, 7).

(i11) (Godement-Jacquet) si f est parabolique alors L(s, f) admet un prolonge-
ment méromorphe a C tout entier, holomorphe si L(s, f) # [[,n(1 —p7*)7"
(et en particulier sin > 1).

() (Jacquet-Shalika) si f est dans AL (n), les modules des valeurs propres des
cp(f) sont dans |p~Y/2 p'/?[.

Les points (i) et (ii) ne seraient pas trés difficiles & démontrer. Le (iv) est une
version faible, mais remarquablement général, de la conjecture de Ramanujan géné-
ralisée : si f est dans AR (n), de niveau N, et propre pour H, avec p ne divisant
pas N, alors les valeurs propres des c,(f) sont de module 1.

Pour faire court : Langlands conjecture que toutes les fonctions L d’origine arith-
métique, comme toutes celles rencontrées au chapitre 1, sont de la forme L(s, f), avec



7. PRODUITS EULERIENS AUTOMORPHES 133

f comme ci-dessus. Par exemple, la conjecture suivante est une immense générali-
sation de la loi de réciprocité quadratique (noter que dans cet énoncé, les propriétés
analytiques des fonctions L ci-dessus ne jouent pas de role) :

Conjecture 7.43. (Conjecture de réciprocité de Langlands) Soient K un corps de
nombres galoisien sur Q et p : Gal(K/Q) — GL,(C) une représentation (d’Artin).
Il existe une forme automorphe f € A(n) de niveau une puissance de disc K, et
propre pour les opérateurs de Hecke dans H,, pour p non ramifié dans K, vérifiant

det(X — p(Frob,)) = det(X — ¢, (f))

pour tout premier p non ramifié dans K. De plus, [ est cuspidale si, et seulement
si, p est irréductible.

Noter que ’énoncé entraine ’égalité de L(s, f) et de la fonction L-partielle L(s, p)
(hors de ), et donc la conjecture d’Artin d’aprés Godement et Jacquet.

Ce n’est pas tout. On peut faire diverses opérations simples sur les fonctions
L d’origine arithmétique qui n’ont pas d’analogues évidents sur les formes auto-
morphes. Cela a conduit Langlands & conjecturer des énoncés internes aux formes
automorphes, dont sa célebre conjecture de fonctorialité. L’énoncé suivant n’est pas
le plus général, mais sans doute I'un des plus importants (et & I'heure actuelle,
semble-t-il, inaccessible). Soit f € A(n) de niveau N et propre pour les H,, avec p ne
divisant pas N. Soit p : GL,(C) — GL,,(C) un morphisme de groupes polynomial.
Langlands pose

L(s,p. /) = [ det(ln —p~*p(c, ()"

pIN

Conjecture 7.44. (Conjecture de fonctorialité de Langlands) Pour tout f € A(n)
de niveau N et propre, et pour tout mophisme p : GL,(C) — GL,,(C) comme ci-
dessus, il existe une forme automorphe f' € A(m) de niveau une puissance de N et

propre, vérifiant L(s, p, f) = L(s, f’).

On ne connait actuellement que des cas trés partiels (mais dans chacun des cas
trés importants!) de cette conjecture. Par exemple, le cas n = 2 et p = Sym? est dil
a Gelbart et Jacquet. Il y aurait beaucoup de plus a dire sur ces conjectures et leurs
raffinements divers, incluant par exemple la définition de facteurs eulériens aux p
divisant IV, ou la considérations d’autres groupes que GL,... Nous nous arréterons
toutefois ici! Terminons par une proposition trés simple.

Proposition 7.45. Pour tout entier N > 1, l’espace vectoriel A(n)5~ possede une
base constituée de formes automorphes f ayant la propriété suivante : il existe une
collection d’homomorphismes d’anneaux 7, : H, — C pour tout p ne divisant pas N,
et un entier r > 1, vérifiant

(T — 7, (T))"f=0 Vp JN, VT € H,,.

DiMonsTRATION —  En effet, il suffit de voir que A(n)%¥ est engendré par de telles
fonctions. Mais A(n)%™ est engendré par les espaces de dimension finie A(n)E~[I],
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qui sont stables par H, pour tout p JN. Comme les H, sont commutatifs, et com-
mutent entre eux, leur action sur chaque A(n)E~[I] est co-trigonalisable, ce qui
conclut aisément. 0

En utilisant le produit scalaire de Petersson adélique on pourrait méme montrer

que A‘Clﬁs“;,(n)KN posséde en fait une base de formes propres pour tous les H, avec

pJN.
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