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9. Exercices

Commencons par quelques exercices sur les p-groupes. Dans tous ces exercices,
p est un nombre premier. On montre d’abord que les p-groupes satisfont une forme
forte de réciproque au théoréeme de Lagrange.

EXERCICE 6.1. Soit P un p-groupe de cardinal p™ avec n = 1.

(1) Montrer que P a un sous-groupe distingué d’ordre p.

(1) Montrer que pour tout entier 0 < i < n, il existe un sous-groupe distingué
P, < P d’ordre p', et que l’on peut méme supposer P; < P11 pour 0 < i <n.

D’aprés le Lemme de Ore (Exercice 4.22 Chap. 4), tout sous-groupe d’indice p d'un
p-groupe est distingué. On peut aussi déduire ce fait du résultat plus fort suivant.

EXERCICE 6.2. (i) Montrer que les sous-groupes maximauz® d’un p-groupe
sont distingués et d’indice p.

(ii) Donner un exemple de p-groupe ayant un sous-groupe d’indice p*> non dis-
tingué.

EXERCICE 6.3. Soient k un corps, n = 1 un entier, T, (k) le sous-groupe des
matrices triangulaires supérieures de GL,(k), et U, (k) < T, (k) le sous-groupe des
éléments de coefficients diagonaux égaux a 1.

(1) Montrer que le normalisateur de U, (k) dans GL, (k) est T, (k).

(11) Montrer que T, (k) est égal & son normalisateur dans GL, (k).

Dans les trois exercices suivants, on classifie les groupes non abéliens d’ordre p3.

EXERCICE 6.4. Soit G un p-groupe non abélien d’ordre p* et d’exzposant p. On
se propose de montrer G ~ Us(Z/pZ).

(1) Montrer que G posséde un sous-groupe distingué isomorphe & Z/pZ x Z./pZ.

(1) Montrer que tout élément d’ordre p de GLio(Z/pZ) est conjugué a

(1)

(i) En déduire G ~ (Z/pZ)? x, Z/pZ, ot ¢ envoie le générateur 1 de Z/pZ sur
Uélément t de Aut((Z/pZ)?) = GLo(Z/pZ).

(v) Conclure.

EXERCICE 6.5. Soit G un p-groupe non abélien d’ordre p® et d’exposant > p,
avec p # 2.
(i) Montrer que G a un sous-groupe distingué H cyclique et d’ordre p?.
(ii) En déduire qu’il existe g € G~ H tel que ghg™ = h'*P pour tout h € H.
(111) En déduire qu’il existe h € H tel que hg est d’ordre p.
6. On rappelle qu'un sous-groupe M < G est dit maximal si on a M # G et si le seul sous-

groupe de G contenant M est G. Il est clair qu’un sous-groupe d’indice premier est maximal, par
Lagrange.
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(i) Montrer G ~ Z/p*Z x, Z/pZ, ot ¢ envoie le générateur 1 de Z/pZ sur
Uautomorphisme x — (1 + p)x de Z/p*Z.

EXERCICE 6.6. Déterminer, a isomorphisme pres, les groupes d’ordre p®.

EXERCICE 6.7. Soit G un groupe fini tel que l'action naturelle de Aut(G) sur
G ~ {1} est transitive. On se propose de montrer que G est abélien p-élémentaire.

(i) Montrer que les éléments non triviaux de G un méme ordre premier, noté p.
(1) Montrer que G est un p-groupe abélien.
(ii1) Conclure et discuter la réciproque.

On donne maintenant quelques exercices sur les p-Sylow.

EXERCICE 6.8. Soient n = 3 et S un p-Sylow de Dy, avec p|2n.

(1) On suppose p # 2. Montrer que S est cyclique.
(ii) On suppose p = 2. Montrer S ~ Dqor pour un certain entier k > 1.

EXERCICE 6.9. Soitent n > 1 un entier et p un nombre premier.

(i) On suppose n < p*. Ezhiber un p-Sylow de S,,.
(1) On suppose p 1 n + 1. Montrer que S,, et S,,41 ont des p-Sylow isomorphes.

EXERCICE 6.10. Déterminer, a isomorphisme pres, les sous-groupes de Sylow de
S, pour n < 8.

EXERCICE 6.11. Soient p premier et S un p-Sylow de Sp2. Montrer que l’on a
S ~ (Z/pZ)? %, Z/pZ,

ot ¢ envoie le générateur 1 de Z/pZ sur la permutation circulaire (x1,...,1z,) —
(x2,...,2p,x1) de (Z/pZ)P.

Dans l'exercice qui suit on s’intéresse aux sous-groupes de Sylow de GLy(Z/qZ)
avec q premier. On sait que l'on a |GLy(Z/qZ)| = q(¢ — 1)*(¢ + 1). On a vu aussi
qu'un ¢-Sylow de GLy(Z/qZ) est Us(q) ~ Z/qZ.

EXERCICE 6.12.  (Sous-groupes de Sylow de GLy(Z/qZ)) Soient p, q des nombres
premiers distincts et S un p-Sylow de GLa(Z/qZ). On cherche a déterminer la classe
d’isomorphisme de S. On pose a = v,(q —1) et B =v,(qg+1).

(1) On suppose p|q—1 et p > 2. Montrer S ~ Z/p*Z x ZL/p*7Z.

(ii) On suppose p|q+ 1 et p > 2. Montrer S ~ Z/p°7Z.

(11i) On suppose p = 2. Montrer que l'on a soit « = 1 et S ~ Dys+2, soit f =1
et S ~ (Z/2°Z)?* x, Z)2Z avec o1(x,y) = (y, ).

EXERCICE 6.13. Soit G un groupe d’ordre p*n avec p An =1 et a > 1.
(1) Montrer ('pil) # 0 mod p.
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(it) En considérant Uaction de G par translations sur l’ensemble de ses parties
a p® éléments, re-démontrer que G posséde un p-Sylow.

EXERCICE 6.14. Soient G un groupe fini et p un nombre premier. On s’intéresse
a Uensemble N,(G) des p-sous-groupes de G qui sont distingués dans G.

(i) Monter que N,(G) a un plus grand élément pour 'inclusion, noté O,(G).

(ii) Montrer que O,(G) est lintersection des p-Sylow de G.

(ii1) Soit G' := G/O,(G). Montrer O,(G") =1

EXERCICE 6.15. (Fusion) Soient G un groupe fini et P un p-Sylow de G.

(1) Montrer Ng(Ng(P)) = Ng(P).

(1) Montrer que deuz éléments de Cg(P) conjugués dans G sont conjugués dans
N¢g(P) (Burnside).

On donne maintenant quelques applications des théorémes de Sylow & la classi-
fication des groupes de petit cardinal, ou plus généralement ayant peu de diviseurs
premiers.

EXERCICE 6.16. On se propose de classifier a isomorphisme pres les groupes G
d’ordre pq avec p < q premiers. Soit G un tel groupe.

(1) Montrer que G posséde un sous-groupe distingué ~ 7./qZ..

(1) On suppose q¢ # 1 mod p. Montrer G ~ Z/pqZ.
On suppose désormais ¢ =1 mod p. On fize C € (Z/qZ)* d’ordre p (justifier) et on
pose G = L/qZ %, Z/pZ ot p envoie le générateur 1 de Z/pZ sur l’automorphisme
x— (x de Z/qZ.

(111) Montrer que l'on a, exclusivement, soit G ~ Z/pqZ, soit G ~ G.

Dans l'exercice suivant, on introduit un argument de comptage classique qui,
combiné aux théoréemes de Sylow, permet dans des cas favorables de montrer qu'un
groupe d’ordre donné n’est pas simple.

EXERCICE 6.17. Soit G un groupe d’ordre pm avec p premier et (p,m) = 1.

(i) Montrer que G posséde exactement n,(G)(p — 1) éléments d’ordre p.

(ii) On suppose n,(G) = m et que m est une puissance d’un nombre premier q.
Montrer n,(G) = 1.

(iii) (Application 1) On suppose |G| = pq?, avec q premier # p. Montrer que G
posséde un sous-groupe de Sylow distingué.

(iv) (Application 2) On suppose |G| = pqr, avec p,q,r premiers distincts. Mon-
trer que G posséde un sous-groupe de Sylow distingué.

EXERCICE 6.18. Soit G un groupe tel que |G| est produit d’au plus 3 nombres
premiers (pas nécessairement distincts). Montrer que :

(1) soit G est cyclique d’ordre premier, soit G n’est pas simple,
(i) G est résoluble.
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EXERCICE 6.19. Soit G un groupe simple fini.

(1) On suppose que G admet un sous-groupe d’indice n > 1. Montrer |G| | n!.

(it) Soit p premier divisant |G|. Montrer que l'on a soit G ~ Z/pZ, soit |G)|
diwvise n,(G)!.

EXERCICE 6.20. (Groupes simples non abéliens d’ordre < 60) Soit G un groupe
simple non abélien d’ordre < 60. On se propose de montrer |G| = 60, et donc G ~ As
par un exemple du cours.

(1) En utilisant I’Ezercice 6.18, montrer |G| € {24, 36, 40,48, 54, 56, 60}.
(i1) En utilisant [’Exercice 6.19, montrer |G| € {56,60}.
(111) Conclure.

EXERCICE 6.21. Montrer qu’a isomorphisme pres il existe exactement 3 groupes
non abéliens d’ordre 12, a savoir

Ay, Dg et Z/27 x Ss.

On pourra utiliser I’Ezxercice 6.17. Lequel d’entre eux est-il isomorphe a Do

L’exercice suivant, plus technique, généralise le précédent et classifie & isomor-
phisme prés les groupes d’ordre pg? avec p, ¢ des premiers distincts. Nous renvoyons
aussi au probléme 2 du partiel 2022-2023 §2 App. B pour le cas particulier ¢ = 2.

EXERCICE 6.22. (Groupes d’ordre pg?) Soient p,q deux nombres premiers dis-
tincts. On note a(p,q), b(p,q) et c(p,q) les nombres de classes d’isomorphisme de
groupes non abéliens d’ordre pg® possédant respectivement un p-Sylow distingué, un
q-Sylow cyclique distingué et un q-Sylow non cyclique distingué.

(1) Montrer qu’a isomorphisme pres, il y a exzactement a(p,b) + b(p, q) + ¢(p, q)

groupes non abéliens d’ordre pq®.

(i) Montrer que a(p,q) vaut 2 pour p=1mod ¢, et 0 sinon.

(111) Montrer que b(p,q) vaut 1 pour ¢ =1 mod p, et 0 sinon.

(iv) Montrer que c(p,q) est le nombre de classes de conjugaison de sous-groupes

d’ordre p de GLo(Z/qZ).

(v) En déduire c(p,q) pour p =2 ou q = 2.

(vi) On suppose p,q > 2. Montrer c(p,q) = 1 pour ¢ = —1 mod p, ¢(p,q) = ’%3
pour ¢ =1 mod p, et c(p,q) =0 sinon.

(vii) Expliquer et justifier la Table 1.

Dans l'exercice suivant, on s’intéresse aux classes d’isomorphisme de groupes
d’ordre pgr avec p, ¢, r premiers distincts. D’aprés I’Exercice 6.17 (iv), un tel groupe
posséde toujours un sous-groupe de Sylow distingué.

EXERCICE 6.23. (Groupes d’ordre pqr) Soient p < q < r des nombres premiers
et G un groupe d’ordre pqr.

(i) On suppose G abélien. Montrer G ~ Z/pqrZ.



204 6. ELEMENTS DE STRUCTURE DES GROUPES FINIS

Sylow distingué Z/pZ Z/¢*Z (Z/q7)?

(Z/qZ)* x H,
Groupe Z)pZ % 7)¢*7 | Z/pZ % (Z/qZ)? | Z/¢*Z % Z/pZ
avec H ¢ GL2(Z/qZ)
Condition qglp—1 qglp—1 plg—1 plg® —1
p+3
2= sip,q > 2,
i 1 1 1 ? ,

2sip=2etlsiqg=2.

TABLE 1. Les groupes non abéliens d’ordre pg? avec p # ¢ premiers

(11) Montrer que tout groupe d’ordre pr ou qr posséde un r-Sylow distingué.

(111) Montrer que G posséde un r-Sylow distingué R et un sous-groupe K d’ordre
pq tels que G = RK.

(itv) Montrer que les classes d’isomorphisme de groupes non abéliens d’ordre pqr
sont décrites par la table 2 ci-contre.

Z)rZ x (Z/qZ x Z/pZ) ‘ Z)rZ x (Z/qZ % Z/pZ) ‘ Z/rZ xp Z/pqZ ‘ Z/rZ xq Z/pqZ ‘ Z/rZ Xpq Z/DgZ

qlr—1 ‘ pg|r—1

plg—1 ‘ plg—1 et p|lr—1 ‘ plr—1

TABLE 2. Les groupes non abéliens d’ordre pgr avec p < ¢ < r premiers

La Table 3 liste les entiers n < 64 tels qu’il existe un groupe non abélien d’ordre
n, et donne le nombre N(n) de classes d’isomorphismes de tels groupes. On rappelle
que les entiers n tels que tout groupe d’ordre n est abélien sont classifiés par le
Théoréme de Dickson (Corollaire 7.6).

n 6 | 8 10|12 |14 |16 | 18 |20 |21 |22 |24 |26 |27 |28 |30 |32 |34 | 36

N(n) | 1 2 1 3 1 913 |3 1 1 ]12] 1 2 2|13 |41 10

n 38 139 (40| 42|44 | 46 | 48 | 50 | 52 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 60 | 62 | 63 | 64

N(n) | 1 1 (11| 5 (2|1 |47(3 |3 |12 1 |10]| 1 1 (11| 1 | 2 |256

TABLE 3. Pour n < 64, le nombre N(n) de classes d’isomorphisme de
groupes non abéliens d’ordre n, quand il est non nul, suivant OEIS A060689.

EXERCICE 6.24. Vérifier les valeurs < 5 de la Table 3.

La série d’exercices suivante porte sur la notion de morphisme de transfert. On
rappelle que 'abélianisé d'un groupe G est le groupe abélien quotient G, :=
G/D(G). Les exercices 6.25, 6.26, 6.28 et 6.29 sont inspirés de la présentation de
Serre dans [SERTS8|.


http://oeis.org/A060689
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EXERCICE 6.25. (Le transfert, suivant Schur) Soient G un groupe et H un sous-
groupe d’indice fini de G. On pose X = G/H et on choisit d’abord, pour tout x € X,
un représentant T de x dans G. Le groupe G agit par translations sur X. Pour g € G,
et v € X, on note hy, Uunique élément de H vérifiant gZ = gT h, ., et on pose

Ver(g) := H hy . mod D(H).
rzeX
Cela définit une application Ver : G — H,, (de l'allemand Verlagerung).
(1) Soit x — T un autre systéme de représentants de X. Pour x € X on note h,
lunique élément de H tel que © = X h,. Pour g € G et x € X, on définit
: S _ -l
aussi h, . € H par 9= = gz hy, .. Montrer hi, , = h_; hg,h,.
(11) (suite) En déduire que Ver(g) ne dépend pas du choix de v — Z.
(iii) Montrer que pour g,g' € G on a hyy o = hy gz hy 2.

(v) En déduire que Ver est un morphisme de groupes G — H,y,.

On appelle aussi transfert le morphisme G, — H,p, qui se déduit du (iv).

EXERCICE 6.26. (Restriction et transfert) Soient G un groupe, H un sous-groupe
d’indice fini, Ver : G — H,, le morphisme de transfert, et Res : Hy, — Gy le
morphisme naturel hD(H) — hD(G).

(i) Soit g € G. Pour chaque orbite ; de {g) agissant sur G/H, on choisit un
représentant g;H de §; et on pose n; = |Q;|. Montrer

g7 'g"gie H et Ver(g) =] [ ¢;'g"g; mod D(H).

(ii) En déduire que Res o Ver : Gy, — Gy, est le morphisme g — g%/l
(i4i) On suppose G abélien. Montrer que l'on a Ver : G — H, g — gl/H],

EXERCICE 6.27. (Transfert de S,,11 & S,,) Dans cet ezercice, on identifie S, au
sous-groupe de S, 11 firant n + 1. On suppose n = 2.

(i) Montrer (S,)an ~ Z/27.

(1) Montrer que Res : (Sp)ab — (Spi1)ab est un isomorphisme.

(111) Montrer que Ver : (S,i1)ap — (Sp)ap €st un isomorphisme si n est pair, le
morphisme nul si n est impair.

EXERCICE 6.28. (Théoréme du complément de Burnside) Soient G un groupe
fini et P un p-Sylow de G. On suppose que P est dans le centre de son normalisateur
Na(P) (en particulier, P est abélien). On va montrer que P admet un complément
distingué dans G (Burnside).

i) Soient g€ P, he G, ainsi que n le plus petit entier > 1 tel que h='g"h € P.
g g
Montrer h™'g"h = g™ (utiliser le (ii) de I’Ezercice 6.15).
(ii) En déduire que Ver : G — P wérifie Ver(g) = ¢!®/*! pour tout g € P.
(11i) Conclure en considérant ker Ver.
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EXERCICE 6.29. (Quelques conséquences du théoréme de Burnside) Soient G un
groupe fini, p le plus petit facteur premier de |G| et P un p-Sylow de G.
(i) On suppose P cyclique. Montrer que P admet un complément distingué.
(ii) On suppose P ~ (Z/pZ)?. Montrer que soit P admet un complément distin-
gué, soit p =2 et |G| =0 mod 3.
(iii) En déduire que si G est simple non abélien on a soit p* | |G|, soit 12| |G|.

On donne maintenant quelques exercices sur la cohomologie des groupes.

EXERCICE 6.30. Soient G un groupe fini et A un G-module. On pose
A% ={aeA|ga=aVge G},
et on considére l'application norme : N: A — A, a — deGg.a.
(i) Montrer que A® et N(A) sont des sous-groupes de A avec N(A) < A“.
On note Q(A) le groupe abélien quotient AY/N(A).

(1) On suppose que G agit trivialement sur A. Déterminer Q(A).

(iii) On suppose que G = Z/pZ agit non trivialement A = Z/p*Z. Montrer
Q(A) =0 pour p > 2, et Q(A) ~ Z/27Z pour p = 2.

(iv) On suppose que G = Z/pZ agit non trivialement sur A = Z/pZ x Z/pZ.
Montrer Q(A) = 0 pour p > 2, et Q(A) ~ Z/27 pour p = 2.

EXERCICE 6.31. Soient n = 1 un entier, G = (1) un groupe cyclique d’ordre n
et A un G-module. On considére une suite exacte courte (ou extension)

(56) (F) 1-A50G5G6 -1,
On pose X = 7 1({r}) = {g e G| n(g) = 7}.

(i) Montrer que pour tout g€ X on a g" € i(A%).

(ii) Montrer que l’élément i~*(g™) mod N(A) ne dépend pas du choiz de g € X.
(111) (suite) Montrer cet élément de Q(A) est nul <= (E) est scindée.

(iv) En déduire que si Q(A) = 0 alors H*(G, A) = 0.

(v) (Application 1) Montrer que pour p > 2, toute extension de Z/pZ par Z/p*Z

induisant une action non triviale sur ce dernier est scindée. (Comparer avec
I’Ezercice 6.4.)

(vi) (Application 2) Soit G un groupe cyclique agissant trivialement sur C*.
Montrer H*(G,C*) = 0 (Schur).

(vii) Montrer que pour G cyclique on a un isomorphisme Q(A) > H%(G, A).

EXERCICE 6.32. Soient G un groupe et A un G-module. On se donne E, =
(Gy,i1,m) et By = (Ga, iz, 7o) deux extensions de G par le G-module A et on se
propose de définir leur somme de Baer Fy + Es. On pose

T ={(g1,90) € G1 x G2 | m(g1) = ma(g2)} et Z = {(i1(a), —iz(a))|a € A}.

(1) Vérifier que T' est un sous-groupe de él X CNJQ et quem: T — G, (q1,92) —
m1(g1) (= ma(g1)) est un morphisme surjectif de noyau i1(A) x is(A).



9. EXERCICES 207

(11) Vérifier que Z est un sous-groupe distingué de T' inclus dans ker .
(iii) On pose G =T/Z eti: A— G,a— (i1(a),0) (= (0,is(a))). Montrer que

l A5G0 5 G—1.

est une extension de G par le G-module A. On la note By + E».

(iv) Soit s1, sy des sections de my,mo. Vérifier que s(g) = (s1(g), s2(g)) est une
section de 7 et que 'on a Ob(s) = Ob(s;) + Ob(ss).

(v) En déduire [Ey + Ey] = [E1| + [E2], puis que si on a Ey, Ey, E}, El des
extensions de G par A, avec” By ~ E| et Ey ~ E}, on a B, + Ey ~ E| + E}.

(vi) En déduire que lapplication + induit une loi de groupe abélien sur &(G, A)
et que E — [FE] est un isomorphisme entre ce groupe et H?(G, A)

EXERCICE 6.33. Soient G un groupe et G un A-module. Pour tout entier n = 0,
on note C"(G,A) l'ensemble des fonctions G® — A (n-cochaines de G a valeurs
dans A), avec la convention C°(G, A) = A. C’est un groupe abélien pour l’addition
induite par celle de A. Pour f € C*(G,A) on note d,f I'élément de C"™(G, A)

défini par la formule®

d”ﬂf(gla cee 7gn+1) = gl'f(927 s 7gn+1) + Z(_l)lf(gh <5 9i—1,9iGi+1, - - ) + (_1)n+1f(glv s 79’"«)

On a un morphisme de groupes abéliens d,, : C"*(G, A) — C"*1(G, A).

(i) Vérifier Imd; = B*(G, A) et kerdy = Z*(G, A).

(1) Montrer d,+1 od,, =0 pour tout n = 0.
On pose B"(G, A) = Imd,_; (n-cobords de G a valeurs dans A), avec la convention
d.y =0, et Z"(G,A) = kerd,, (n-cocycles de G a valeurs dans A). On a donc
B"(G,A) c Z"(G, A), et il y a un sens a poser, pour n =0,

H"(G,A) =72"(G,A)/B"(G, A)

(néme groupe de cohomologie de G a valeurs dans A).

(i4i) Montrer H*(G, A) = A©.

(iv) On suppose le G-module A trivial. Montrer BY(G,A) = 0 et H'(G, A) =

Z'(G, A) = Hom(G, A).

EXERCICE 6.34. (Généralisation du théoréme de Schur-Zassenhaus). Soient G
un groupe et A un G-module, avec G et A finis d’ordres premiers entre eux. Montrer

H"(G,A) =0, Vn>=l.

EXERCICE 6.35. Soient G un groupe et A un G-module. On suppose donnée une
extension scindée (G,i,m) de G par A. On s’intéresse a l'ensemble K de tous les
compléments de i(A) dans G, et on note § l’ensemble des sections de groupes de .

(1) Rappeler pourquoi & — K ,s — s(G), est bijective.
(11) Supposons K, K' € K. Montrer que K et K' sont conjugués dans G si, et

seulement si, il existe a € A tel que K' = i(a)Ki(a)™ .

7. Au sens des isomorphismes d’extensions !
8. Pour dj il faut comprendre (dpa)g = g.a — a.
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(ii1) Fizons s € §. Vérifier que toute section de w est de la forme s.(g) =
i(e(g))s(g) avec e : G — A, et que l'on a s, € § < e€ Z'(G,A).
(iv) (suite) Supposons € et € € Z(G, A). Montrer que les compléments s.(G) et
s¢(G) de i(A) dans G sont conjugués si, et seulement si, on a
e =¢ mod BY(G, A).
(v) En déduire que l’ensemble des classes de conjugaison de compléments de i(A)
dans G est en bijection avec HY(G, A).

(vi) (Application) Montrer que si H'(G, A) = 0 alors les compléments de i(A)
dans G sont conjugués.

EXERCICE 6.36. (Un supplément & Schur-Zassenhaus) Soit G un groupe fini
d’ordre mn avec m A n = 1 et possédant un sous-groupe distingué résoluble H
d’ordre m. Montrer que tous les compléments de H dans G sont conjugués dans G.
On pourra d’abord traiter le cas H abélien en utilisant les exercices précédents.



