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du sous-groupe ker X divise nécessairement a. (L’exposant d’un sous-groupe divise
toujours I’exposant du groupe.) 0

3.2. Un exemple direct : les p-groupes abéliens élémentaires.

DEFINITION 3.6. Soit p un nombre premier. Un groupe abélien fini est dit p-
élémentaire sz on a g? = 1 pour tout g € G, soit encore en notation additive, si on
a px =0 pour tout x € G.

L’observation importante est qu'un tel groupe G est le groupe additif d'une
unique structure de Z/pZ-espace vectoriel. En effet, pour n € Z et = € G, I’élément
nx ne dépend que de @ € Z/pZ, et Uapplication Z/pZ x G — G, (7, x) — nr munit
le groupe G d’une structure d’espace vectoriel sur le corps Z/pZ : on a lx = «x,
m(nz) = (mn)z, et (m +n)x = mzx + nx et m(z +y) = mzx + my. Notons G* ce
7/ pZ-espace vectoriel. On constate que les sous-groupes de G coincident avec les
sous-espaces vectoriels de G¥, que les familles génératrices du groupe G et coincident
avec celle de Iespace vectoriel G*, qu'un morphisme G — H est la méme chose une
application linéaire G* — H* etc...

PROPOSITION 3.7. Soient p premier et G un groupe abélien fini. Alors G est
p-€lémentaire si, et seulement si, on a G ~ (Z/pZ)"™ pour un certain entier n > 1.
De plus, le nombre minimal de générateurs de G est dimg, 7, Gt

DEMONSTRATION —  Pour la premiére assertion, il suffit de considérer une base de G*
comme Z/pZ-espace vectoriel. Pour la seconde, c’est le fait quune famille d’éléments
de G engendre G si, et seulement si, elle engendre le Z/pZ-espace vectoriel Gf. [

Cela redémontre (directement et facilement!) le Théoréme 3.1 pour les groupes
abéliens p-élémentaires : tous les facteurs invariants sont égaux a p, et il y en a
exactement n ou |G| = p™.

3.3. Démonstration de ’unicité. Si G est un groupe, on note min(G) le
nombre minimal de générateurs de G. Par définition, il est fini si, et seulement si,
G est de type fini. Par la Proposition 3.7 par exemple min((Z/pZ)") = n pour p
premier et n > 1.

REMARQUE 3.8. Soient GG et G’ deux groupes et n > 1 un entier. Si ¢q,..., gn
engendrent G, et si f : G — G’ est un morphisme surjectif, alors f(g1),..., f(gn)
engendrent G'. En particulier, on a min(G’) < min(G). En considérant la projection
G x G — G, (g,9') = g, on en déduit par exemple min(G) < min(G x G”).

Illustrons cette notion en montrant d’abord 'unicité du n dans le Théoréme 3.1.

PROPOSITION 3.9. Supposons G = Z/a1Z X L]asZ X - - - X L]a,Z avecn > 1 et
les a; entiers tels que ay | ag |-+ | a, et a; > 1. On a n = min(QG).

DEMONSTRATION —  Le groupe G est engendré par les n éléments par e; avec e; =
(0,...,0,1,0,...,0) (le T ala place 7). On a donc min(G) < n. D’autre part, pour p
premier divisant a; on a p | a; pour tout ¢ et on peut donc considérer un morphisme
surjectif f: G — (Z/pZ)" en considérant coordonnée par coordonnée le morphisme
évident Z/a;Z — 7Z/pZ,n mod a; — n mod p (bien défini car p | a;). D’aprés la
Remarque 3.8, on a alors min(G) > min((Z/pZ)") = n. O
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Pour terminer la démonstration, nous allons considérer des sous-groupes naturels
et judicieux des groupes abéliens finis.

DEFINITION 3.10. Soient G un groupe abélien et n > 1. Le sous-ensemble Gn| =
{g € G| g" = 1} est un sous-groupe de G appelée n-torsion de G.

Ce groupe est le noyau du morphisme G — G, g — ¢" (dont l'image, les puis-
sance n-émes, est intéressante aussi mais laissée de coté ici). Un élément de G[n]
est appelé aussi élément de n-torsion : c’est par définition un élément d’ordre fini
divisant n. Si n = p est premier, et si G est fini, alors G[p] est abélien p-élémentaire.

LEMME 3.11. Soient G et H deux groupes abéliens et n > 1.
(1) On a (G x H)[n|] = G[n] x H[n].
(i1) Tout (iso-)morphisme G — H induit un (iso-)morphisme G[n] — H|[n].

(11i) Supposons G cyclique d’ordre m et p premier. On a G[p|] = {1} sauf si p|m,
auquel cas on a Glp| ~Z/pZ et G/Gp| ~7Z/(m/p)Z.

DEMONSTRATION —  Les (i) et (ii) sont évidents. Le (iii) est par exemple conséquence
du Lemme 3.7 Chap. 2. De maniére directe, écrivons G = (g) avec g d’ordre m.
Pour k € Z on a (¢gF)? = 1 si, et seulement si, m | kp. Si p ¥ m, cela équivaut a
k = 0 mod m, et donc G[p| = {1}. Si p|m, cela équivaut & k& = 0 mod m/p. On a
donc G[p] = (¢™/?) ~ Z/pZ, et le groupe G/G[p], qui est engendré par l'image de g

dans G/G|p], est donc isomorphe a Z/(m/p)Z. O
DEMONSTRATION —  (de assertion d’unicité du Théoréme 3.1) Soit &/, I’ensemble des
suites finies a = (ay,...,a,) d'entiers > 1 avec aq |as| -+ | a, (il est plus simple

dans I'argument qui suit de ne pas supposer a; > 1). Pour a € &/, on pose G, =
II-, Z/a;Z. On suppose a,b € &, et G, ~ Gy, on veut montrer a = b.

On raisonne par récurrence sur » . (a; +b;). On conclut par récurrence si a; =
by =1caronaZ/Z ~1et G x1~(G. Quitte a échanger a et b on peut supposer
a; > 1. Soit p premier divisant a;, et donc tous les a;. Par le Lemme 3.11 (i) et (iii),
on a donc |G,[p]| = p", et |Gy[p]| = p” ot r est le nombre d’entiers 1 < i < n tels
que p|b;. Mais on a aussi

Galp] = Golp] et Gu/Galp] = Go/Gyp]

par le point (ii) du Lemme 3.11. De l'identité de gauche on déduit r = n puis plb;
pour tout ¢. Mais toujours par le (iii) on constate que G,/G,[p] et Gy,/Gp[p] sont
respectivement isomorphes a7 G, et Gy avec a), = a;/p et b}, = b;/p pour tout i (voir
I’Exercice 2.31 Chap. 2). Par récurrence on en déduit o’ =¥, puis a = b. O

7. On pourrait se passer de I'usage de quotients ici en disant que les sous-groupes des multiples
de p dans G, et G sont isomorphes, et respectivement isomorphes a G, et Gy .
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3.4. Digression : sommes directes de groupes abéliens. Notre expérience
des espaces vectoriels rend la notion de somme directe interne plus intuitive que celle
de produit direct du point de vue additif. On fixe donc A un groupe abélien noté
additivement. Si Aq, As, ..., A, sont des sous-groupes de A, on pose

A1+A2—|——I—An:{2al | CLZ'EAZ‘}.
i=1

C’est manifestement un sous-groupe de A, appelé somme des A;, encore noté » . A;.
Par exemple, si A; = Za; pour tout ¢, alors Ay + As + -+ + A,, coincide avec le
sous-groupe {(aq, asg, . .., a,) de A engendré par les a;. En général, 'application

(19) QDZAlXAQX"'XAR%A,<GZ‘)P—>ZCLZ‘,

est manifestement un morphisme de groupes d'image » . A;. Elle est surjective si,
et seulement si, on a A = ). A;. Si ¢ est injectif (i.e. kerp = {0}), on dit que les
A; sont en somme directe, et on note alors aussi ®;A; la somme des A;.

DEFINITION 3.12. On dit que A est somme directe interne de ses sous-groupes
A; si Uapplication (19) est bijective, i.e. si on a A = ®;A;.

Discutons enfin du point de vue externe. Maintenant Aq, ..., A, sont des groupes
abéliens quelconques et on pose A = [[_; 4;. Pour tout 4, le sous-groupe A; =
{(a;) | a; = 0, Vj # i} de A est manifestement isomorphe a A;, via l'inclusion
a— (0,...,a,...,0), c’est pourquoi on le note souvent encore A;. On a alors

n n
HA" = @A;, avec A ~ A; pour tout i =1,...,n.
i=1 i=1

C’est pourquoi lorsqu’on le voit ainsi, le groupe produit []_, A; est aussi noté
D, A; et il est appelé somme directe externe des A;. En particulier, on obtient la
formulation suivante du Théoréme 3.1.

COROLLAIRE 3.13. Pour tout groupe abélien fini G, de facteurs invariants a,
ag, -+, Ay, on a une décomposition G = @}, C; avec C; cyclique d’ordre a;.

/\ 1l faut bien noter que la décomposition ci-dessus n’est pas unique. En effet,
considérons le cas G = (Z/pZ)?* avec p premier. Se donner une écriture G = C; & Cy
avec C) ~ Cy ~ Z/pZ est la méme chose que se donner une décomposition en
somme directe de deu)(( dr)oites du plan G* : il y a exactement p + 1 droites dans G*

p(p+1

(pourquoi ?) et donc #E= telles décompositions.

4. Groupes abéliens de type fini

Dans toute cette section GG est un groupe abélien noté additivement.

DEFINITION 4.1. Soient & = {g1,...,gn} une famille d’éléments de G, et

n
fZ" = G, (my) — Zngz
i=1
le morphisme de groupes associé. On dit que F est libre (ou Z-libre) si [ est injectif.
On rappelle que F est génératrice (ou Z-génératrice) si f est surjective. On dit enfin
que F est une base (ou une Z-base) si f est bijective.
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Par exemple, la base canonique €; de Z", définie par (¢;); = 0; j, est clairement
une Z-base de Z". L’anneau Z n’étant pas un corps, des différences substantielles
apparaissent entre ces notions et les notions analogues dans les espaces vectoriels.
Par exemple, la famille singleton {g}, avec g € G, est libre si, et seulement si, g est
d’ordre infini. Dans le groupe G = Z, la famille {2, 3} est génératrice, non libre car
2-3—3-2=0, et on ne peut en extraire de base! De méme, la famille {2} de Z est
libre, mais elle ne se compléte pas en une base : une famille {a, b} a deux éléments
non nuls de Z n’est jamais libre & cause de la relation ba — ab = 0.

DEFINITION 4.2. Un groupe abélien est dit libre de rang n sl posséde une Z-base
an €éléments, ou ce qui revient au méme, s’il est isomorphe a Z.".

Par conventions, {0} est libre de rang 0. Le lemme suivant montre que 'entier
n dans la définition ci-dessus est uniquement déterminé.

LEMME 4.3. Pour tout entier n > 0 on a min(Z"™) = n. En particulier, on a
7" ~ 7™ si, et seulement si, n = m.

DEMONSTRATION —  L’inégalité min(Z™) < n est évidente. En considérant le mor-
phisme Z" — (Z/2Z)" de réduction modulo 2 sur chaque coordonnée, qui est sur-
jectif, on a l'inégalité opposée min(Z") > min((Z/27)") = n. La seconde assertion
s’en déduit car G ~ G’ implique min(G) = min(G’) (Remarque 3.8!). O

Parmi les exemples les plus importants de groupes abélien libres, on trouve les
réseaur des espaces vectoriels réels de dimension finie.

EXEMPLE 4.4. (Réseauzx) Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie n. Un
réseau de V' est un sous-groupe additif A C V de la forme A = @] ,Ze; avecey, ..., e,
une R-base de V. En particulier, un réseau est libre de rang n. Par exemple, Z" est
un réseau de R™. On peut démontrer la caractérisation topologique suivante : un
sous-groupe H de V est un réseau si, et seulement si, (i) H et discret et (ii) H
engendre V' comme R-espace vectoriel. Nous renvoyons au Complément 6 pour une
démonstration de cet énoncé.

Le résulat principal suivant rameéne la structure des groupes abéliens de type fini
a celle des groupes abéliens finis, déja élucidée. On pose
Gir ={9€G|In>1, ng=0}

I’ensemble des éléments de torsion de GG. C’est manifestement un sous-groupe de G,
appelé sous-groupe de torsion, égal & la réunion des G[n] pour n > 1.

THEOREME 4.5. (Dirichlet) Si G est un groupe abélien de type fini, son sous-
groupe Gy, est fini et il existe un unique entier n > 0 tel que G >~ Gyor X 2.

L’entier n ci-dessus est appelé rang de G. On dit que G est sans torsion si Gy, = {0}.

COROLLAIRE 4.6. Un groupe abélien de type fini sans torsion est libre

Pour démontrer le Théoréme 4.5, nous aurons besoin du lemme suivant, qui
dégage une propriété remarquable de Z, appelée projectivité.

LEMME 4.7. Soient G un groupe abélien et f : G — 7Z un morphisme surjectif.
Alors G est isomorphe a 7 X ker f.
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DEMONSTRATION — Par surjectivité de f, il existe h € G tel que f(h) = 1. L’élément h
est d’ordre infini, car nh = 0 implique 0 = nf(h) =n € Z. On adonc H := (h) ~ Z.
Vérifions que G est produit direct interne de H et de ker f. On vient juste de montrer
H Nnker f = {0}. Vérifions G = H + ker f. Soit g € G. Posons n := f(g) € Z, on a
alors f(g) =n = f(nh) et donc g — nh € ker f. d

DEMONSTRATION —  (du Théoréme) Soit G un groupe abélien de type fini. Montrons
d’abord que s’il existe un élément d’ordre infini dans G, alors GG est isomorphe a
G' X 7Z pour un certain groupe G’. Un tel G’ est alors nécessairement abélien, et
vérifie min(G’) < min(G) < oo par la Remarque 3.8.

Supposons donc qu’il existe g € GG d’ordre infini. Choisissons un isomorphisme
f : {90 = Z. D’aprés la Proposition 2.6, on peut étendre f en un morphisme
f:G = Q, car Q est divisible. Mais f(G) est un sous-groupe de type fini de Q,
donc de la forme ZA pour un certain A € Q (Cor. 7.1 Chap. 1). On a A # 0 car

f(G) contient f(G) = Z. Quitte a diviser f par A, on a donc trouvé un morphisme
surjectif G — Z. On conclut par le Lemme 4.7.

Posons N = min(G). Sion a G ~ G’ x Z™ alors N < n par le Lemme 4.3 et la
Remarque 3.8. On en déduit que 'on peut itérer au plus N fois la premiére étape,
i.e. qu’il existe n < N tel que G ~ G’ x Z"™ et tel que tous les éléments de G’ sont
d’ordre fini. Mais alors on a aussi min(G’) < min(G) < oo, donc G’ est de type fini,
et comme ses él’ements sont d’ordre fini il est alors nécessairement fini (pourquoi ?).
Le Lemme 4.8 montre alors G’ ~ Gy, et n = min(G /Gy, ), d’ott Iassertion d’unicité.

O

LEMME 4.8. Soient A et B deux groupes abéliens avec A fini et B libre de rang
fini. Alors si on pose G = A X B on a Giors = A X {0} et G/Giors > B.

DEMONSTRATION —  On a Gy = Agor X Bior (Lemme 3.11) avec Ay, = A et
Bior = {0}, donc Gios = A x {0}. On conclut car le morphisme de projection
G — B, (a,b) — b, est surjectif de noyau Giops. O



