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Donc ¢ normalise GGy, int¢ échange les tétraédres T+ et T, et préserve C et O. Soit

Gy = (G1,¢) = Gi | [ ¢Gr.

C’est un groupe d’ordre 48, et int : Gy — SO(H’) a pour noyau +1 et son image
d’ordre 24 et incluse dans Iso(C) = Iso(O). On en déduit
(37) int(Gs) = Iso*(C) = Iso* (O) ~ S4 et donc Gy ~ S;.
Considérons enfin I'icosaédre régulier I de H° ayant pour sommets les

+J+ oK, *I+pJet £ K+ pl,
avec ¢ le nombre d’or (voir I’Exercice 5.2). Explicitons, sans démonstration, le
groupe Iso™ (I) et le groupe binaire associé. L’élément ¢ = %((,0 + 1+ 1J)eSp(1)
est de trace ¢ donc vérifie €2 — € + 1 = 0 par Cayley-Hamilton. Il est donc d’ordre

10 car on a ¢ = /5 + e=/5 dans C. Il n’est pas difficile de vérifier qu'il satisfait
int¢(I) = I. En posant G5 = (G4, ) on peut montrer que 'on a

(38) int(G3) = Iso*(I) ~ A5 et donc Gy ~ As.

3. Groupes linéaires et simplicité de PSL, (k)

Dans cette partie, on fixe un corps k un entier n > 2. Le groupe GL, (k) contient
SL, (k) comme sous-groupe distingué, et det induit un isomorphisme

GL,(k)/SLy, (k) ~ k*.

Reste a étudier le dévissage de SL, (k). On notera Z,(k) le sous-groupe des homo-
théties dans SL, (k). C’est un sous-groupe central, donc distingué, de SL, (k). On a
un isomorphisme de groupes

pn(k) = Zn(k), A — A,

avec pi,(k) = {x € k* | 2™ = 1} (sous-groupe des racines n-iémes de 1'unité dans
k*, un sous-groupe cyclique de k* d’ordre divisant n). Notre but principal est de
démontrer le résultat suivant, connu semble-t-il de Galois pour n = 2 et k = Z/pZ,
et di a Jordan et Dickson en général.

THEOREME 3.1. On suppose n = 3, oun = 2 et |k| > 3. Alors tout sous-groupe
distingué de SL, (k) est égal a SL,(k), ou est inclus dans Z, (k).

Pour H < G, les sous-groupes distingués de G/H sont en bijection avec ceux de
G contenant H. On en déduit, posant PSL,, (k) = SL,,(k)/Z,(k) :

COROLLAIRE 3.2. Sous les méme hypothéses, le groupe PSL, (k) est simple.

Nous reviendrons sur les deux cas n = 2 et k = Z/2Z ou Z/3Z un peu plus loin.

3.1. Transvections. Tout comme dans I’étude des groupes S, et O(n), les
éléments de SL, (k) ayant un maximum de points fixes, c’est-a-dire un hyperplan
fixe, joueront un roéle particuliérement important.

DEFINITION 3.3. Soit V' un k-espace vectoriel de dimension n = 2. Une trans-
vection de V' est un élément t de SL(V') tel que dimker(t —idy) =n — 1, ou ce qui
revient au méme, tel que t — idy est de rang 1.
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EXEMPLE 3.4. (Transvections standards de SL,(k)) Ce sont les matrices de la
forme T, ;(A\) := L, + AE; ; avec A € k* et 1 < i # j < n (pour avoir det T; ;(\) = 1).
La transvection standard T; ;(\) est une transvection de k™ d’hyperplan fixe z; = 0.
Il sera commode d’en choisir une, c¢’est pourquoi on pose

1
tn = Tn,n—1<1) =

1 1
1

Non seulement les transvections engendrent SL,,(k), mais on a :

PROPOSITION 3.5. Les transvections standards engendrent SL, (k).

DEmonsTRATION —  C’est un argument classique d’opérations sur les lignes et les
colonnes (pivot de Gauss), qui sera revu plus tard dans le cours dans le contexte
plus général des anneaux euclidiens : voir le Théoréme 4.1 Chap. 8. |

Soit H un hyperplan de V' fixé. Décrivons les transvections d’hyperplan fixe H.
Fixons pour cela e = (eq,...,e,) une base de V avec H = Vectg(ey,...,e,-1). Un
élément ¢ de SL(V) vaut lidentité sur H si et seulement si il existe x € k"~ avec

1n—1 T

(39) Matet:[ g 1]68Ln(k:)

. . , —1 .
L’'image de t — idy est alors engendrée par v := >/, x;e;, qui est un vecteur quel-
conque de H. Ainsi, t est une transvection si, et seulement si, on a v # 0.

PROPOSITION 3.6. Les transvections sont conjuguées dans GL,(k), et pourn > 2
elles sont conjuguées dans SL,, (k).

DEMONSTRATION —  So0it ¢ une transvection d’hyperplan fixe H. Pour g € GL(V) on
adet(gtgt) =dett =1, et gtg' —idy = g(t —idy )¢~ a méme rang que t — 1y, (et
pour noyau 'hyperplan g(H)). Le conjugué par GL(V') d’une transvection est donc
une transvection.

Soit maintenant ¢ une transvection de V' d’hyperplan fixe H. Fixons e, € V~ H
arbitrairement. L’élément e,,_; := t(e,) — e, est dans H par la discussion ci-dessus.
Complétons-le en une base eq,...,e, 1 de H. On constate que dans la base e =
(é1,...,€n), la matrice de ¢ est t,,. On a montré que toute transvection dans GL,, (k)
est conjuguée a t,, d’ou le premier point.

Pour le second, soit ¢ € SL, (k) une transvection. On a montré qu’il existe g €
GL,(k) tel que gtg~' = t,. Observons que pour n > 2, et tout A € k*, il existe
h € GL, (k) qui commute avec t, et tel que deth = A : I'élément diag(\, 1,...,1)
convient! Prenant un tel h pour A = (detg)™', on a alors (hg)t(hg)™' = t, et
det hg = Adet g = 1. L]

REMARQUE 3.7. On peut montrer que pour x,y € k, les transvections standards

[ [1) 1 ] et [ (1) v ] sont conjuguées dans SLy(k) si, et seulement si, on a y = u’x

pour un certain u € k* (voir l’Exercice 5.41). Par exemple, [ (1] } } et [ (1] _11 ] sont

conjuguées dans GLa(R) mais pas dans SLy(R).
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3.2. Centre et groupe dérivé de SL, (k). En guise de premier pas vers le
Théoréme 3.1, on étudie le centre et le groupe dérivé de SL,, (k).

PROPOSITION 3.8. Soit g € GL,, (k). Il y a équivalence entre :

(i) g commute avec tous les éléments de SL,(k),
(11) g préserve toutes les droites de k™,

(11i) g est une homothétie.

DEMONSTRATION —  On peut supposer n = 2 car les trois propriétés sont toujours
satisfaites pour n = 1. De plus, 'implication (iii) == (i) est évidente. Montrons
(i) = (ii). Pour tout vecteur v € k™ non nul, et pour tout choix d’hyperplan H de
k™ contenant v, ’analyse plus haut montre qu’il existe une transvection ¢ € SL,, (k)
d’hyperplan fixe H telle que Im(¢ — 1,,) = kv. Comme g commute avec t, alors g
préserve Im(t —id), et donc la droite kv, ce qui montre (ii). Montrons enfin (ii) —
(iii). Soient ey, ..., e, une base de k" et w = > . ;. On a g(e;) = \je; avec \; € kX,
et g(w) = Aw, donc A = \; pour tout i. O]

COROLLAIRE 3.9. Le centre de GL, (k) est k*1,, et celui de SL,(k) est Z, (k).

PROPOSITION 3.10. On suppose n # 2 ou |k| > 3. On a
D(GL,(k)) = SL, (k) et D(SL,(k)) = SL, (k).

DEMONSTRATION —  Le morphisme déterminant det : GL, (k) — £*, et la commuta-
tivité de £, montrent que 'on a D(GL,(k)) < kerdet = SL, (k). Il suffit donc de
montrer SL, (k) < D(SL,(k)).

Observons qu'il suffit de montrer qu'il existe une transvection de SL, (k) qui est
un commutateur. En effet, si on a ¢ = [x,y] avec z,y € SL,(k), alors pour tout
g€ GL,(k) on a

gtg™' = int,(t) = [int, (), int,(y)]
avec int,(z) et int,(y) dans SL,,(k), puisque SL,, (k) est distingué dans GL,, (k). L’ob-

servation découle alors du fait que les transvections sont conjuguées sous GL, (k)
(Proposition 3.6).

Pour i € k*, on constate I'identité dans SLo(k

oG (D)

Si|k| > 3, il existe u € k* ~{+1}, et donc p? # 1. Ainsi, on a trouvé une transvection
standard qui est un commutateur dans SLz(k) Supposons donc n = 3. Pour h €
SL,_1(k) et ve k" on a

o) e ()

Pour n > 3, il existe g € SL,,_1(k) qui n’est pas I'identité! Choisissant v tel que
gu # v, le commutateur ci-dessus est une transvection. ]
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3.3. Le critére de simplicité d’Iwasawa. Pour démontrer le Théoréeme 3.1
nous allons utiliser un critére de simplicité découvert par K. Iwasawa. Formulé de
maniére optimale (voir I’'Exercice 5.36), ce critére semble curieusement permettre de
démontrer théoriquement la simplicité de tous les groupes simples finis ! 1

PROPOSITION 3.11. (Critére de simplicité d'Twasawa) Soit G un groupe agissant
2-transitivement sur ’ensemble X. On suppose qu’il existe x € X et A < G, avec :

(i) A est un sous-groupe abélien et distingué de G,

(1) Ugeq gAg™" engendre G.

Si N est un sous-groupe distingué de G, alors soit N contient D(G), soit N est
inclus dans le noyau de l'action de G sur X.

EXEMPLE 3.12. Esquissons comment retrouver la simplicité de As par cette
proposition et le fait (plus simple) D(A5) = As. Noter que Aj agit 2-transitivement
sur {1,2,3,4,5}. De plus, le stabilisateur du point 5 est ~ Ay, qui contient le sous-
groupe abélien distingué K, ~ Z/27Z x 7Z/27. Mais les doubles transpositions sont
conjuguées dans As, et on vérifie qu’elles engendrent As. Cela conclut !

DEMONSTRATION —  Soit K le noyau de 'action de G sur X. Soit N un sous-groupe
distingué de GG non inclus dans K. Montrons que ’action de N sur X est transitive.
Fixons z € X (arbitraire) et regardons la N-orbite de z, disons Nz. Elle est stable
par G, : en effet, pour g € G, on a gNz = gNg 'gx = Nx car N est distingué dans
G. Mais G, agit transitivement sur X \ {x} car G agit 2-transitivement sur X. On
en déduit que si Nx # {z} alors Nx = X. Mais si Nz = {z} pour tout = € X, alors
on a N < K. On a bien montré que N agit transitivement sur X.

Fixons maintenant x dans X comme dans I’énoncé. On a G = NG,. En effet,
pour tout g € G, I'élément gz est de la forme nx avec n € N, et donc n=tg € G,, puis
g € NG,. Fixons z, et A < G, comme dans I’énoncé. Pour g € G on a vu g = nh
avec n € N et h € GG, et donc

gAg™' = nhAh™'n™! = nAn™!

car A est distingué dans G,. On déduit de (ii) que les nAn~" avec n € N engendrent
G, et en particulier G = (N,;A) = NA par N < G. Ainsi, le morphisme A —
G/N,a — aN, est surjectif, donc G/N est abélien car A l'est, et donc N contient
D(G). ]

3.4. Démonstration du Théoréme 3.1. On peut supposer n > 2. Faisons
agir GL,,(k) sur l'ensemble X des droites vectorielles de k™. Elle est 2-transitive,
et ce méme restreinte & SL, (k). En effet, si (e1,es) et (fi, fo) sont deux couples
de vecteurs linéairement indépendants de k™, on peut les compléter en des bases e;
et f;, et il existe g € GL, (k) avec g(ke;) = kf; pour tout i. Quitte & composer g
a la source par un élément de GL, (k) diagonal dans la base e;, on peut supposer
g € SL, (k).

15. Formulé en terme d’action primitive comme dans les exercices, il s’agirait de savoir si pour
tout groupe simple fini non abélien, il existe un sous-groupe maximal possédant un sous-groupe
abélien distingué non trivial. C’est loin d’étre évident, mais cela semble vrai par la classification
des groupes simples finis s’il on croit ce post Mathoverflow de Derek Holt.


https://mathoverflow.net/questions/291478/maximal-subgroups-of-simple-groups-with-normal-2-subgroups
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Regardons par exemple le vecteur e = (1,0,0,...,0). Le stabilisateur de ke dans
SL, (k) est le sous-groupe P des matrices de la forme

_( detg™! =z

avec g € GL,_1(k) et x un vecteur ligne dans k"~'. On a PgaPg 0 = Dgg'.z’ AVEC
z” = (det g)'2’ + gz. On a donc une suite exacte courte naturelle (scindée!)

1 — k" 28 p Pt GL, o (k) — 1.

De sorte que A := {p1,, x € k""'} est un sous-groupe distingué de P isomorphe &
(k"' +) (donc abélien). Noter que A contient par exemple les transvections stan-
dards Ty ;(\) avec A € k* et j > 1 (en fait tout élément non trivial de A est une
transvection!). Mais les SL,,(k)-conjugués de ces transvections engendrent SL,, (k).

En effet, pour n > 3 cela découle de la Proposition 3.6. Pour n = 2, cela vient de

ce que pour w = ( (1) _01 ) € SLy(k) on a wTio(N)w™ = Ta1(—A), puis de la

Proposition 3.5. On a montré que A vérifie les conditions (i) et (ii) d’Iwasawa.

Ainsi, le critére d’Iwasawa s’applique, et montre que tout sous-groupe distingué
de SL, (k) contient soit D(SL,(k)) = SL, (k) (Proposition 3.10 (ii)), soit est inclus
dans le noyau de 'action, a savoir yu, (k) (Proposition 3.8).

La méme démonstration (en plus simple), montre aussi :

COROLLAIRE 3.13. Sous les méme hypotheses, tout sous-groupe distingué de
GL, (k) est soit inclus dans k™, soit contient SL,, (k).

REMARQUE 3.14. Les sous-groupes de GL, (k) contenant SL, (k) s’identifient a
ceux de GL,(k)/SL, (k) ~ k* (surjectivité du déterminant). Comme k* est abélien,
ils sont tous distingués.

3.5. Groupes linéaires sur les corps finis. Lorsque k est un corps fini, le
Théoréme 3.1 fournit donc une série doublement infinie de groupes simples finis. On
sait depuis Galois que le cardinal ¢ d’un corps fini est toujours de la forme ¢ = p"
avec p premier et n > 1, et que pour tout tel ¢ il existe un unique tel que corps a
isomorphisme prés, noté génériquement F,. On peut prendre bien str F, = Z/pZ
pour p premier. On a aussi Fy = {0,1,w,1 + w} avec w? = w + 1. Ces corps seront
étudiés dans le cours Algébre 2. Le cas g = p sera déja suffisamment riche pour nous!
Depuis Artin, les théoriciens des groupes notent souvent L, (¢) le groupe PSL,, (F,),
une notation pratique mais qui préte a confusion (et peu utilisée hors de ce sujet).

LEMME 3.15. Si k est un corps fini a q éléments, on a

n—1 n
n_ i nn-1) i
GL.(k)| = [[(a" =) =a = [](@-D).
i=0 i=1
DEMONSTRATION —  Une matrice M € M, (k) est inversible si, et seulement si, ses

colonnes forment une k-base de k". Il s’agit donc de dénombrer les bases ordonnées
€1, €, ..., e, de k™. L’élément e est quelconque non nul (¢ —1 possibiliés), et pour i =
2, ...,m, on choisit récursivement e; arbitrairement hors du sous-espace de dimension
i — 1 engendré par les e; avec j < i :ily a ¢" — ¢"~! possibilités. O
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Toujous sous 'hypothése que k£ a un nombre fini ¢ d’éléments, on en déduit les
cardinaux de SL, (k) et PSL, (k). En effet, la surjectivité du déterminant GL, (k) —
k*, et |k*| = ¢ — 1, montrent

(42) sty = 2Bl = [ .

i=2
De plus, le groupe multiplicatif £* est cyclique car k est fini d’aprés le Théoréme 5.1
Chap. 2. On en déduit |u, (k)] =n A (¢ — 1) puis

_[SLa(k)]

(43) |PSL,, (k)| avec m = |u, (k)] =n A (g—1).

3.6. Le groupe PGL, (k) versus PSL, (k). On pose aussi
PGL,(k) = GL,(k)/k™.
On pose k*" = (k)™ = {g"| x € k*} pour des raisons de lisibilité.
PROPOSITION 3.16. On a une suite exacte courte naturelle

1 — PSL,(k) —> PGLy (k) — k*/k*™ — 1.

DEMONSTRATION —  Notons Z le sous-groupe des homothéties de GL,,(k), on a Z ~
k*. En composant 'injection naturelle SL,, (k) — GL, (k) avec la projection naturelle
GL, (k) — PGL,(k), on obtient un morphisme naturel SL,, (k) — PGL,(k),g — ¢Z.
I a pour noyau Z n SL,,(k) = Z,(k). Il induit donc un morphisme injectif

PSL, (k) > PGL,(k), gZn(k) — gZ.

D’autre part, on composant le déterminant GL, (k) — k* (surjectif) et la projec-
tion canonique k* — k*/k", on obtient un morphisme surjectif f : GL, (k) —
E*/E*" g — (det g) k™. Comme on a det Z < k™", ce morphisme f se factorise en

7 : PGL, (k) = k™ /K", gZ — (det g)k™",

toujours un morphisme surjectif. Observons que pour g € GL,(k), on a detg €
E*" «— 3dXe Z, g\ e SL,(k) (pourquoi?). On en déduit bien ker 7 = Im . O

On verra souvent PSL, (k) comme un sous-groupe (distingué) de PGL, (k) via
I'injection naturelle ¢ introduite ci-dessus.

EXEMPLE 3.17. (i) Si le sous-groupe des carrés de k* est d’indice 2, par
exemple pour k = R ou k = Z/pZ avec p > 2, alors PSLy(k) est un sous-

groupe d’indice 2 dans PGLy(k).

(ii) Le groupe PGLy(Z/pZ) est d’ordre p(p — 1)(p + 1) = p* — p.

(111) Les groupes SL,(Z/pZ) et PGL,(Z/pZ) ont méme cardinal. Ils sont iso-
morphes si, et seulement si, n est premier a p—1. En effet, cette condition est
nécessaire car le centre de PGL,,(Z/pZ) est trivial, alors que celui Z,(Z/pZ)
de SL,(Z/pZ) Vest si et seulement si on a u,(Z/pZ) = {1}, i.e. n premier a
p— 1. Elle est suffisante car le morphisme naturel SL,,(Z/pZ) — PGL,(Z/pZ)
est alors injectif entre deux groupes de méme cardinal, et donc bijectif.



