332 A. CORRECTIONS DES EXERCICES

Exercices du chapitre 4

Exercice 4.1. Soit ¢ dans le centre de S,,. Ecrivons que o commute & la transposition
(ij). Ona (ij) =o(ij)o~t = (o(i) o(5)), i.e. o({i,5}) = {i,j}. Ainsi, si o préserve toutes
les parties & 2 éléments de {1,...,n}. Comme on a n > 3, pour tout i € {1,...,n} on peut
trouver j, k € {1,...,n} avec i, j, k distincts. On a alors {i} = {i,j} n {3, k} puis o(i) =7 :
o est 'identité.

Exercice 4.2. (i) Un morphisme de groupes f : G — G’ avec G’ abélien est constant
sur les classes de conjugaison de G : si on a g,z € G alors f(gzg™!) = f(g9)f(x)f(g)~! =
f(9)f(9)~ f(x) = f(x). Comme deux transpositions sont conjuguées dans S,,, tout mor-
phisme S,, — {£1} prend la méme valeur € € {£1} sur chaque transposition. Comme les
transpositions engendrent S,,, il y a donc au plus deux morphismes S,, — {£1}. Pour e = 1,
le morphisme est nécessairement trivial (et existe bien!). Pour ¢ = —1, il existe encore :
c’est la signature.

(ii) Pour tout sous-groupe H d’indice 2 d’un groupe G on a vu en cours qu'il existe
un morphisme G — {+1} de noyau H. En effet, on sait que H est distingué, et on regarde
alors la composée de la projection canonique G — G/H et de 'unique isomorphisme
G/H ~ {£1}. Comme il n’y a qu'un morphisme non trivial S,, — {£1} par le (i), & savoir
la signature, A,, est le seul sous-groupe d’indice 2 de S,,.

Exercice 4.5. (i) Soit f : A, — {£1} un morphisme. On sait que A,, est engendré
par les 3-cycles. Il suffit donc de montrer que si ¢ est un 3-cycle on a f(c¢) = 1. Mais
on a f(c®) = f(c)> = 1 et donc f(c) = 1 car f(¢) = £1. (Plus généralement, si on a
un morphisme f : G — G’ et g € G tels que l'ordre de g est premier a |G’|, alors on a

flg) =1,

(ii) On a |A4| = 12. Si A4 admet un sous-groupe H d’ordre 6, ce sous-groupe est donc
d’indice 2, puis le noyau d’un morphisme surjectif Ay — {£1}. Il n’y a pas de tel morphisme
par le (i). C’est le contre-exemple a la réciproque naive du théoréme de Lagrange évoqué
aprés le Corollaire 4.7 Chap. 2.

Exercice 4.6. Soit H le sous-groupe de A, engendré par les (i i + 1 ¢ + 2) avec
1 <i<n—1. On veut montrer H = A,,. Il suffit de voir que tous les 3-cycles sont dans H,
car ces derniers engendrent A,, par le cours. C’est clair pour n = 1,2,3. Noter (ijk)~! =
(jik). Pour n = 4, on a (123)(324) = (124) € H et (134) = (234)(123)(234)" L. Les
8 3-cycles sont bien dans H. Pour n > 4, on déduit du cas n = 4 que H contient toutes
les permutations paires a support dans {i,7 + 1,7 + 2,7 + 3}, pour tout 1 < i < n — 3.
Si (ijk) est dans H, on a aussi o(i j kK)o~ ! = (0(i) o(j) o(k)) pour tout o € H. On en
déduit successivement que H contient tous les (i7 + 1 k) avec i + 2 < k < n, puis que H
contient tous les (i, 7, k) avec i < j < k.

(Pour ce type d’arguments, il est souvent plus pratique d’utiliser 1'Exercice 4.23.
Concrétement, on aurait d’abord pu vérifier que H agit 3-transitivement sur {1,...,n}
pour n = 5 (clair par récurrence), puis conclure en disant que H contient un 3-cycle, et
donc tous les 3-cycles par conjugaison et 3-transitivité.)

Exercice 4.7. Quitte a conjuguer ¢ (i.e. & renuméroter les entiers de 1 & n), on peut
supposer ¢ = (123 ... m). Pour k divisant m, on constate alors que c¥ est le produit des
m/k-cycles (i i+k i+2k --- i+(m—1)/k)aveci = 1,..., k. (Ces cycles sont bien disjoints :
les entiers dans leur support sont = i mod k). Pour k général on écrit ¢# = (¢#)#/?. Les
cycles de ¢? sont de longueur m/d comme on 'a vu, et on a k/d premier a d.

On est donc ramené au cas ol k est premier avec m, et il faut voir que c* est un
m-cycle, i.e. que {c*) permute transitivement {1,...,m}. Mais par Bezout il existe q € Z
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avec k¢ = 1 mod m. On a alors (¢¥)? = ¢, et donc {(c¥) = {c) permute transitivement
{1,...,m}.

Exercice 4.10. (i) L’ordre d’un élément est le ppcm des longueurs des cycles de sa
décomposition en cycles. Si c’est p, c’est que tous ses cycles sont de longueur p. Comme
on est dans S, 'unique possibilité est que ce soit un p-cycle.

(ii) Il existe 1 <4 < p tel que o%(1) = 2. Comme p est premier, i est premier & p, et
donc ¢ := ¢* est un p-cycle par l’exercice précédent (voir le second paragraphe du corrigé).
Par définition, on a ¢(1) = 2. Enfin, les p éléments 07 (1) avec j = 0,...,p—1sont {1,...,p}
car ¢ est un cycle, de sorte que I'application {0,1,...,p—1} — {1,2,..., p} envoyant j sur
¢/ (1) est bijective. Il y a donc un unique j tel que o/(1) = 2.

(iii) Par les (i) et (ii), tout sous-groupe H d’ordre p est engendré par un unique p-
cycle de la forme (12asaq ... ap), avec {as,aq,...,ap} = {3,4,...,p}. Il y a (p — 2)! tels
éléments.

Exercice 4.8. (i) Soit H le sous-groupe engendré par la transposition ¢ et le p-
cycle c. On veut montrer H = S,. Quitte a conjuguer & H (= renuméroter), on peut
supposer t = (12). Par le (ii) de lexercice précédent, il existe 1 < i < p tel que
¢ = (12a3...ay) € H avec {ag,a4,...,ap} = {3,4,...,p}. On a alors vy = tc =
(12)(12a3 ...ap) = (2a3 ...ap) € H, puis yity™* = (la;41) € H pour 1 < i < p, et
donc (1i) € H pour tout i = 2,...,p. Enfin, pour 1 < i < j on en déduit (ij) =
(14)(15)(1i)~t € H : le groupe H contient toutes les transpositions, c’est S,.

(ii) Pour p = 4, les éléments ¢ = (1234) et t = (13) n’engendrent pas Ss4. En effet,
on atct™! = (3214) = ¢!, de sorte que tout élément de {c,t) est de la forme t*c? avec
0<k<let0<qg<3:ilyaun plus 8 tels éléments.

Exercice4.3. Comme G contient une transposition par hypothése, on a n = 2, et de
méme on a n > 3 dans la question (ii).

(i) La condition suffisante est claire car S,, agit 2-transitivement sur {1,...,n}. Réci-
proquement, fixons i < j avec (ij) € G. Pour g € G on a g(ij)g~" = (g9(i) g(4)). Si G
agit 2-transitivement sur {1,...,n}, on a donc (kl) € G pour tout k <[, puis G contient
toutes les transpositions, et on a G = S,,.

(ii) Le groupe G agit transitivement sur {1,...,n} car il contient un n-cyclique. Pour
voir qu’il agit 2-transitivement, il suffit de voir que pour un certain i € {1,...,n} le
stabilisateur G; de ¢ dans G agit transitivement sur {1,.. . ,n}. Cest clair si on

prend pour ¢ le point fixe d’'un n — 1-cycle dans G.

Exercice 4.4 Pour montrer I'indication, on raisonne par récurrence sur r := | X| et on
note H(z1,...,z,) < Sx le sous-groupe engendré par les t; := (z; x;41). Le résultat est
évident pour r < 2. Ecrivons X = Y U {z,} avec Y = {z1,...,2,_1}. Par récurrence, on a
H(zy,...,xp—1) = Sy.Siona X =Y, on agagné. Sinon, z,, n’est pas dans Y et on identifie
Sy au sous-groupe de Sy fixant x,,. Pour 0 € Sy ona ot,0~! = (0(z,)o(zr41)). On e
déduit que H(x1,...,x,) contient tous les (z ') avec x,2' € X, et donc H(x1,...,x,) =
Sx.

Supposons que le graphe € n’est pas connexe. Il existe donc une partition S = Sy [ ] S2
telle que toute aréte de & est incluse dans S7 ou dans Sy. Par définition de & on constate
que toute transpositions dans T préserve Sp et So. On en déduit que le groupe (T') préserve
aussi 57 et Se. Il n’agit donc pas transitivement sur {1,...,n}, et donc (T') # S,,.

Supposons enfin que & est connexe...
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Exercice 4.9 Soit H le sous-groupe de S,, engendré par ¢ := (12 --- n) et la trans-
position (i 7). Notons d le pged de n et |7 — i|. Montrons d’abord que H = S,, entraine
d = 1. Observons pour cela que si 'on a 1 < a,b < n avec a = bmod d, alors pour
tout 0 € H on a o(a) = o(b) mod d. En effet, c’est vrai pour 0 = ¢,c ! et 0 = (i7),
et on conclut par définition de H. Autrement dit, les parties de {1,...,n} de la forme
P;:= (i+dZ)n{l,...,n} avec i € Z sont préservées dans leur ensemble par H. Noter

[::&

P ={1,....n} et |P|=n/d, Yiel.
i=1

Supposant H = S,,, le groupe H agit 2-transitivement sur {1,...,n} et on a donc soit
d=1et |P] =mn,soit d=net|P| = 1. Le second cas est exclus car d divise i — j et
li — j] < n.

Supposons réciproquement d = 1. Regardons les transpositions dans H de la forme
@) = (i+k j+k), avec k € Z, et identifions pour simplifier {1,...,n} avec Z/nZ.
Posant s = j — i, ces transpositions contiennent notamment

(0s), (s2s), ..., (ks (k+1)s), VkeZ.

Mais comme s est dans (Z/nZ)* par hypothése, tout élément de Z/nZ est de la forme
ks pour k € Z bien choisi. Ainsi, le graphe de sommets Z/nZ et dont les arétes sont les
{ks, (k+1)s} avec k € Z, est connexe (tout point est relié a 0). On conclut par Exercice 77

(vi).

Exercice 4.12. (i) Soit H le sous-groupe des permutations de S, a support dans
le complémentaire 7" de S. L’application H — Sr,0 — o7, est un isomorphisme. Les
éléments de {c¢) sont a support dans S. On a donc H n{cy = 1 et hg = gh pour tout
h € H et tout g € {c). En particulier, on a {c) H c C. Reste & voir C = {c¢) H. Ecrivons
¢ = (i1,...,1ix) et considérons o € C. L’identité

olivig ... ix)0 = (0(iy) o(iz) ... o(i)) = (i iz ... i)

montre que o préserve S (et donc T'), et aussi que si I'on a o(i1) = i1 alors ojg = ids.
Mais on a o(i1) = ¢(i;) pour un certain g car o préserve S. On a donc ¢ % € C et
¢ %0(i1) = i1, et donc ¢~ 90 préserve S et y vaut l'identité : c¢’est un élément de H. On a
montré o € (c)H.

(ii) D’apres le (i), le centralisateur de (12) est ((12), (34)) = {1, (12),(34),(12)(34)}.
Il est isomorphe & (Z/27)%. De méme, celui de (123) est {((123)) ~ Z/3Z, et celui
de (1234) est ((1234)) ~ Z/AZ. Reste a déterminer le centralisateur C' de la double
transposition d = (12)(34). Un élément o € Sy est dans C' si, et seulement si, on a
(12)(34) = odo™! = (6(1) 0(2))(c(3) 0(4)). Il y a donc exactement deux cas. Soit on a
o({1,2}) = {1,2} et 0({3,4}) = {3,4}, ce qui équivaut a dire que o est dans le sous-groupe
H = {((12),(34)) ~ Z/27Z x Z/27Z. Soit on a o({1,2}) = {3,4} et o({3,4}) = {1,2},
ce qui revient aussi a dire que I’élément (13)(24)c est dans H. On en déduit C =
((12),(34), (13)(24)). En fait, on a (12)(13)(24) = (1324) € C, (1324)? = (12)(34),
t (12)(34)(13)(24) = (14)(23). On en déduit C = {(14)(23),(1324)) : c’est aussi le
conjugué par (23) du groupe diédral Dg = S4 du cours. En particulier, on a C' ~ Dg.

Exercice 4.14. (i) Pour i = j on a s? = 1. Mais si on a s? = SJQ- = 1, les relations
sisjsisj = 1 et s;5;8;8;8;8; = 1 s’écrivent respectivement s;s; = s;s; et s;5;8; = 5j5;5;.

(ii) On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial, car on a G = {1, s1}.
On suppose n > 1. Soit g € G. Utilisant s2 = 1 on peut écrire

(78) g = hlsnhZSn"'thka
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pour un certain k > 1 et des éléments hy, ..., h;y dans H :={s1,...,8,_1). Siona k =1,
alors g est dans H, et il n’y a rien & démontrer. Sinon, 1’élément hy s’écrit par récurrence
hy = siSity1 -+ Sp—1 hh avec 1 <i<mnethlesy,...,sn—2). Supposons d’abord k > 2.
Comme s, commute aux s; avec ¢ < n — 1 par hypotheése, on a donc

/
Snh2sn = 8;8it1 -+ Sp Sn—15n Ny.

La relation de tresse permet de remplacer s, S,,_1 Sn Par Sp_1 Sn Sn—1. Le nombre k d’oc-
curences de s, dans Pécriture (78) de g a donc chuté de 1. Par récurrence sur k, on peut
donc supposer k = 2, i.e. ¢ = hy sy hg. Ecrivons hy = sjsj41 -+ sp—1 h] avec 1 < j <n
et b} € (s1,...,Sp—2). Comme s, commute aux s; avec j <n — 1 on a donc

g = hlsnhg = Sj8j+1--~3n_18nh/1h2 = fjh’lhg € fjH.

(iii) On raisonne par récurence sur n. C’est évident pour n = 1 car alors G = {1, s1} est
de cardinal < 2. Le sous-groupe H de G engendré par les s; avec ¢ < n satisfait I'hypothése
de récurrence, et donc vérifie |[H| < n!. On a donc |G| < (n + 1)n! = (n + 1)! par le (ii).

(iv) On constate que les n transpositions ¢; := (i ¢ + 1) de S,41, avec 1 < i < n,
satisfont (¢;¢;)? = 1 pour i = j et i — j| > 1, et que I'élément ¢;t;41 = (i i+ 14+ 2),
pour i < n, vérifie aussi (¢;t;41)% = 1. Soit I' le groupe de droite défini par les générateurs
s; avec 1 <1 < n, et les relations (s; 57)"% = 1 pour tout 1 < ¢ < j < n. Par la propriété
universelle de I', on a un unique morphisme de groupes

f:F_’Sn-i-l

vérifiant f(s;) = t; pour tout i = 1,...,n. Mais les t; engendrent S, par le cours,
donc f est surjectif. On a aussi |I'| < (n + 1)! par le (iii). Le morphisme f est donc un
isomorphisme.

Exercice 4.15. (i) Si la case vide est déplacée horizontalement pour passer de E
a F, ou plus généralement en suivant le serpent, on a s(E) = s(F) et donc o(F) =
o(E). Sinon nous allons voir que o(FE)"'o(F) est un cycle de longueur 3,5 ou 7 qui
ne dépend pas de E. En effet, supposons par exemple que la case vide se trouve &
la i-éme case de la deuxiéme ligne et monte verticalement en premiére ligne. Ecrivons
s(E) = (x1,x9, x3, x4, T5, T6, T7, ... ). Alors selon que 'on a i = 1,2, 3, I'élément s(F') vaut
(x2,x3, 4, X5, X6, T7, X1, ... ), (T1,X3, 24, x5, Te, T2, T7,...) et (L1, X2, Tq, T5, T3, TG, T7,. .. )
respectivement. On constate donc que l'on a o(F') = o(E) o 0; avec

o1 =(1234567), 02 =(23456) et o3 = (345).
En étudiant de méme la montée de la case vide en partant des lignes 3 et 4, on trouve les
permutations suivantes (conjuguées de celles ci-dessus par  — x + 4 et © — x + 8) :
(789), (6789 10), (56789 10 11), (910 11 12 13 14 15), (10 11 12 13 14) et (11 12 13).

Bien entendu, lorsque 1’on descend la case vide au lieu de la monter, on obtient les cycles
inverses a ceux ci-dessus.

(ii) Soient E = Ei,..., E, = F une suite d’états du taquin obtenus par mouvements
élémentaires successifs. On a

(79) o(E)"'o(F) = (o0(E1) o (B2)) (0(EB2) " o(E3)) ... (0(En-1)" o (F)).

Ainsi, on constate que o(FE)~!o(F) est un produit de n — 1 éléments parmi les 9 cycles
ci-dessus et leurs inverses. Comme tous ces cycles sont de longueur impaire, il est dans
Ajs. Sile taquin A donné était dans & on aurait donc o(Ep) " to(A) = (13 14) € Ajs, une
contradiction.

(iii) La Formule (79) et le (i) montrent que I’ensemble G' de I’énoncé est un sous-
groupe de Sy5 inclus dans A15. Mieux, c’est le sous-groupe de A5 engendré par les 9 cycles
indiqués plus haut. On constate que G agit 3-transitivement sur {1,...,15}. En effet, la
transitivité est claire rien que grace aux trois 7-cycles. La transitivité du stabilisateur G
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sur {2,...,15} est aussi claire a cause de (23456), (56789 10 11) et (910 11 12 13 14 15).
Enfin, la transitivité du stabilisateur (Gp)2 sur {3,...,15} est encore claire & cause de
(345), (56789 10 11) et (910 11 12 13 14 15). On conclut par 'Exercice 4.23. Comme G
contient le 3-cycle (345), il contient par conjugaison tous les (0(3) oc(4) o(5)) avec 0 € G
et donc tous les 3-cycles par 3-transitivité de G. On a montré G = Ays.

(iv) On a o(C)~to(B) = (13 14) donc un seul de B ou C est un état du jeu de Taquin
par le (iii). On a s(B) = (123765489101115141312), et donc on constate

1y [ 1234567891011 1213 14 15
o(Eo)"o(B) = { 123678459 10 11 13 14 15 12 }

qui vaut aussi (46857)(12131415). Il n’est pas dans Ajs : c’est le C qui est un état du
taquin.

(v) I est clair que l'on a s(F') = s(F’) si, et seulement si, F’ est obtenu & partir de F et
d’un déplacement de la case vide le long du serpent. Il y a donc exactement 16 tels £’ a F
donné. I est équivalent de se donner s(F) et o(F), ou encore son translaté o(FEp)~to(F).
L’application & — G, F +— o(Ey) 'o(F), est donc injective, et toutes ses fibres ont 16
éléments. On en déduit |&| = 16|Ai5| = 16!/2.

Exercice 4.16. (i) L’élément f~! oo o f est une bijection de {1,...,n} (composée de
3 bijections), i.e. dans S,. Il y a donc un sens a considérer sa signature. Changer f en
une autre bijection f’ revient & écrire f = f' o g avec g€ S,,. On a alors (f/) ' ooo f' =
g Y (f~tooof)g. On conclut car deux éléments conjugués de S,, ont méme signature (voir
par exemple le corrigé de la question (i) de I'Exercice 4.2).

(i) Pour vérifier le (ii), on choisit un f et on utilise simplement f~! o oo’ o f =
(flooof)(f~too’ of) et le fait que la signature est un morphisme sur S,. On définit
bien siir le groupe Ax comme le noyau de la signature.

(iii) On peut par exemple écrire 7 = t1ts ...t ou les ¢; sont des transvections de Y.
On constate alors que 'on a o = tt,, ...t ou ¢, est 'unique transposition de X a support
dans Y et coincidant avec ¢; sur Y. On a bient €(7) = (—1)" = €(0).

Exercice 4.17. Soit f : G — Sg,g — my, le morphisme donné par l'action de
Cayley. En le composant avec la signature € : S¢ — {£1}, on en déduit un morphisme
eof:G — {£1}. Comme G est simple, ce morphisme est soit trivial, soit injectif, et ce
dernier cas ne se produit que si on a |G| < 2. On suppose désormais |G| > 2, et donc
eof=1.

Pour g € G, regardons la décomposition en cycles de la bijection my : G — G, h +— gh.
Pour cela, on introduit l'ordre d de g, ainsi que des représentants hy, ..., h, € G de (g)\G
(classes a droite). Tout h € G s’écrit de maniére unique sous la forme gihj avec 1 <j<n
et 0 < i < d, et on adn = |G|. On en déduit que m, est un produit de n d-cycles a
supports disjoints. Sa signature ¢(m,) vaut donc (—1)@=Hn,

Supposons maintenant |G| pair, et par Cauchy, que 'on a choisi g € G d’ordre d = 2.
On a e(my) = (—1)" =1, et donc n = |G|/2 est pair, et |G| = 0 mod 4.

Exercice 4.11. (i) On pose G = Ay et K = K4. On a K < G. Soit H le sous-groupe
{(12)(34)) de K4. C’est un sous-groupe d’ordre 2 et distingué dans Ky, ce dernier étant
abélien. Mais il n’est pas distingué dans Ay, car (123)(12)(34)(123)7! = (23)(14) ¢ H.

(ii) Soit g € G. Alors 'automorphisme « := int, de G vérifie a(K) = K car K est
distingué dans G, de sorte que l'on a a|x € Aut(K). Comme H est caractéristique dans
K,onaoqg(H)=H,ie. gHg™' = H. On a montré que H est distingué dans G.
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Exercice 4.13. (i) Supposons que o posséde un cycle ¢ de cardinal pair. Alors 7 =
¢ convient. Supposons que ¢ posséde deux cycles de méme cardinal m impair, disons
(i1d9 ... im) et (J1J2 - Jm)- Alors 7 = (i1 j1)(i2 j2) - - . (im Jm) est de signature (—1)" =1
et vérifie To7~! = 0. Si 0 a deux points fixes i et j alors 7 = (i j) convient aussi. Supposons
enfin 0 = cijco -+ - ¢ avec les ¢; de longueur impaires distinctes, et au plus un point fixe.
Soient C' le centralisateur de o dans S,, et 7 € C. On sait que les cycles de 707! = ¢
sont les 7¢;7—1. Par unicité des longueurs des cycles, on a donc 7¢;7~! = ¢; pour tout i.
En particulier, 7 préserve le support S; de chaque ¢;, ainsi que I’éventuel point fixe de o.
Quitte & multiplier 7 par un élément du sous-groupe H = {c1,¢c2,...,¢.» < C, on peut
supposer que 7 admet un point fixe dans chacun des ;. La formule 7¢;7~! = ¢; montre
alors 75, = idg;, puis 7 = 1. On a montré C' = H. On conclut car e(¢;) = 1 pour tout ¢,

et donc ¢(C) = {1}.

(ii) Supposons o € A,, non spécial. Soit T € S,, avec To = o7 et (1) = —1. Pour tout
g€Sy~A,onagog !t =gro(gr)~! avec g7 € A,. L’inclusion évidente Conjy, (0) ©
Conjg, (o) est donc une égalité.

(iii) Supposons o € A,, spécial et fixons s € S, N A,. On a S, = A, [[A,s car
A, est d’indice 2 dans S,. On en déduit que pour g € S, ~ A,, on a g = hs pour
un certain i € Ay, puis gog~' = hsos 'h™!. Cela montre Conjg (o) = Conj,, (o) U
Conjy, (sos™1). Supposons enfin que 'on a gog~! = hsos~'h~! avec g, h dans A,,. Alors
I'élément s~'h~1g € S,, commute avec o et il est de signature —1 : absurde.

(iv) Par le cours, des représentants des classes de conjugaison de Sy incluses dans Ay
sont 1, (12)(34),(123). Les éléments 1 et (12)(34) sont non spéciaux dans Sy, mais (123)
y est spécial. Des représentants des classes de conjugaison de A4 sont donc 1, (12)(34), (123)
et (213) (on a pris s = (12)). De méme, des représentants des classes de conjugaison de
S5 incluses dans Ajs sont 1, (12)(34),(123) et (12345). Les éléments 1,(12)(34),(123)
sont non spéciaux dans Ss, mais (12345) y est spécial. Des représentants des classes de
conjugaison de Ay sont donc 1,(12)(34),(123),(12345) et (21345).

Exercice 4.18. On suppose que G agit transitivement sur X, avec | X| = n et G fini.

(i) Soit z € X. On a O, = X car l’action est transitive. On a donc |G| = |X||G,| par
la formule orbite-stabilisateur, puis n divise |G|.

(ii) Par hypotheése, le morphisme m : G — Sy associé a 'action est injectif. On a
G ~ m(G), m(G) sous-groupe de Sx, et Sx ~ S,,. On a donc |G| |n! par Lagrange.

(iii) Soient xy,...,z, des représentants des orbites de G dans X. On a donc |X| =
>v_1|Og,| par équation aux classes. Mais on a G, = {1} pour tout « € X par hypothése,
et donc |G| = |O,| par la formule orbite-stabilisateur, puis | X| = r|G]|.

Exercice 4.19. (i) On peut supposer G = . Soit d un diviseur de n. On fait agir
G sur g par G X pg — g, (9,x) — ¢g™%x. Cest clairement une action transitive. On
aurait aussi pu utiliser le point de vue Z/nZ, et observer que Z/nZ agit sur Z/dZ par
(m,T) — m + x.

(ii) On sait que deux actions transitives de G sont isomorphes si, et seulement si, elles
ont un stabilisateur en commun. Mais on sait aussi que les sous-groupes du groupe cyclique
pin sont les g avec d | n. Le stabilisateur de 1 dans I'action ci-dessus est p,,/4. Cela conclut.

Exercice 4.20. Pour n > 2, on a une action transitive de S,, sur ’ensemble & 2 éléments
{£1} donnée par (o,u) — €(o)u. (On peut bien sur transporter cette action en une action
sur {1,2}.) Ainsi, comme le souligne 1’énoncé, on dispose d’une action transitive de Sz sur
1,2,3 et 6 éléments. Pour voir que ce sont les seuls, il suffit de voir d’aprés le cours que
tout sous-groupe de S3 est le stabilisateur d’un point dans une de ces 4 actions.
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Soit donc H un sous-groupe de S3. Sion a H = {1}, c’est le stabilisateur de n’importe
quel point de 'action de Cayley (qui est libre). Si on a H = Sg, c’est le stabilisateur de
I'unique point de l'action triviale. Sinon, on a |H| = 2 ou |H| = 3 par Lagrange. Si on
a |H| = 3, la seule possibilité est H = ((123)) = A3 : c’est le stabilisateur d’un point
quelconque dans Paction sur {+1}. Enfin si on a |H| = 2, alors H est engendré par une
transposition (i j), et si k est tel que {1,2,3} = {i, j, k}, alors H s’identifie au stabilisateur
de {k} dans l'action naturelle sur {1, 2, 3}.

Exercice 4.21. (i) L’action de Cayley étant libre et transitive, 'image de ’action
de Cayley de S3 convient. On peut par exemple nommer respectivement a, b, c,d, e, f les
éléments 1, (12), (23), (13), (123), (132) de S3. Le morphisme de Cayley Sz — Sx, g —
Ly, avec X = S3 = {a,b,c,d, e, f}, vérifie alors

L1 =1, Lag = (ab)(ce)(df), Las) = (ac)(bf)(de), Lus) = (ad)(be)(cf),
Li123) = (aef)(bde) et Lsa = (afe)(bed).

(ii) On procéde de méme que ci-dessus pour Hg. (iii) Supposons que S,, posséde un sous-
groupe isomorphe a Hg, ou ce qui revient au méme, que l'on dispose d’une action fidéle
de Hg sur X = {1,...,n}. Soient x € X et O, son orbite sous Hg. Si le stabilisateur de
x est trivial, on a |O4| = |Hg| = 8 par la formule orbite-stabilisateur, et donc n = | X| >
|O,| = 8, ce qui conclut. On peut donc supposer que le stabilisateur de chaque x € X
est non trivial dans Hg. Mais on constate sur la description des sous-groupes de Hg que
tout sous-groupe non trivial contient —1. On en déduit que —1 agit trivialement sur X,
contredisant le caractére fidéle de ’action de Hg sur X.

Exercice 4.22. (i) En effet, G, stabilise 'ensemble Y = X \ {x} qui a p — 1 éléments.
Toute orbite Oy de G, dans Y est de cardinal 1 < d <p—1. On a d | |G| par la formule
orbite-stabilisateur, et donc d | |G| (Lagrange). Cela montre d = 1 par hypothése sur p,
donc Oy = {y} : l'action est triviale.

(ii) Soit H un sous-groupe d’indice p dans G. On fait agir G par translations sur
X = G/H, qui a p éléments. Le stabilisateur de H est H lui-méme. Par le (i), il agit
trivialement sur G/H : on a donc H < Stabg(gH) = gHg ™! pour tout g € G, puis H < G.

Exercice 4.23. (i) Posons Y = X ~\ {z}. Alors G, agit naturellement sur Y. On
a clairement |X| > k+1 <= |Y| > k. Supposons que G agit k + 1-transitivement
sur X. Alors G agit transitivement sur X. Soient (z1,...,z) et (y1,...,yr) deux k-
uples d’éléments distincts de Y. Alors (x, z1,...,z) et (x,y1,...,yx) sont des k + 1-uples
d’éléments distincts de X. Par k + 1-transitivité de 'action de G, il existe g € G avec
g(z) = z et g(x;) = y; pour i = 1,...,k. On a donc g € G, et G, est bien k-transitif
sur Y. Réciproquement supposons que G agit transitivement sur X, et que G, agit k-
transitivement sur Y. Soient (z1,...,Zk+1) et (y1,...,Yk+1) des k + l-uples d’éléments
distincts dans X. Par transitivité de G sur X, il existe g, h € G tels que g(z1) = z et h(y1) =
x. Les k-uples (g(x2),...,9(xk+1)) et (A(y2),...,h(zk+1)) sont bien constitués d’éléments
distincts de Y. Par k-transitivité de G sur Y 11 existe o € G vérifiant o(g(z;)) = h(y;)
pour tout 2 < i < k + 1. Ainsi, I'élément h~'og envoie z; sur y; pour 2 < i < k + 1, et
aussi pour ¢ = 1.

(ii) On a |G| = | X||Gz| car G agit transitivement sur X, par la formule orbite stabili-
sateur. On raisonne par récurrence sur k. Le cas k = 1 est simplement la formule que 'on
vient d’écrire. Pour k > 1 on sait que G, agit k — 1 transitivement sur Y = X ~ {z}, et
donc |G| est multiple de |Y|(|Y]| —1)---(]Y] — k + 2). On conclut par |G| = |X||G,| et
Y] =]X]-1.

(iii) Le fait que S,, et A,, agissent respectivement n-transitivement et n — 2 transiti-
vement sur {1,...,n} est du cours. Réciproquement, si G < S,, agit n — 2 transitivement
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sur {1,...,n} on a %‘ divise |G| par le (ii). On en déduit que G est d’indice 1 ou 2. Mais
on a vu & I’Exercice 4.2 que A,, est 'unique sous-groupe d’indice 2 de S,,.

Exercice 4.24. (i) On pose ¢ = (12345), t = (12)(36)(54). L’orbite de 6 sous
I'action de G contient 3 = ¢(6), puis {1,2,3,4,5} = {¢’(3)|i € Z}, ainsi bien str que
6 : l'action en question de G est donc transitive. Pour montrer qu’elle est 2-transitive,
on utilise le (i) de l'exercice précédent. Il suffit de voir que Gg agit transitivement sur
{1,2,3,4,5}, mais c’est clair car on a ¢ € Gg. On constate enfin que 'on a

ct = (12345)(12)(36)(54) = (1364).

Mais toujours par le (i) de 'exercice précédent, I’action de G est 3-transitive si, et seulement
si, celle de Ga N G5 est transitive sur {1,3,4,6}. On conclut car on vient de voir (1364) €
G2 () G5.

(ii) On a donc |G| divisible par 6 - 5 -4 = 120 par le (ii) de 'exercice précédent. Mais
on a construit dans le cours un morphisme f : S5 — Sx avec X = {a,b,c,d, e, f} envoyant
(12) sur (ad)(be)(e f) et (12345) sur (b, c,d, e, f). Identifiant X & {1,...,6} en envoyant
respectivement a, b, c,d, e, f sur 6,1,2,3,4,5, et donc Sx & Sg, on a alors t = f((12)) et
c=f((12345)). On a donc G < f(S5). Mais on a a la fois |f(S5)| | ker f| = |Ss| = 120 et
|G| = 120. Cela montre ker f = {1} et G = f(S5) ~ Ss.

Exercice 4.25. (i) Les égalités données se vérifie immédiatement en appliquant 1’al-
gorithme donnant la décomposition en cycle d’une permutation. Etant donné la notation
pour les types discutée en cours, les éléments a, b, b%a, [a,b] et aba sont respectivement
de type 11, 1342, 1233, 152 et 128.

(ii) Comme G := M;; posséde un 11-cycle, il agit transitivement sur £ = {1,2,...,11}.
On va appliquer de nombreuses fois le critére de multiple transitivité de I'Exercice 4.23 (i).
Observons que si G posséde un élément g ayant un point fixe z dans F, alors pour tout
y € E, il existe h € G de méme type que g, et avec en outre h(y) = y. En effet, comme G
agit transitivement sur E, il existe o € G avec o(x) = y, et h = ogo~! convient. On déduit
de cela que pour tout x € F, le stabilisateur GG, de x dans G, qui agit naturellement sur
E' = E~{z}, posséde des éléments de type 1242, 133, 52 et 28 vus dans Sgr. La présence de
28 et 52 par exemple montre que G, agit transitivement sur E’. Rappliquant I’observation
ci-dessus & G, agissant sur E’, on en déduit que pour tout y € E’, (G3)y = Gz NG, posséde
des ¢léments de types 142 et 3% vus comme éléments de Sgr avec E” = E ~ {z,y}. Cela
force la transitivité de (Gg), sur E”. C’est assez clair! On peut dire qu'une orbite de ce
dernier doit étre de cardinal & la fois multiple de 3, et égal 8 1,4, 1+4,44+40oul+4+4.
La seule possibilité est le cardinal 9.

(iii) On a vu que G agit 3-transitivement sur E. En particulier, il permute transitive-
ment les parties & 3 éléments de E. Soit F' une telle partie. Noter que G préserve F et
son complémentaire E \ F', mais que G n’agit pas nécessairement trivialement sur F.
D’aprés le (i), observons que G contient des éléments de type 42, 1232 et 8 vus comme
éléments de Sg.p (c’est une variante de 'observation du (ii)). Il suffit de voir que si G
posséde un élément g ayant une partie stable S < E a 3 él’ements, alors il existe h € Gp
tel que hjp a méme type que gg et hjp p a méme type que g g g. Mais comme G agit
permute transitivement les parties & 3 éléments de E, il existe 0 € G avec o(S) = F, et
h = ogo~! convient. Cela conclut I'observation. Comme G posséde un élément qui agit
comme un 8-cycle sur E' \ F', il agit bien transitivement sur E \ F', puis transitivement
sur les parties & 4 éléments de FE.

(iv) et (v) Comme G agit transitivement sur les parties & 4 éléments de E, 'argument
ci-dessus et le (i) montrent que Gp contient des éléments de type 13 et 4 vus comme
permutations de F'. Il reste & voir qu'un sous-groupe H de S4 engendré par un 4-cycle
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et un 3 cycle est S4. On peut le faire & la main, ou observer que le cardinal de H serait
multiple de 3 -4 = 12 par Lagrange, donc H serait d’indice 1 ou 2. Mais A4 est 'unique
sous-groupe d’ordre 12 de Sy (Exercice 4.2), et H contient un 4-cycle, non dans Ay, on a
donc bien H = S4.

(vi) La seconde assertion découle de la premiére et du (ii) de I’Exercice 4.23. Pour
la premiére, soient (x1,x2,x3,x4) et (y1,y2,ys3,ys) des 4-uples d’éléments distincts de E.
On pose X = {x1,x9, 23,24} et Y = {y1,y2,y3,ys4}. Par le (iii), il existe g € Mj; avec
g(X) =Y. Posons z, = g(x;) pour tout 1 < ¢ < 4. Par le (iv), il existe h € Gy avec
h(z%) y; pour tout 1 < ¢ < 4. I’élément gh € G envoie bien z; sur y; pour tout

) =
1<i<4.

Exercice 4.26. (i) On a Hn = nn~'Hn = nH pour tour n € N, puis gHn = gnH
pour tout g € G et n € N. La multiplication & droite par n € N dans P(G) préserve donc
G/H. Elle est bijective d’inverse la multiplication & droite par n~!. C’est trivialement un
isomorphisme de (G/H,e) : on a g’ e (gHn) = (¢’ e gH)n = ¢'gHn pour tout g, ¢ € G (les
multiplications a droite et & gauche commutent...).

(ii) L’application N x G/H — G/H,(n,gH) — gHn™!', définit manifestement une
action de N sur G/H, et donc un morphisme associ¢ f : N — Sg/g. Notons A < Sg/i
le sous-groupe des automorphismes de (G/H,e). On a vérifié au (i) que 'on a f(N) c A.
Remarquons que ker f est le sous-groupe des n € N vérifiant gHn = gH pour tout g € G, ce
qui équivaut an € H, on a donc ker f = H. Choisissons enfin ¢ € A. On a ¢(gH) = gp(H)
pour tout g € G. Soit n € G tel que ¢(H) = nH. On a donc nH = ¢(H) = p(hH) =
ho(H) = hnH pour tout h € H. Cela implique n~'!Hn < H. En considérant de méme
o=t e A, qui envoie nH sur H et donc H sur n ' H, on a l'inclusion dans I'autre sens
nHn~' < H, puis nHn~! = H. On a montré n € N, puis ¢(H) = Hn, ¢(gH) = gHn, et
donc ¢ = f(n). Ainsi, f induit un isomorphisme N/H — A.

Exercice 4.27. (i) Soit z € X.Ona O, = {gex | g € G}. Comme on a f(gex) = g*f(x)
pour g € G, on a donc f(Oz) = {g* f(x)| g € G} = Oy(y). Ainsi, f(X;) est une G-orbite
dans Y : c’est Y; pour un unique j € J.

(ii) La restriction f; de f a X; définit donc une bijection X; — Y; ot j = ¢(7). On a
filgex) = f(gox) =g* f(z) =g~* fi(x) pour z € X;, donc f; est un isomorphisme entre
(X, ) et (Yj, ). L’action de G sur X; (resp. Y;) est transitive car X; (resp. Y;) est une
G-orbite. Comme f est surjective la fonction ¢ : I — J l'est aussi. Vérifions qu’elle est
injective. Supposons 7,7’ € I distincts. Ona X;n Xy = et doncon a f(X;)n f(Xy) =
car f est injective, cela conclut.

(iii) Réciproquement, supposons donnés une bijection ¢ : I — J, et pour tout 7 € I un
isomorphisme d’actions f; : X; — Y, (). On définit f : X — Y par f(z) = fi(v) ot i est
I'unique élément de I tel que = est dans X;. C’est clairement un isomorphisme d’actions
car les f; en sont.

Exercice 4.28. (i) Quitte & échanger i et j on peut supposer que I'on a gt = hg'h ™!
avec h € G. On en déduit g = g *hg'h™! = [¢g77,h].

(ii) Ecrivons ¢ = hg/ h™! avec h € G. On a g*~7 = [¢77,h] € D(G). Soit k € Z tel
que k(i — j) = 1 mod n. On a donc g = (¢°7)* e D(G).

Exercice 4.29. Soit 7 : G — G/D(G) le morphisme canonique. Le groupe G/D(G)
étant commutatif, tous ses sous-groupes sont distingués. Mais tout sous-groupe de G conte-
nant D(G) est de la forme 771 (H) avec H sous-groupe de G/D(G), d’aprés le cours. On
conclut car I'image inverse d’un sous-groupe distingué par un morphisme de groupes est
encore distingué.
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Exercice 4.30. Pour le (i), ce sont des vérifications triviales. Par exemple, on a
[z,y2] = zyza~ (y2)"! = (zyz "ty Vy(wza=tz" Yy ! = [z,y] Y[, 2]. Pour le (ii), on a
[z,9"'] = [z,9™y] = [=,9"] Y"[z,y] par le (i), et on conclut par récurrence sur n.

Exercice 4.31. (i) Le groupe Z = {+1} est central donc distingué dans Hg. La relation
[I,J] = IJI7'J"! = —1 montre —1 € D(Hg), donc Z < D(Hg), et aussi que Hg/Z est
commutatif, car il est engendré par les classe de I et J qui commutent modulo Z. On a
donc D(Hg) < Z puis D(Hg) = Z. On en déduit Hg/D(Hg) = Hg/{+1} ~ Z/27Z x Z/2Z.

(ii) Posons G = Dg,. On a G = {c¢,7) comme dans le cours, avec 7c = ¢~ '7. Le sous-
groupe C' := {c¢) est distingué et d’indice 2 dans G. On a donc G/C ~ Z/27 (abélien)
et donc D(G) < C. D’autre part, on a aussi Tcr1c™! = ¢72 € D(G). Notons C’ le sous-
groupe de C engendré par c?. On a montré C’ = D(G). Si n est impair, on a ¢’ = C et
donc C' = D(Q) et G/D(G) ~ Z/2Z. Si n est pair, alors C’ est d’ordre n/2 et distingué
dans G, car ¢ commute avec ¢ et vérifie 7c¢?77! = ¢72 € C’. Ainsi, G/C’ est d’ordre 4,
engendré par les images de c et 7. Maison a ¢® € ¢/, 72 € (' et [1,c] = c 2 € (', on a
donc G/C" ~ Z/27 x 7,/27.. Comme G/C’ est abélien on a D(G) < C’, puis D(G) = C" et
G/D(G) ~ Z)27 x 7.)27.

Exercice 4.33. C’est un fait général que pour dim V' > 2, le groupe GL(V) agit 2-
transitivement sur P(V'). En effet, on a d’abord clairement |P(V')| > 2. De plus, soient
(D1, D3) et (D}, D) deux couples de droites distinctes de V. Fixons e; € D; et f; € D,
des vecteurs non nuls. Alors ej, ey est libre, ainsi que f7, f5. On peut donc les compléter
en des bases respectives {e;}1<i<n €t {fit1<i<n de V, avec n = dim V. 1l existe un unique
g € GL(V) avec g(e;) = f; pour tout i. Il vérifie g(D1) = D] et g(D3) = Db.

Supposons maintenant V' de dimension 2. Fixons {ej,es} une base de V et posons
Ly = key, Ly = keg et L3 = k(e1 + e3). Soit G < GL(V) le sous-groupe des éléments g
tels que g(L1) = Ly et g(La) = L. Par ’Exercice 4.23 (i), il suffit de montrer que P’action
naturelle de G sur X = P(V) \ {L1, Lo} est transitive. Mais toute droite D de V distincte
de L et Ly est engendrée par un (unique) vecteur de la forme e; + \ey avec A # 0. Soit
g € GL(V) l'unique élément avec g(e;) = e1 et g(ea) = Aea. On a g € G et g(L3) = D.
Ainsi, X est l'orbite de L3 sous G.

Exercice 4.34. (i) Ce sont des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
Pour 4, j notons E; ; € M, (k) la matrice élémentaire d’indice (7, j) égal & 1 et d’indice (p, q)
nul pour (p,q) # (4,7). Pour i < j, on ae; j(x) = 1,, + E; ; dans M, (k). Notons que pour
i fixé, les e; j(x) avec j > 1 et x € k commutent deux a deux. Si m = (m; ;) € Up(k), on
constate que la matrice ml_[?:2 e1,;(—mi1, ;) a sa premiere ligne nulle hors du coefficient
diagonal (et méme tous ses autres coefficients identiques a ceux de m). On conclut en
raisonnant par récurrence dans le bloc (n — 1) x (n — 1).

(ii) Pour i < j on a e;;(0) = 1 et e; j(x)e; j(y) = €i;(x + y). En particulier, ’ensemble
Z < Uy(k) des e1 (), x € k, est un sous-groupe de U, (k) (isomorphe a (k, +)). Pour tout
t € T, (k) on constate dans M, (k) les égalités
(80) tein(z) =t + t1pzE1, et erp(x)t =t + thpxEqp.
En particulier, Z est dans le centre de U, (k). Montrons que le sous-groupe C' des éléments
de T,,(k) qui commute & tous les éléments de U, (k) est £*Z. On a déja vu C o k*Z.
Réciproquement fixons g € C. Ecrivons matriciellement g e; ; = e;j; g pour ¢ < j. On en

déduit g;; = gjj et gr; = 0 pour 1 <k <iet g;r =0 pour j <k < n. Cela conclut. De
C = k*Z on déduit Z(U(k)) = Z et par la formule (80), Z(T,(k)) = k*.

Exercice 4.35. (i) On a (Z/2Z)* = {1} et donc T,,(Z/2Z) = U,(Z/2Z). Pour n >
1, on a toujours un morphisme surjectif U,(k) — k"' donné par la surdiagonale, et
donc D(U, (k) < Uy (k) pour n > 1. On en déduit D(T,,(Z/2)) < U,(Z/2Z). Supposons
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maintenant k # 7Z/27. Soient 1 <i < j < n et x € k. Par le (i) de lexercice précédent, il
suffit de montrer e; j(z) € D(T,(k)). Soit t = diag(t1,...,t,) une matrice diagonale. Mais
on constate

[t eij(@) = tei ()t~ e j(—x) = eij(tit; ' @)e; j(—x) = e j((tit; ' — 1)) € D(Ty (k)

Comme k # Z/27, il existe u € k ~ {0,1} et donc on peut choisir t avec t; = 1 et t; = u.
On conclut car Papplication k +— k,z — (u — 1)z est bijective.

ii) C’est un simple calcul & partir de E; ;Eg; = 0, .E;; et de
7‘7 b .]7 b
leii+2m, €ipam jrom+1] = (14 Ejjrom)(1 + Ejyom jrom+1)(1 — Eijpom) (1 — Ejgm iy om+1).

(iii) On raisonne par récurrence sur m > 0 (le cas m = 0 est évident). On peut supposer
j=1i+2"" <n. Onaejirom et e pom;yomr1 € D™(Uy(k)) par hypothese de récurrence,
puis e; ; € D™ (U,(k)) par le (ii).

(iv) On suppose n > 2. Soit m le plus grand entier tel que 1 + 2™ < n. On a
e1,142m € D"™(Uy(k)) par le (iii), et donc D™ (U, (k)) # {1}. On en déduit que la classe ¢
de résolubilité de Uy, (k) est = 1 + m. Par définition, on a m = |logy(n — 1)|. Par le cours
(démonstration de la Proposition 6.13), on a aussi ¢ < [logy(n)]. Pour conclure il suffit
d’observer l'égalité 1 + |logy(n — 1)| = [logy(n)]. En effet, si on a n = 2 avec k& > 1,
alors on a 2F71 < n — 1 < 2" et donc I’égalité s’écrit 1 + k — 1 = k. L’autre situation est
2kl < n < 28 et donc 2871 < n — 1 < 2%, et I’égalité s’écrit encore 1 +k — 1 = k.

Exercice 4.36. (i) L’action naturelle de GL(V) sur & sous-entendue dans I’énoncé
est bien str (g,(V;)) — (g(V;)). Elle est bien définie car on a dimg(V;) = dimV; et
VicV;, = g(Vi) < g(Vj). C’est manifestement une action. Montrons qu’elle est
transitive. Soient Vo c Vi c---cV,=Vet Woc Wy < --- < W, =V deux drapeaux
de V. Par récurrence sur 4, et par le théoréme de la base incompléte, on peut trouver une

base eq,...,e, de V telle que V; = 2321 ke; pour tout ¢ = 1,...,n. De méme, on peut
trouver une base fi,...,f, de V telle que W; = Zé‘:l k f; pour tout i = 1,...,n. Soit

g € GL(V) l'unique élément vérifiant g(e;) = f; pour i = 1,...,n. On a g(V;) = W; pour
tout ¢ : I’action de I’énoncé est transitive.

(ii) Le stabilisateur du drapeau standard est par définition T, (k). Montrons (iii). Un
sous-groupe G < GL(V') préserve un drapeau d = (V;) si, et seulement si, il est inclus
dans le stabilisateur Stabgy,y)(d) de ce drapeau. Mais par le (i) tout drapeau d s’écrit
d = p(s) ot s € F est le drapeau standard, et p est un certain élément de GL(V'). Mais
on a Stabgr,y)(d) = pStaLbGL(V)(s)zf1 = pT,(k)p~! par le principe de conjugaison et
le (ii). Cela conclut le (iii).

Exercice 4.37. (i) On pose H = GL,(C). C’est a la fois un groupe et un ouvert du
C-espace vectoriel de dimension finie M,,(C), ce qui lui confére une structure d’espace
topologique. Observons que la multiplication H x H — H,(z,y) — zy, et I'inversion
H — H,z — 27!, sont toutes les deux continues : la premiére est polynomiale, et pour la
seconde utiliser 7! = *Co(z)(det 2)~! et la continuité et non annulation du déterminant.
(On dit que H est un groupe topologique). 11 découle de ces observations que si X et Y
sont des parties connexes de H, il en va de méme de X ! (image de X par l'inversion) et
de XY (image du connexe X x Y par la multiplication). Si en outre X contient 1, alors
on ale X" pour tout n € Z puis X" n X™ # &, et donc (X) = U,z X" est connexe.
On a montré que le sous-groupe engendré par une partie conneze contenant 1 de GL,(C)
est connexe. Considérons enfin G comme dans I’énoncé. L’ensemble des commutateurs
C = {[z,y]|(z,y) € G x G} est une partie connexe de GG, comme image du connexe
G x G par Iapplication continue H x H — H, (x,y) — xyz~'y~!. Ainsi, C est un connexe
contenant 1, et donc D(G) = (C) est connexe.
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(ii) Pour g, h € GL,(C) on a det([g, h]) = [det(g),det(h)] =1 car C* est commutatif.
Montrons le (iii). Si D(G) est constitué d’homothéties, alors ces homothéties sont de rap-
port A € C* avec A" = 1 par le (ii). Mais par le (i) D(G) est connexe. Le seul sous-groupe
connexe de C* inclus dans p, est {1}. On a donc D(G) = 1, c’est-a-dire G abélien. Les
éléments de G sont trigonalisables et commutent : ils sont donc co-trigonalisables par un
exercice classique.

(iv) Choisissons une base e = (ey,...,e,) de C" telle que ey, ..., ey est une base de
W. Par hypothése on a 1 < m = dim W < n. De plus, pour tout g € G on a

Mat.g = [ Aég) ggg; ] avec A(g) € GL,,(C) et B(g) € GLp—n,(C).
Les applications A : G — GL,(C),g — A(g), et B: G — GL,_,(C),g — B(g), sont des
morphismes de groupes, et sont manifestement continues. Ainsi, les groupes images A(G)
et B(G) sont connexes (images continues d’un connexe) et quotients de G, donc résolubles
et de classe respective a,b < 7. Onam+a <n+ret m—n+0b<n+r. Par récurrence,
A(G) et B(G) sont donc co-trigonalisables. Quitte & changer de base e, cela montre que
l'on peut supposer que A(G) et B(G) sont triangulaires supérieurs dans la base e, ainsi
donc que G.

(v) La classe de résolubilité de D(G) est r — 1, et D(G) est connexe par le (i). Par
hypothése de récurrence, D(G) est co-trigonalisable. En particulier, il existe une droite
D c V stable par tout élément de D(G). Soit e une base de D, i.e. D = Ce. Pour tout
g € D(G), il existe un unique Ay € C* tel que g(e) = Age. On a donc Agne = gh(e) =
g(h(e)) = Ang(e) = AgApe, puis x(g) := Ay définit un caractére de D(G). On a e e V,, et
donc x € S.

(vi) Soit X = S de cardinal non nul et minimal tel qu’il existe une relation 0 = >, v vy
avec v, non nul et dans V;, pour tout x € X. Soient o € X et g € G. Appliquant o(g)id —g
a cette relation on trouve 0 = > v (a(g) — x(g))vy- Le coefficient a(g) — x(g) est nul
pour « = x, et donc on a a(g) = x(g) pour tout x € X et tout g € G par minimalité de
la relation. Cela montre X = {a}, puis 0 = v,, une contradiction.

(vii) La somme des V), étant directe par le (vi) on a n > dimV =}, o dimV,. Mais
on a dimV, > 1 pour x € S par définition de S. On a donc |S| < n.

(viii) On sait que D(G) est distingué dans G, donc pour g € G la restriction de int, a
D(G) est un automorphisme de D(G). Pour x € € on constate que I'on a 9x = x ointg-1 :
c’est donc bien un élément de €. De plus, on a x! = x et 9("x)(z) = "x(¢7'zg) =
x(h~tg7tzgh) = x((gh)‘z(gh)) = 9"x(z) pour g,h € G et z € D(G). Ainsi, G x € —
%, (g,x) — 9x, est une action de G sur €.

SionawveV,etge G, ona g(v)e Vo En effet, pour h € D(G) et g € G on a
g 'hg € D(GQ) et donc hgv = g(g~thg)v = gx(g~'hg)v = 9x(h)gv. On a donc montré
g(Vy) < Vs, pour tout g € G et tout x € €. Appliquant ceci a g~ et 9y, on a l'égalité de
I’énoncé.

(ix) Fixons x € S. La derniére assertion du (viii) montre que pour g € G on a 9y €
S. Comme S est fini, Pensemble des 9x est donc fini. En particulier, pour h € D(G)
donné et v € V,, l'application G — C*,g x(ghg™'), est d’image finie. Admettons
temporairement que l'application x : D(G) — C*,x — x(x), est continue. Comme G est
connexe, ’application ci-dessus est alors constante. On en déduit 9y = x, ce qui était
demandé. Vérifions enfin la continuité de y. Pour tout v € C", 'application G — C",
g — g(v), est continue, et si on choisit v € V}, non nul, elle coincide avec g — x(g)v sur

D(G).
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(x) Par le (v) on a S # (. Fixons donc x € S. Soit g € G. Par le (ix), on a 9x = x,
et donc g(Vy) =V, par le (ii). On en déduit que G stabilise V,. Par le (iv), on conclut si
dim V), < n. Mais si V,, = V, alors D(G) agit par homothéties sur V, et on conclut encore
par le (iii).

(xi) Le sous-groupe Hg © GL2(C) est résoluble mais pas co-trigonalisable. En effet, les
seules droites stables de I = [
par J.

1

0 .
0 —i ] sont Ce; et Ceo, mais aucune des deux n’est stable

Exercice 4.38. Pour m,m’ € Z/nZ et k, k' € Z/2Z on a dans le groupe G, la relation
(m/, k) (m, k) = (m/ + s¥'m, k' + k). Ainsi, (m, k) est dans le centre de Gy si, et seulement
si, on a sm = m. Soit Hy le sous-groupe de Z/nZ défini par H = {m € Z/nZ | sm = m}.
On a montré Z(G) ~ Hs x 7/27Z (groupe produit).

Notons s, et s, € {1} les signes tels que s = s, mod p et s = s, mod ¢g. L’isomor-
phisme chinois identifie Hy au sous-groupe des (z,y) € Z/pZ x Z/qZ vérifiant s,x = x et
Sqy = y. Pour [ impair et z € Z/IZ, on a —x =z <= x = 0. On en déduit

H_ =0, H ~7Z/pqZ, H, ~7/pZ et Hy ~ Z/qZ.

Ainsi, pour s = —1,1,a et b respectivement, le centre de G est cyclique d’ordre 2, 2pq, 2p
et 2qg respectivement.

Exercice 4.39. Soit a € Aut(G). Considérons le morphisme de groupes o : Z —
Aut(G),n — a™. On pose G' = G x,7Z. On a un morphisme injectif f : G — G', g — (g,0).
Soit zz = (0,1) € G'. On conclut car pour g € G on a

mf(g)xil = (07 1) *a (g,O) *a (07 —1) = (a(g)7 1) *a (07 _1) = (a(g>70) = f(G’(g))

Exercice 4.40. (i) Par Cauchy, G posséde un élément x d’ordre p, et un élément y
d’ordre q. On pose P = (z) et Q = (y). Comme @ est d’indice p, le plus petit facteur
premier de |G/, alors il est distingué par le Lemme de Ore (Exercice 4.22).

(ii) Le sous-groupe P N @ est un sous-groupe de P et de @), d’ordres premiers entre
eux, et donc P n @ = {1} par Lagrange. On a aussi |G| = pg = |P||Q|. On sait donc que
Q@ et P sont complémentaire. Comme @ est distingué, on a donc G = @ x P (produit
semi-direct interne) et un morphisme a : P — Aut(Q),p — intplQ. Comme @ est cyclique
d’ordre ¢, on sait que 'on a Aut(Q) ~ (Z/qZ)*, puis |Aut(Q)| = ¢ — 1 car g est premier.
Tout morphisme f : G — G’ avec G et G’ finis de cardinaux premiers entre eux étant
trivial, on a donc @ = 1 si p ne divise pas ¢ — 1. Dans ce cas, on a donc xy = yx, et donc
xy est d’ordre pg car p et g sont premiers entre eux, puis G = (xy) est cyclique d’ordre

pq.

(iii) On suppose désormais p||Aut(Z/qZ)| = q — 1. Dans ce cas Aut(Z/qZ) posséde
un élément ¢ d’ordre p. Concrétement, il existe un élément u € (Z/qZ)* d’ordre p et on a
c¢(m) = um pour m € Z/qZ. 1l existe donc un morphisme injectif 8 : Z/pZ — Aut(Z/qZ)
avec f; = ¢, i.e. fy(m) = um. Le groupe I', ; = Z/qZ x5 Z/pZ convient. En effet, il n’est
pas commutatif car ¢ n’est pas I'identité : on a (0,1) »g (m, 0) x5 (0,1)~ = (c(m),0) pour
tout = € Z/qZ.

(iv) On raffine 'analyse du (ii). On a G = Q@ x P et a : P — Aut(Q),p — ay, le
morphisme associé. Si a = 1 on conclut G ~ Z/pgZ comme au (ii), donc on peut supposer
a # 1. On rappelle I'isomorphisme (Z/qZ)* = Aut(Q),k — ¢, défini par ¢i(g) = g*.
Comme (Z/qZ)* est cyclique d’ordre ¢ — 1 = 0 mod p, il a un unique sous-groupe d’ordre
p, nécessairement cyclique. En particulier, si u € (Z/qZ)* est I’élément d’ordre p choisi au
(ii), les autres sont les u* avec k € (Z/pZ)*.
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Comme « est non trivial et P = (y), 'automorphisme o, € Aut(Q)) est d’ordre p. On
a donc oy = @, pour un certain k € (Z/pZ)*. Soit ¢ I'inverse de k dans Z/pZ. On a
alors oya = @ ke = @y. Ainsi, quitte a remplacer le générateur y de P par y? (un autre
générateur), on peut supposer que l’'on a oy = ¢,,. Suivont maintenant les isomorphismes :
on a des isomorphismes a : Z/pZ — P, m — x™, b : Z/qZ — Q, m — y™, et donc
G =Q x P ~1Z/pZ % Z/27 d’aprés la Proposition 7.8, avec pour m € Z/pZ la formule

ar(m) = (a raya)(m) = a  (ar (2™)) = a”H(z"™) = um.

On a donc o = § (notation du (iii)), et on a montré G ~T'p,.

(v) On considére u € (Z/pZ)* d’ordre p comme au (iii). Soit @) le sous-groupe de
GL,(C) constitué des matrices diagonales de la forme

d(¢) := diag(¢,¢%, ¢, ..., ¢") avec (€ py.

Il est cyclique d’ordre q engendré par d(e%”/ 7). Notons €1, ..., €, la base canonique de CP
et 0 € GL,(C) la matrice de permutation circulaire définie par o(e;) = e;41 pour i < p et
o(ep) = e1. On constate que 'on a o71d(¢)o = d(¢*). Cela montre que le sous-groupe G
de GL,(C) engendré par @ et P = (o) (cyclique d’ordre p) s’écrit ausi G = QP, et comme
ona @ n P = {1}, qu'il est d’ordre pq. Il est non commutatif par la formule ci-dessus. Il
est donc isomorphe a I', , d’aprés le (iv).

Exercice 4.41. Si Dy, posséde un sous-groupe d’ordre 2n, on a 2n | 2m par Lagrange,
puis n| m. Supposons donc réciproquement n|m. Par définition, on a Da,, = {¢,7) avec
¢ dordre m, 7 d’ordre 2 et 7ert = ¢! L’élément d := ¢™" est donc d’ordre n, et il
vérifie encore 7dr— ! = (rer™ )™/ = (¢71)™/" = d~1. Posant D = (d) et K = {(r{ on en
déduit que H := DK est un sous-groupe de Do, qui est produit semi-direct interne de
K ~ 7Z/2Z par D ~ Z/nZ, et ce pour l'action d’'inversion de K ~ Z/2Z sur D. Par la
remarque précédent I'exercice (Exemple 4.41), on en déduit H ~ Dy,,.

Exercice 4.42. On note G, le groupe défini par générateurs et relations dans I’énoncé.

(Casn =1) On a Gy = (s,t) avec st = 1 et s> = 1, donc s = t, puis G; = {(s) = {1, s}
est de cardinal < 2. Par la propriété universelle de G, il existe un unique morphisme de
groupes f1 : G1 — {£1} vérifiant f(s) = f(t) = —1, car —1- —1 = 1. Le morphisme f; est
clairement surjectif. Comme on a |G| < 2 = |[{+1}|, c’est un isomorphisme.

(Casn =2) Ona Gy = {s,t) avec s> = t> = 1 et st = ts. On en déduit Go = {1, s,t, st}
puis |G| < 4. Par la propriété universelle de Gg, il existe un unique morphisme de groupes
fo 1 Go — {1} x {£1} vérifiant f(s) = (=1,1) et f(t) = (1,—1) car {+1} x {£1} est
commutatif d’exposant 2. Le morphisme fy est clairement surjectif. Comme on a |G| <
4 = |{£1}?|, c’est un isomorphisme.

(Casn >2) On a Gy = (s,t) avec s =12 = 1 et (st)" = 1. On en déduit
Go = {1,s,t, st, ts, sts, tst, stst,tsts, ..., (st)" "L, (ts)" "1}

et en particulier |G| < 2n. On rappelle que Do, est le sous-groupe de S,, engendré par o =
(12...n)et7=(1n)(2n—1) ---. On constate que 'ona o7 = (2n) (3n—1) (4 n—2) ....
On a donc 72 = 1, (07)? = 1 et (o77)" = 1. Par la propriété universelle de G, il existe
donc un unique morphisme de groupes f, : G, — Do, vérifiant f(s) = o7 et f(¢t) = 7. 1l
est surjectif par Im f,, contient (7,6) = Dg,. On a vu |Dg,| = 2n en cours, et |G,| < 2n
ci-dessus. On en déduit que f, est un isomorphisme.

Exercice 4.43. (i) Dans le groupe G,,, on a (v,0)(v',0’) = (v+0(v'),00"), et o((v;)) =
(Vg-1(i))- Si (v, 0) est dans le centre de Gy, on constate donc que o est dans le centre de S,,,
i.e. 0 = 1 d’aprés I'Exercice 4.1. Comme on a (v',0’) = (v/,1)(0,0"), Pélément (v,1) est
dans le centre de G,, si, et seulement si, il commute a tous les (v, 1) et les (0,0"). Mais on
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a(v,1)(v,1) = (v+,1) = (v/,1)(v, 1), donc la premiére condition est automatique. Pour
la seconde, on a (0,0")(v,1)(0,0"71) = (¢/(v),1). Ainsi, (v,0) est dans le centre de Gy, si,
et seulement si, on a o = 1 et toutes les coordonnées de v sont égales, i.e. v € {e) = {0, e}.
Le centre de Gy, est donc {e) x 1 ~ Z/27.

(ii) Le sous-groupe {e) < (Z/27)™ est bien stable par S,. Soit V' comme dans I’énoncé
avec V non inclus dans (e). Il existe v € V et i # j tels que v; = 1 et v; = 0. En considérant

(tj)v—veV.On en déduit ¢, —€j € V, ol €1,...,€, est la base canonique de (Z/2Z)".
Mais on a o(e; — €j) = €o(i) — €o(j)» €t comme S, permute transitivement sur les parties a
2 éléments de {1,2,...,n} ona¢ —¢; € V pour tout 1 < i # j < n. Cela montre V o H,.

(iii) Notons que ¢ est un morphisme de groupes, et qu’elle vérifie p(o(v)) = ¢(v) pour
tout v € (Z/2Z)"™ et tout o € S,,. Soit f(v,0) := (p(v),o) Papplication de ’énoncé. On a
donc

f((v,0)(v,0")) = f(v + 0(v'),00") = (¢(v) + (v),00") = (¢(v),0)((v"), 0").
(iv) Comme f : Gy, — Z/27 x S,, est un morphisme surjectif, on a
f(D(Gn)) = D(Z/2Z x Sn) = {0} x Ap.

On a utilisé D(S,) = A, et le fait immédiat D(G x G') = D(G) x D(G’). Tout g € D(Gy,)
s’écrit donc (v,0) = (v,1)(0,0) avec v € H,, et o € A,,. Comme réciproquement 'injection
canonique S,, — Gy,0 — (0,0), est un morphisme de groupes, on a aussi {0} x A, <
D(Gy,). On en déduit que (v,0) est dans D(G,,) si, et seulement si, o € A,, v € H, et
(v,1) € D(G,). Notons V' < H,, le sous-ensemble des v tels que (v,1) € D(G,). Clest
clairement un sous-groupe, et il est stable par S,, car D(G,,) est distingué dans G,, et on a
(0,0)(v,1)(0,0)~t = (o(v),1). D’aprés le (ii), on a donc soit V' < {e), soit V = H,,. Mais
pour v € (Z/27)" et 0 € S, on a la formule

[(v,1), (0,0)] = (v, 1)(0,0) (=0, 1)(0,07") = (v = (v), 1),
Prenant v = (1,0,...,0) et 0 = (12) on obtient €, — ez € V. On a donc V' # {0}. Pour
n =2 on a {ey = Hy, et on conclut. Pour n > 2 on a ¢; — e ¢ {e), et donc V = H,,.

(v) On a une suite exacte courte 1 — (Z/2Z)" — G,, — S,, — 1. Le groupe (Z/2Z)"
est abélien donc résoluble. D’aprés le cours, GG, est résoluble si, et seulement si, S, l'est,
i.e.n < 4.

(vi) Observons d’abord que l'on a o(H,) < H, pour tout o € S,,. Ainsi, le groupe
G, := H,, x, S, a bien un sens, et ¢’est un sous-groupe de G,,. De plus, I'application G}, x
H, - H,, ((v,0),w) — v+0o(w), est bien définie. C’est une action car on a (v,0)(v',0’) =
(v+ o(v'),00") dans G, et on a bien v + o(v' + o'(w)) = v+ o(v') + oo(w') dans H,.
Montrons que cette action est fidele. Soit (v,0) € GY, avec v+ o(w) = w pour tout w € H,.
Pour w = v on a o(v) = 0, puis v = 0~ lo(v) = 0, et donc o(w) = w pour tout w € H,.
Appliquée & w = ¢; + €¢; € H,, pour 1 <i < j <n, on en déduit que o préserve {i, j} pour
tout ¢ # j. Pour n > 2, cela implique o = 1.

(vil) Soit X = Hj. On a |X| = 4 et le groupe G% agit fidélement sur X par le (vi), le
morphisme associé G5 — Sx ~ Sy est donc injectif. Mais on a |G4| = | X||S3| =4-6 =24 :
c’est un isomorphisme.



