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Exercices du chapitre 3

Exercice 3.1. Observons d’abord que pour une suite d’entiers a1, as, ..., a, on a
ai|ag| - lan © vplar) <vplag) <--- <vp(a,) pour tout p premier,
ol v, désigne la valuation p-adique. Revenons au probléme. On a 2025 = 3452, Les

facteurs invariants possibles d'un groupe abélien d’ordre 52 sont (5,5) et (52). Les fac-
teurs invariants possibles d'un groupe abélien d’ordre 3* sont (3,3, 3, 3), (3,3, 32), (3,3%),
(32,3%) et (3%). Les facteurs invariants possibles d’'un groupe abélien d’ordre 2025 sont
donc (3,3,3-5,3-5), (3,3-5,32-5), (3-5,3%-5), (3%2-5,32-5), (5,3*-5), (3,3,3,3 - 52),
(3,3,32-5%), (3,3%-52), (32,32-52) et (3* - 52). Autrement dit, ce sont exactement

(3,3,15,15), (3,15, 15), (3, 15,45), (15,135), (45, 45), (5,405), (3,3, 3,75), (3, 3, 225), (3, 675), (2025).

En particulier, il y a exactement 10 groupes abéliens non isomorphes d’ordre 2025.

Exercice 3.2. Soit G = Z/27 x Z/47Z. Observons que les éléments d’ordre 4 de G sont
(0,£1) et (1,+£1). Les deux premiers (inverses I'un de lautre) engendrent le méme sous-
groupe Hy = {0} x Z/4Z, et les deux second engendrent de méme un méme sous-groupe
~ Z/AZ, & savoir Hy = {(n mod 2,n mod 4) |n € Z} C G. Soit H un sous-groupe de G,
que 'on peut supposer # G, donc d’ordre divisant 4. Si H contient un élément d’ordre 4,
alors H contient le groupe cyclique engendré par cet élément, et coincide donc avec Hy ou
H> pour des raisons de cardinalité. Sinon, tout élément h de H vérifie 2h = 0, et donc H
est inclus dans le sous-groupe Hz = {(z,y) |v € Z/2Z,y € 2Z/AZ} ~ Z/2Z x Z]2Z. Mais
Hj est un 2-groupe abélien élémentaire, donc un Z/2Z-espace vectoriel de dimension 2, et
ses sous-groupes sont ses sous-espaces. Il a donc Hy lui-méme, ses trois droites, engendrées
respectivement par (1,0), (0,2) et (1,2), et le groupe trivial {0}. Le groupe G a donc
exactement 1+ 3 + 4 = 8 sous-groupes.

Exercice 3.3. Un tel groupe G est d’ordre 16. Comme on le suppose abélien, il est
isomorphe & (Z/27)%, (Z/27.)* x Z./AZ, 7./27. x 7.)8Z, 7.]AZ x 7./AZ ou Z/16Z. Mais G n’a
pas d’é¢lément d’ordre 8. En effet, pour tout g € G on a g?> = 1 dans G/H, donc g* € H, puis
(9%)? = g* = 1 car h? = 1 pour tout h € H. Cela élimine G ~ Z/2Z x /87 et G ~ Z/16Z.
Les autres cas sont possibles : pour G = (Z/2Z)* on peut prendre H = Z/27 x Z./27 x
{0} x {0}, pour G = (Z/27Z)?* x Z/4AZ on peut prendre H = Z/27 x {0} x 27 /47, et pour
G =7Z/AZ x Z/AZ on peut prendre H = 27 /47 x 27./AZ.

Exercice 3.4. (i) On note G additivement. On a clairement G[a] C G[b] si a|b. On a
donc Gn| et G[m] inclus dans G[mn]. Par Bezout, on a u,v dans Z avec 1 = un + vm.
Supposons & € G avec nx = 0 et max = 0. On en déduit x = unx + vmx = 0. On a
donc G[n] N G[m] = {0}. De plus, pour tout x dans G on a x = unx + vmz. Si x est
dans G[mn], on a alors nx € G[m] et mz € G[n|, puis € G[m] + G[n]. On a monté
G[mn] = G[m] ® G|n]. Pour le (ii), imiter la démonstration de I’Exercice 3.1.

Exercice 3.5. Soient a1, ..., a, les facteurs invariants de G. Soit d un diviseur de G. En
utilisant la premiére observation de la solution de I’Exercice 3.1 il n’est pas difficile de voir
que 'on peut trouver, pour tout ¢ = 1,...,n, un diviseur d; de a;, tels que d = dids - - - d,.
On a G ~ [, C; avec C; cyclique d’ordre a;. On sait que C; a un sous-groupe (cyclique)
D; d’ordre d;. On en déduit que le sous-groupe [[, D; convient.

Exercice 3.6. Si G est abélien p-élémentaire, on a vu que G est un Z/pZ-espace
vectoriel G de maniére naturelle. Il est équivalent de se donner un automorphisme de G et
un automorphisme de cet espace vectoriel G*. On a donc Aut(G) = GL(G*) ~ GL,(Z/pZ).
Les sous-groupes caractéristiques de G sont les sous-espaces vectoriels de G¥ stables par
toute application linéaire inversible : ce sont donc {0} et G*.
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Exercice 3.7. Supposons ¢g> = 1 pour tout g € G, i.e. g~ = g pour tout g € G.

Pour g,h € G on a gh = g~ 'h™! = (hg)~! = hg. Donc G est commutatif : il est abélien
2-élémentaire. On conclut par le cours.

Exercice 3.8. (i) On sait que si k est un corps et N € M,, (k) est nilpotente, on a
N™ = 0. On en déduit que pour p > net N € M,,(Z/pZ) on a (1+ N)?» =1+ NP = 1.
Pour le (ii), on prend G = U3(Z/pZ) et p > 3. On a |G| = p3, et méme

n(n—1)
Un(Z/pZ)| = p'H*+ =t = p=
pour tout n > 1. On a ¢g? = 1 pour tout g € G par le (i). Il est facile de voir que Us(k)
n’est jamais commutatif (pour k& un corps), et méme que le centre de U, (k) est constitué
des matrices (mw) € U, (k) avec m;; = 0 pour tout ¢ < j vérifiant soit 7 > 1, soit j < n.

Exercice 3.9. (a) Faux : {2,3} est une famille génératrice minimale de Z, mais elle
n’est pas libre carona 3-2—-2-3 =0.

(b) Faux : {2} est une famille libre maximale non génératrice de Z. En effet, pour tout
a,b € Z on a ba — ab = 0, donc les familles libres de Z ont au plus un élément.

(¢) Vrai. On a vu en cours qu’'un groupe abélien de type fini sans torsion est libre.

(d) Vrai (plus difficile). Si ey, ..., e, est une famille libre de G, regardons H = Ze; &
Zeay@- - - B Zey. Aucun élément non nul de H n’est d’ordre fini : on a donc HNGyor = {0}.
On en déduit que les images des e; dans G /Gyor forment encore une famille libre de G/Gjor-
Mais on a G/Gior =~ Z™ ot m est le rang de G. Il ne reste qu’a montrer qu’une famille
libre fi,..., fn de Z™ a au plus m éléments. Pour cela, on voit Z™ comme inclus dans Q™.
On constate que les f; sont Q-linéairement indépendants. En effet, siona > Aifi =0
avec A\; € Q, on écrit \; = p;/q avec ¢ > 1 et les p; dans Z, on en déduit en multipliant
par ¢ que Uon a > " | p;fi = 0. Par Z-liberté des f; on a donc p; = 0 pour tout ¢, puis
Ai = 0 pour tout 7. Mais dans le Q-espace vectoriel Q™, les familles Q-libres ont au plus
m éléments. On a donc n < m.

(e) Faux. Soient pi, ..., p, des nombres premiers distincts. On pose ¢; = [ [ £ Pj- Alors
les g; sont premiers entre eux dans leur ensemble, mais aucun sous-ensemble strict des ¢;
n’a cette propriété. Ainsi, q1,..., g, est une famille génératrice minimale de Z.

(f) Faux : {1} et {2, 3} sont deux familles génératrices minimales de Z/6Z.

Exercice 3.10. Supposons que hi,...,h, engendrent H et que x1H,...,x,H en-
gendrent G/H, avec z; € G. Alors {x1,...,2p, h1,...,hy} engendre G. En effet, soit
m: G — G/H la projection canonique. Pour g € G, 7(g) est un certain mot en les z; H
et les (x;H)™' = 2; "H. Soit ¢’ € (21,...,2,) ce méme mot, mais en les z; et les z'.
On a donc 7(g') = 7(g). Mais alors (¢')~'g est dans H = (hq, ..., hp). On a donc montré
G C(x1,...,xn){h1, .. hy).

Exercice 3.11. (i) C’est le cas G = Zg monogéne (disons non nul). Considérons
p:Z — G,m+— mg.

C’est un morphisme surjectif. Si H est un sous-groupe de G, on a H = (o~ (H)) et
@ 1(H) est un sous-groupe de Z. On a donc ¢~ '(H) = dZ pour un certain d > 0, puis
H = ¢(dZ) = Zdg est monogéne, et donc min(H) < 1 = min(G).

(ii) Posons n = min(G) et choisissons g1, . .., g, des générateurs de G. On pose g = ¢;.
Alors G’ = G/{g) est engendré par les images g;(g) des g; dans G’. Mais comme celle de g,
est triviale, G’ est engendré par les g;(g) avec i > 1. On a donc min(G’) < n—1 < min(G).

(iii) On raisonne par récurrence sur min(G), le cas min(G) = 0 étant évident. Suppo-
sons min(G) > 1. Regardons le morphisme H — G’ de 'énoncé. Soient H' son image et
H" = H N (g) son noyau. Par 'exercice précédent, on a min(H) < min(H’) + min(H").
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Par le (i), on a min(H"”) < 1 car H” C Zg. Par récurrence et le (ii), on a min(H’) <
min(G’) < min(G). On a donc min(H) < min(G).

(iv) Un sous-groupe H de Z" vérifie min(H) < n par ce que I'on a montré. Il est donc
de type fini. Il est aussi sans torsion. Il est donc libre par le cours, i.e. H ~ Z™. On conclut
car min(Z™) = m.

Exercice 3.12. Notons a et b les matrices respectives de I’énoncé, et G = (a,b). On a

a "ba" = | ! 2
- 0 1 :

On en déduit que G contient toutes les matrices de la forme m(z) := [ (1] T } avec x dans

Z[1/2] = {m/2" | m € Z, n > 0}.

Mais ces matrices forment un sous-groupe de G isomorphe a (Z[1/2],+), via x — m(z), et
ce dernier est un sous-groupe de Q qui n’est pas de type fini (dénominateurs non bornés).

Exercice 3.13. On sait que le groupe H = (Z/27Z)? vérifie min(H) = 3. Mais par
Cayley, ce groupe est isomorphe & un sous-groupe de G = Sg. Mais nous verrons bientot
que pour n > 2, le groupe S,, est non abélien et engendré par (12) et (123 ... n), donc
min(S,) = 2.

Exercice 3.15. (i) est une vérification immédiate. Montrons (ii). Posons n = |G|. On
a g" =1 pour tout g € G par Lagrange. Comme X" — 1 est a racines simples dans C[X],
chaque endomorphisme g € G est diagonalisable (de valeurs propres des racines n-émes de
I'unité). Comme G est commutatif, ses éléments sont codiagonalisables. Soit v € V — {0}
un vecteur propre commun : pour tout g € G il existe Ay, € C* avec gv = A\jv. On a d’une
part g'(gv) = g'(A\gv) = A\gg'v = AgAju, et d’autre part g'(gv) = (¢'g)(v) = Aggv, donc
Agg' = AgAy pour tout g,¢" € G (comme v # 0). Ainsi, x(g) := Ay définit un élément x
de @, etonaveVy. OnadoncV = Zx V. par codiagonalisabilité. Reste a voir que la
somme est directe. Supposons que 'on a vy + -+ v, = 0 avec v; # 0, v; € Vy,, Xi # Xj
pour ¢ # j, et » minimal. On a clairement n > 1. En appliquant g € G a vy +---+v, =0
on a y ;xi(g)vi = 0, puis > ;(xi(9) — x1(9))vi = 0. Par minimalité de n, on a donc
Xi(9) = x1(g) pour tout g, i.e. x; = x1, une contradiction.

Exercice 3.16. (i) Soit x un caractére de G7 x Gy. On définit x; : G; — C* et
X2 : G2 — C* par x1(9) = x(g,1) et x2(g) = x(1,g). Ce sont deux caractéres. On a donc
défini une application G; x Gy — G1 x G2, x +— (x1,x2). C’est clairement un morphisme
de groupes. La formule x(g1,92) = x((g1,1)(1,92)) = x(g91, 1)x(1,92) = x1(g1)x2(g2)
montre qu'il est injectif. Il est surjectif, car si ¢; : G; — C* sont des caractéres pour
i = 1,2, alors x(g1,92) := ¥1(g1)1¥2(g2) est un caractére de G; x Gy avec x; = 1; pour
i=1,2.

(ii) Soit G un groupe abélien fini. On sait qu’il existe un isomorphisme G ~ [[" | Z/a;Z
avec aq,...,a, des entiers > 1. On a donc G ~ H?Zl Z]a;Z par le (i). Mais on a vu en

cours que pour m > 1 on a Z//m\Z ~ Ly, ~ Z/mZ. On a donc bien G ~G.

Exercice 3.17. (i) Dire que ¢ est injective signifie que pour tout g # 1, il existe y € G
tel que x(g) # 1. Fixons donc g # 1. L’étude des caractéres d’un groupe cyclique montre
qu’il existe ¢ : (g) — C* avec ¥(g) # 1. On conclut en considérant un prolongement x de
¥ a G tout entier. L'injectivité de 1 entraine sa bijectivité, car on a |G| = |G| = |G|

(ii) La bijectivité de ¢« montre que les caractéres de G sont les x — x(g) avec g € G.
Les relations d’orthogonalité s’écrivent donc ﬁ er@ x(g)x(h) = 0 pour h # g, 1 pour
h=g.
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Exercice 3.18. (i) G est un 2-groupe abélien élémentaire, ou ce qui revient au méme,
un 7 /27Z-espace vectoriel de dimension 2. Pour tout v € G non nul, il existe une unique
forme linéaire v* : G — 7Z/27Z qui vaut 0 sur v et qui est non nulle. En effet, v* vaut
automatiquement 1 sur les deux autres vecteurs non nuls, qui sont de la forme w et
w + v. On définit aussi 0* comme étant la forme linéaire nulle sur G. On constate que
G — Hom(G,Z/2Z),v + v* est un isomorphisme de Z/2Z-espace vectoriels. En effet,
seule la linéarité est non évidente, mais pour u,v € G on a bien (u+ v)* = u* +v* : c’est
clair si u = v, et si u # v c’est vrai aussi car on a u*(v) = v*(u) = 1 (!). Ainsi, Uapplication
G — @, U > (—1)“* est un isomorphisme de groupes. Je le qualifierais de naturel car on
n’a utilisé aucun choix particulier pour le définir.

(ii) L’existence de x4 est du cours. Un ¢ comme dans I’énoncé est unique, car c’est
un morphisme et qu’il est donné sur un générateur de G. Soit g un générateur du groupe
cyclique G (d’ordre n). Pour tout k € (Z/nZ)*, on sait que g* est encore un générateur de
G, on a donc d’une part ¢(g*) = Xgr €t d’autre part 0(g%) = @(9)* = (xg)* (car ¢ est un
morphisme). En évaluant ces égalités en I'élément g*, on a donc ¢(g*)(g%) = x4 (g%) =
2/ et p(g")(9") = (xg(9))" = xg(9)F" = €™/, ce qui conclut.

(iii) On a donc k% = 1 mod n pour tout k premier a n. Ainsi, (Z/nZ)* est un 2-groupe
abélien élémentaire. En particulier, I'indicatrice d’Euler ¢(n) est une puissance de 2, ce
qui force n = 2™ ou n = 3-2™ avec m > 0. Mais alors 5 est premier a n, et 52 = 1 mod n,
donc n divise 25 — 1 = 24.

(iv) Supposons donc G cyclique d’ordre n avec n |24. Fixons un générateur g de
G. Pour k,k' € Z on définit ¢(g*) € G par @(gk)(gk/) = %K' /n On constate que
c’est bien défini (le résultat ne dépend que de k mod n et &’ mod n). Par définition, on a
©0(g¥g9) = ©(g**+9) : p est un morphisme G — G. De plus, caractére le ¢(g*) de G vaut
e2imh?/n oy g*. On conclut car pour n|24, on a k> = 1 mod n pour tout k premier & n.
(C’est la réciproque de l'observation du (ii), plus facile.)

Exercice 3.19 (i) (C’est assez tautologique mais on vérifie quand méme les détails)
Vérifions la bilinéarité de by. Fixons g € G. L’application h +— bs(g,h) = f(g)(h),G — C*
est un morphisme : c’est le caractére f(g). L’application h — bs(h,g) = f(h)(g) est
aussi un morphisme car f est un morphisme de groupes. Donc f +— by est bien définie
(c’est méme un morphisme de groupes si 'on munit Bil(G) de la loi évidente). Elle est
trivialement injective. Elle est aussi surjective car pour b € Bil(G), posant f(g)(h) = b(g, h)

alors g — f(g) est un morphisme G — G vérifiant b= b i

(ii) Il est équivalent de dire que f est injective, et que by est non dégénérée a droite.
Comme G et G ont méme cardinal, f est injective si et seulement si f est bijective. Cela
montre (a) <= (b). On dispose aussi du morphisme f': G — G, g — (h — f(h)(g) =
b¢(h,g)). Il est injectif si, et seulement si, by est non dégénéré a gauche. Le noyau de f’
est 'ensemble des éléments g € G tels que f(h)(g) = 1 pour tout h € G. S'il posséde un
élément non trivial g, cela veut dire que tout les caractéres dans f(G) sont triviaux sur
h. Mais par prolongement des caractéres il existe x € G tel que x(h) # 1, donc f n’est
pas surjective. Cela montre (a) = (c¢). Enfin, si f’ est injective, elle est surjective, donc
tout caractére de G est de la forme h — f(h)(g) pour un certain g € G. Comme tous ces
caractéres sont triviaux sur ker f, cela entraine que f est injective, donc bijective.

Exercice 3.20. (i) f est naturel si, et seulement si, pour tout g € G on a f( (g))
f(g) o a™t, soit encore si pour tout g et h dans G on a f(a(g))(h) = f(g)(a"t(h)), i.
bs(a(g),h) =bys(g,a (h)), et on conclut par la bijection h — a(h).

(i) Pour le (iv), I'isomorphisme construit satisfait par définition b;(g?, g*) = e?mab/n,

Mais comme G est cyclique d’ordre n, on sait que (Z/nZ)* — Aut(G), k — (x — z¥),
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est un isomorphisme. On conclut car pour tout k € (Z/nZ)* on a k* = 1 modn et
donc by(g®, gb*) = e2imk?ab/n bs(g%, g°). Considérons maintenant 'exemple du (i). On
rappelle que I'on voit G comme un Z/2Z-espace vectoriel de dimension 2. On a by(u,v) =
(=1)*"(®) par définition. On constate que la forme Z/2Z-bilinéaire (u,v) — u*(v) € Z/2Z
est alternée et non nulle. Comme on est sur (Z/27)?, il n’y a qu'une seule telle forme, qui
coincide nécessairement avec le déterminant (dans n’importe quelle base) ! On a Aut(G) ~
GL2(Z/2Z) = SLo(Z/2Z), donc tout automorphisme « de G vérifie bien b¢(a(g), a(h)) =
det(a)bs(g,h) =bs(g, h).

(iii) Supposons que f est un isomorphisme naturel entre G et son dual. Soit k € Z
premier a ’exposant e de G. Alors & — kz est un automorphisme de G. On en déduit k%x =
x pour tout x dans G. En effet, soit on applique directement la définition d’isomorphisme
naturel G — G a cet automorphisme, soit on écrit by (kx, ky) = by(x,y) pour tout z,y € G,
puis bs(kz,y)* = bs(k®z,y) = by(x,y) pour tout x,y dans G, et on conclut par non
dégénérescence de by. On en déduit que I'exposant e de G vérifie k? =1 mod e pour tout
k premier a e, donc e divise 24.

(iv) On a G = G[n] ® G[m] (voir IExercice 3.4). L’application naturelle G — C?[E] X
G[m], x = (X|G[n]> X|G[m])> est bijective par 'argument de I'Exercice 3.16. De plus, on sait
que si G’ est un autre groupe abélien, tout (iso-)morphisme G' — G’ induit par restriction
a G[n] un (iso-)morphisme G[n| — G’[n] (idem avec n remplacé par m, bien entendu).
Ainsi, I'application Aut(G) — Aut(Gln]) x Aut(G[m]), ¢ = (¢|am), ¥|apm))s est bijective.

—

De méme, Dapplication naturelle Hom(G, G) — Hom(G[n], G[n]) x Hom(G[m], G[m]) est
bijective. Le résultat en découle.

(v) Tout élément ¢ de G s’écrit de maniére unique ¢ = ¢; + -+ + ¢, avec ¢; € Cj.
Fixons 1 < i < n. L’application «; : G — G envoyant ¢ € G sur 'unique élément ¢’ tel
que ¢, = —¢; et c; = ¢j pour j # i est clairement un automorphisme de G (inversion a la
place i). Pour j # i, on a donc f(x;,x;) = f(ai(xi),i(x;)) = f(—mi,75) = flag,x;)71,
puis f(z;,x;)% = 1.

(vi) Comme e; | e, pour i < n, il existe un morphisme de groupes C,, — C; envoyant
z, sur x;. Notons f3; : G — G lapplication envoyant ¢ = > ; ¢; sur I'unique élément ¢/
vérifiant c; = ¢; pour j < n, et ¢;, = ¢p+p(cp). Clest clairement un morphisme de groupes,
manifestement injectif, donc bijectif : ¢’est un automorphisme (c’est une transvection!). Il
vérifie f;(x;) = ; pour j < n et Bi(x,) = zn + 2;. On a donc, toujours pour j < n,

f(@j, ) = f(Bi(xy), Bi(wn)) = f(x), 00 + 1) = f2j,20) f (25, 24),

puis f(xj,x;) = 1.

(vii) Si e; = 2, on peut trouver un morphisme de groupes C; — C,, envoyant z; sur
I’élément y (car 2y = 0). En procédant comme au (vi), il existe donc un automorphisme =y
de G envoyant x; sur x1 + y, et z; sur x; pour ¢ > 1. On a f(z1,z,) = f(y(z1),v(xn)) =
fxr+y,zn) = f(21,20) f (Y, 20) puis f(y,zn) = 1.

(viii) Si b est non dégénérée, alors G est naturellement isomorphe a son dual par le (i)
et 'Exercice 3.19, et donc l'exposant e, de G divise 24 par le (iii).

(ix) Pour ¢ < n, on a f(x;,z;) = £1 pour tout j par les (v) et (vi). On a donc
1 = f(2z;,25) = f(xi,2;)? pour tout j, puis f(2x;,g) = 1 pour tout g dans G, et donc
2x; = 0 car f est non dégénérée. Cela montre e; = 2 pour i < n (et donc e, est pair.)
Supposons n > 2. Alors I'un au moins des trois éléments f(z1,zy,), f(z2,z,) et f(z1 +
r2,2n) = f(21,20) f(22, 7,) vaut 1, car f(z;,2,) = £1 par (v). Soit u € {x1, T2, 21 + 22}
avec f(u,x,) = 1. Le (vi) montre alors f(u,z;) = 1 pour tout i, puis u = 0 par non
dégénérescence : absurde. Si on a n = 0 mod 4, alors y est un carré dans C,,, et donc
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f(zi,y) = 1 pour i < n par le (v). Mais on a aussi f(zn,y) =1 par le (vii), et donc y =0
par non dégénérescence. Absurde.

(x) Supposons G isomorphe a son dual. Si G est cyclique, il est d’ordre divisant 24 par
le (iii), et réciproquement on a vu que les groupes cycliques d’un tel ordre conviennent.
Supposons G non cyclique. La question (ix) montre que ses facteurs invariants sont (2, e)
avec €|24 et e non multiple de 4. On a donc soit e = 2 et G ~ Z /27 x Z/27, soit e = 6
et G ~ Z/2Z x Z/6Z. Autrement dit, on a G[2] ~ Z/27Z x Z/27Z et G[3] ~ Z/37Z. Ces
exemples conviennent par le (ii) et (iv).

Exercice 3.21. L’application de I’énoncé est un morphisme de groupes. Il suffit de voir
que son noyau est trivial. Soit ¢ € G non trivial. Si g est d’ordre fini, on peut trouver
un caractére y du groupe cyclique (g) avec x(g) # 1 par le cours. Si g est d’ordre infini,
c’est aussi vrai, et méme plus facile : pour n’importe quel x € C*, x(g*) := 2* définit un
caractére de (g), avec x(g) # 1 dés que = # 1. Comme C* est divisible, on peut prolonger
X en un caractére de G : I'application de ’énoncé est injective. Cela prouve le (i). Pour le
(ii), on observe que si D est divisible, il en va de méme du groupe produit D! pour tout
ensemble I.

Exercice 3.22. Pour tout entier n > 1, le morphisme x — nx est bijectif. Pour A € Q
et x € G, il y a alors un sens & considérer “Ax” dans G. Pour le voir, observons que si
on ap/q=1p'/q dans Q, avec p,p’,q,q' dans Z et q,q' > 1, et si y et y' sont les uniques
éléments de G vérifiant qy = px et ¢'y = p'x, alors y = ¢/. En effet, on a pq’ = qp’ puis

/) / / /
QY =4qp T =qpr =4q4qy,
et donc y = ¢’ par bijectivité de la multiplication par gq¢’ dans G. Au final, pour tout
A€ Q et tout x € G, il existe un unique élément que 'on notera Ax € G tel que pour
toute écriture A\ = p/q avec p,q € Z et ¢ > 1 on ait ghz = pz. Il est alors trivial de
veérifier que Q X G — G, (), z) — Az, est une structure de Q-espace vectoriel sur G dont le

groupe abélien sous-jacent est G. Le (i) s’en déduit en considérant une base de ce Q-espace
vectoriel. Pour le (ii), on applique I’Exercice 1.18 Chap. 1.

Exercice 3.23. (i) Montrons Ao, = H; Z/pZ (produit restreint). Autrement dit, un
élément x = (x,) avec x,, € Z/pZ est d’ordre fini si, et seulement si, on a x, = 0 pour tout p
assez grand. En effet, si z, = 0 pour p > N, et si on pose n = HpSN’ on a nx = (nz,) = 0.
Réciproquement, si on a n > 1 et nz = 0, alors on a nx, = 0 pour tout p. Comme n est
inversible dans ’anneau Z/pZ pour p > n, on a donc z;, = 0 pour p > n.

(ii) Soit » un entier > 1. Vérifions que la multiplication par n : A/Aior — A/Ator, © +
Agor > nx + Agor, est surjective. Soit © € A. Comme la multiplication par n est surjective
sur Z/pZ pour tout p > n, il existe y € A tel que y, = nx, pour p > n. Mézalor y — nz a
toutes ses p-coordonnées nulles pour p > n, et donc y — nx € Aior par le (i).

(iii) Pout tout groupe abélien G, le groupe G/Gior est sans torsion. En effet, soient
m 1 G — G/Gio la projection canonique et © € G/Gyior de torsion. Il existe n > 1
avec 2" = 1 dans G/Gior. Soit y € G avec w(y) = . On a 1 = 2" = 7w(y") donc
y" € ker m = Gyop. Ainsi, il existe m > 1 avec (y™)"™ = 1. Mais alors "™ = 1 avec nm > 1
et donc y € Gior et © = w(y) = 1. Ainsi, G = A/Aior est sans torsion, et divisible par
le (ii). Autrement dit, il est uniquement divisible : les applications G — G,z — z™, sont
bijectives pour n > 1. Par ’Exercice 3.22, on a donc G ~ QWY pour un certain ensemble
I, avec en outre I ~ G si G est indénombrable. La projection sur une coordonnée répond
a la question.

(iv) On utilise les exercices sur la cardinalité du Chapitre 1. On a {0, 1} qui s’in-
jecte dans A, et A qui s’injecte dans NN, Mais {0, 1}V et NV sont tous deux équipotents
a R (Cantor, Exercice 1.11 Chap. 1.). On a donc A ~ R par Cantor-Bernstein. Mais
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Agor est dénombrable : c’est une réunion dénombrable d’ensemble finis (par exemple des
[I,<nZ/PZ x {0} pour n > 1). Par Lagrange, on a aussi A ~ A/Aior X Agor, et donc
R ~ A/Ator X N. On en déduit d’abord que A/Aq est infini, puis A/Ayor X N ~ A/ Ao,
et donc A/Aior ~ R. Comme R est indénombrable, on a donc A/Ayo =~ QW avec I ~ R.

Exercice 3.24. (i) Le fait que Z, est un sous-groupe découle de ce que I'application
naturelle (bien définie) f, : Z/p""'Z — Z/p"Z, x mod p"*! — x mod p”, est un mor-
phisme de groupes. Le fait que Z, — Z/p"Z, (xy,) — x,, est un morphisme de groupes est
évident (définition d’un groupe produit). Il est surjectif, car pour tout y € Z, 1’élément
(ym) avec yp, :=y mod p" est dans Z,, et sa composante y,, € Z/p"Z est arbitraire.

(ii) Comme au (iv) ci-dessus on a {0,1}" < Z, < NN et donc Z, est équipotent a R
par Cantor-Bernstein.

(iii) Soit (zn,) € Z, non nul. Il existe N > 1 tel que zx # 0. On peut donc écrire
xy € p(Z/pN7Z)* avec 0 < v < N. Mais pour M > N, I'élément x est image de s par
la projection naturelle Z/pM7Z — Z/pNZ. On a donc aussi zy; € p*(Z/p™Z)*. L’ordre
de zps dans Z/pM7Z est donc p™~?. Cet ordre tend vers I'infini avec M. Ainsi, il n’existe
aucun entier m > 1 tel que m(zy,) = (max,) = 0.

(iv) Soit x un caractére de ppe. Sa restriction au groupe cyclique p,n vérifie donc
x(e2/P") = 2imkn/P" pour un certain k, € Z, uniquement déterminé modulo p”. En
appliquant x a 1’égalite (e27/ an)p = eZm/P" on déduit e2™nt1/P" = 2Tk /" oy ce qui
revient au méme, k41 = ky, mod p". Ainsi, k(x) := (ky) est dans Z,,.

(v) On a défini ci-dessus une application fips — Zj, x + k(x). C’est un morphisme de
groupes : on a k(x) + k(1) = k(xv). Il est clairement injectif puisqu’on a y(e?™/P") = 1 si,
et seulement si, k, = 0 mod p”. Il ne reste donc qu’a justifier sa surjectivité. Soit k = (ky,)
un entier p-adique. On définit un caractére x;, du groupe cyclique ppyn = <62i”/pn) en

posant x (e277/P") = e2mkn/P"  Observons que on a (xn) = Xxn pour m > n. En effet :

|Upn
Xm(e%ﬂ’/p”) _ Xm(€2i7r/pm)pm_” _ eZiﬂkm/p” — eQiﬂkn/lfln7

la derniére égalité venant de k,, = k, mod p". Ainsi, pour = € pyeo, xn(z) est bien défini

et indépendant de n dés que n est assez grand de sorte que = € pi,n @ on le note x(z). On

a x(xy) = x(x)x(y) car z,y et xy sont dans un méme p,» pour n assez grand, et ’égalité
vaut alors pour x remplacé par x;. Par définition, on a x|, . = Xn, et donc k(x) = (kn)-

Exercice 3.26 (i) On a J(x, x 7 !) = >vezpz~ {13 X(773)- Regardons l'application
Z/pZ~ {1} = Z/pZ, x — z/(1 — x).

Elle est injective, car c’est x — —1 + 1/(1 — z). Elle ne prend pas la valeur —1. Elle
définit donc une bijection Z/pZ ~ {1} — Z/pZ ~ {—1}. On a donc J(x, x ') = —x(-1) +
>_zez/pz X(@) = —x(—1), car on sait que la somme est nulle pour x # 1.

(i) On a |C| = >,y N(2? = aa~1)N(y? = b3~1), puis par le cours

)
cl= 3 a+ (" DA+ = S a+ &G+

a+b=1 p a+b=1 p
p

b, a

b

)+ (

a
- )+ (
popp pp

)(=)(=))-

Maisona 1 =pet > (1) =0, puis [S|=p+ (28)J(\, A), et on conclut par le (i).

(iii) On fixe v non carré dans (Z/pZ)*. Un élément de Z/pZ est non carré si, et
seulement si, il est de la forme uy? avec y # 0. On regarde donc 1’équation 22 + 1 = uy?,
soit 2 — uy? = 1. Cette équation a p — (3) = p+ 1 solutions (z,y) dans (Z/pZ)? par le
(ii). L’application associant a une solution (z,y) 1’élément 2% € (Z/pZ)* se surjecte sur
'ensemble & dénombrer. Ses fibres ont 4 éléments, sauf pour 22 = —1, auquel cas les deux
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antécédents sont (£x,0). Le nombre cherché est donc (p + 1)/4, sauf si —1 est un carré
dans Z/pZ, auquel cas c’est (p — 1) /4.

Exercice 3.27. On a vu en cours |S,| = 1mod 2 et |Sy| = —1 mod 3, autrement
dit |Sp| = —1 mod 6 (Bezout). Il s’agit donc de montrer |S,| = —1 mod 4, et aussi que
|Sp| = —1 mod 8 implique p = 1 mod 4. Mais d’aprés le théoréme de Gauss vu en cours on
a aussi [Sp| = p+ 24 avec p = A? +3B2. En regardant modulo 4 et en se rappelant p # 2,
on constate que ’on a soit A pair, B impair et p = —1 mod 4, soit A impair, B pair et
p = 1 mod 4. Dans les deux cas on constate p+2A = —1 mod 4, et donc |S,| = —1 mod 4.
Enfin, si on a p + 24 = —1 mod 8, on en déduit A% + 3B%2 + 24 + 1 = 0 mod 8, puis
(A+1)?2 = —3B%2 mod 8. Si B est impair, on a (4 + 1)2 = =3 mod 8, ce qui est absurde,
donc B est pair, i.e. p =1 mod 4.

Exercice 3.28. Pour tout entier n > 1, le nombre u,, de solutions dans (Z/pZ)? de
y? = 2" + 1 s’ecrit u, = > vez/vi Ny? =2"+1) = > vezypr (1 + (%)) =p+ v, ou
Un = D wen)pr (%) est la somme de ’énoncé. On a us = p — 1 par I’Exercice 3.26 (ii),
donc vy = ug — p = —1, ce qui répond a la question (i). On a ug = p + 2A comme dans
le Théoréme de Gauss vu en cours, donc vz = 24, ce qui répond a la question (ii). Enfin,
pour répondre a la question (iii) on écrit par le cours

un= Y Ny =a)N(z" = -b) = > (1+A@a)(}_ x(-b)),
at+b=1 a+b=1 X

la somme portant sur les m caractéres de (Z/pZ)* vérifiant x™ = 1. Mais on a J(1,x) =
J(x,1) = 0 pour x # 1. On a donc vp = up = p = >, 41| m=1 X(=1)I(A, X). Si m est
impair, aucun des m — 1 caractéres x # 1 vérifiant x™ = 1 n’est l'inverse de A\ (i.e. égal
a A), de sorte que l'on a A\x # 1 et |J(c,x)| = /p par le cours. Si m est pair, un seul
des m — 1 caractéres y # 1 vérifiant Y™ = 1 est égal &4 A1 = ), et pour y = A on a
J(x, A) = J(\, A1) = £1 par I'Exercice 3.26 (i). Cela conclut la démonstration.

Exercice 3.29. (i) On a G* = J(c,¢)G(c?) car ¢* # 1. Par la Formule (17) Chap. 3,
et ¢ = c ! =€, on a aussi G(c?) = ¢(—1)G. Mais on a c¢(—1) = ¢((—1)3) = ¢(-1)% =1,
donc G(c?) = G. On conclut par la relation GG = p.

(ii) On a J = a + bj avec a,b € Z et j = ¢*™/3 donc J+J =a+a—b=2a—b.Ona
aussi par le cours p = |J|? = a? — ab + b?, donc 4p = (2a — b)? + 3b°.

(ili) En utilisant }_ ¢ z/,7)- ¢* = —1, ainsi qu'un changement de variable z — —x

dans G, et encore ¢(—1) = 1, on trouve —1 + G + G = Y wepryx (c(@) + c(z) + 1) ¢7.
Si z n’est pas un cube, on a c(z) + ¢(x) + 1 = 0 car ¢(x) = j ou j2. Si z est un cube,
on a c(z) + c(x) +1 = 3, et comme x est le cube d’exactement 3 éléments on a aussi
-1+G+G= ZxE(Z/pZ)X C“g. Le terme de droite étant réel, on peut y remplacer C‘”3 par

sa partie réelle cos(2mx3/p), et on conclut.

(iv) On a (G + G)® = G2 + G3 + 3GG(G + G), avec G> + G3 = p(J + J) = pA
par le (i) et (ii), et aussi GG = p, de sorte que z = G + G vérifie 23 = pA + 3pz. Le
polynéme X3 —3pX —pA a trois racines réelles car son discriminant —4(—3p)3 —27p?A? =
27p? (4p — A?%) = 3*p?B? est > 0 (c’est méme un carré!).

Exercice 3.30. (i) Soit C, C (Z/pZ)* le sous-groupe des carrés. On suppose p =
3 mod 4, et donc —1 ¢ C,. Le morphisme C, — Cp,z — 22, est alors de noyau trivial :
il est donc bijectif. Ainsi, on a T, ~ {(x,y) € (Z/pZ)*|y? + 2* = 1}. On est dans le cas
a = =1 de 'Exercice 3.26. On a donc |Tp| =p+1 car (_?1) = —1.

(ii) On suppose p = 1 mod 4. On sait qu’il existe un élément i € Z/pZ avec i = —1.
L’idée est d’exploiter le fait que les deux bijections a(x,y) = (z, —y) et f(x,y) = (iz,y) de
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(Z/pZ)? préservent T,. En anticipant un peu sur la suite du cours on peut procéder comme
suit. Soit G le sous-groupe de S(z/,7)2 engendré par « et 8. On vérifie aisément que ce
groupe est d’ordre 8 (en fait, isomorphe & Dg). Son action naturelle sur (Z/pZ)? préserve
le sous-ensemble T,,. L’orbite d’une solution (z,y) € T, est 'ensemble des (uz,+y) avec
u = +1 ou %i. Pour (z,y) # 0, cette orbite a 8 éléments. Pour y = 0, la seule possibilité
est v = %1, et {(1,0),(—1,0)} est une orbite & 2 éléments. Enfin, pour z = 0, la seule
possibilité est y = 41, +i, et {(0,41),(0,=4i)} est une orbite & 4 éléments. Ecrivant T,
comme réunion disjointe de ses G-orbites on a |Tp| =2+ 4 mod 8.

(iii) On fixe g un générateur du groupe cyclique (Z/pZ)*. Comme p = 1 mod 4, on
sait par le cours quil existe exactement 4 caractéres x : (Z/pZ)* — 4 avec x* = 1,
uniquement déterminés par 1’élément x(g) € 4. On note c le tel que x vérifiant x(g) =
(il dépend du choix de g). Les 4 caractéres précédents sont donc 1,¢,¢? = A (le symbole
de Legendre) et ¢® = ¢~!. Par la méthode de Weil, on trouve en procédant comme dans le
cours |Tp| =p+J(A,¢) + J(A\, ) +J(A ¢). On a J(A, \) = —1 par I'Exercice 3.26 (i). On
constate aussi que J(A, ¢) est de la forme a+ bi avec a,b € Z. Et donc |T), = p—1+2a. La
congruence du (ii) donne p— 1+ 2a = 6 mod 8 puis a = —E2= +1 mod 4 En particulier, a est
impair car p = 1 mod 4. Comme on a Ac = ¢ # 1, le cours donne a2+ b =1J(\ o> =p.
Comme a est impair, on a b pair.

Exercice 3.31. (i) Fixons a < k < b — 1 un entier. On applique le théoréme de
convergence de Dirichlet (en analyse de Fourier) a la fonction 1-périodique nulle aux
entiers et coincidant avec f sur |k, k + 1], et en un point dans Z. On en déduit

1 A k+1 it k+1 it
—(f(k k+1))=1li At = T
S0+ S ) = i S [ e =Y [ s
n=—A neL
On conclut en sommant cette identité pour k = a,...,b— 1. Bien noter que la sommation

dans I’énoncé (et donc la somme sur Z de droite) est & prendre au sens de la limite ci-
dessus. Pour le (i), on applique le (i) & la fonction f(t) = ¢2™*/N sur le segment [0, N].
Le terme de gauche est Gy. Par changement de variables u =t + %, on a aussi

(n+2)N n

N imnt - n2N 2 zimd? 2N 12 2T gime?
f)es ™ dt = i e N du =1 N e du.
0 nN

n
2

N

Le (ii) s’en déduit en séparant les n pairs et impairs. Pour le (iii), On en déduit d’abord

I=(1-49)"1= 1‘” en prenant N = 1, car dans ce cas on a G; = 1, et on conclut par le

(ii).
Exercice 3.32. (i) On suppose ici plus généralement que p,q sont des entiers > 1

premiers entre eux. Posons ( = ¢ Pq . En développant, Gy, ;G est la somme, sur tous les
couples (@,b) € Z/pZ x Z./]qZ, des Ca @*+5°p? Mais on constate a2¢® + b*p? = (aq +bp)? =
0 mod pq. 11 suffit donc de voir que 'application Z/pZ x Z/qZ — Z/qu, (@,b) — aq + bp,
qui est bien définie et un morphisme, est bijective. Il suffit de voir qu’elle est injective,
mais si on a aqg + bp = 0 mod pg, on a ag = 0 mod p et bp = 0 mod ¢, et comme p et g
sont premiers entre eux, on a biena =0 mod p et b = 0 mod gq.

(ii) Si p divise a, ona Gy, =0 et (%) = 0. On suppose a premier & p. Si a = u? mod p,
le changement de variable bijectif & — ku dans Z/pZ montre Gpa = Gp1 = Gp,. Posons
¢ = e%7/P et notons C,, 'ensemble des carrés de (Z/pZ)*. Si a n’est pas un carré, 'ensemble

N, des non carrés dans (Z/pZ)* est N, = aC,. Comme tout carré non nul est le carré
d’exactement 2 éléments, on a —1 = }7 7% ¢ = Diec, P+ ¢k = (G, — 1) +

$(Gpa — 1), puis Gpq = —G,. On a bien montré Gpa = (3) Gp-
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(iii) Par le (i) et le (ii) on a Gypg = (%) (1)GpGg. Mais pour N > 1 impair, on a vu a
I’exercice précédent que 'on a Gy = eNNl/z, avec ey = 1l pour N =1mod4 et ey =1
pour N = 3 mod 4. On en déduit

P q_EEE.
() ) = ecalem

Pour p = 1mod4, on a ¢ = pg = 3mod4 et donc €pe;/€p, = 1, mais on a aussi
—1qg—1 .
(—1)quT = (—1)P*" = 1. De méme bien sir pour ¢ = 1 mod 4. Enfin, pour p =
—1qg—1

g = 3 mod 4, et donc pg = 1 mod 4, on a epeq/epq =i-i/1 =—1, et aussi (1) T =

(—1)mpair — 1 On a montré (q) (%) = (—1)% dans tous les cas.

(iv) Le premier point du est un cas particulier du (i) tel qu’on I’a rédigé. Pour le second
, posons ( = e2™/8 Pour k € 7./8Z, on a k* = 1 mod 8 si k est impair, k> = 4 mod 8 si
k= +2mod 8, et k? = 0 mod 8 pour k = 0 mod 4. On a donc Ggp=4CP+2(-1)P+2=
4¢P,

(v) Le (ii) pour a = 8 montre G,g = (%)Gp. Mais on a (%) = (%)3 = (%), et donc
Gps = (%)Gp. On a vu a l'exercice précédent que l'on a G, = epp1/2 et Ggp = (1 +
i)(8p)t/? = 4¢\/p. La formule Gg,Gps = Gsp s'écrit donc 4¢P (%)ep = 4¢, puis (%) =
¢t=r/ €p. Pour p = 1,3, -3, —1 mod 8, ce symbole de Legendre vaut donc respectivement

. . p-1
1,—1,—1 et 1, et coincide avec (—1) s

Exercice 3.33. (i) Evident. (ii) Soit f € L?(G). On a f(x) =2 ,ec f(9)x(g). Notons
evg : G — C* le caractére X — x(g). On a donc, pour tout g € G,

(D owle) = Diev) = X Fl = 3 Fmwth)olg) = flg™)

wEG hEG,d}EG
ot on a utilisé (k) = (h~!) et le (ii) de 'Exercice 3.17.
Exercice 3.34. (i) Tout est immédiat sauf ’associativité de . Mais on a

fxfxf"9 = Y (' 0= DY f@f ®)f"(e)=F("*f")9).

a,blab=g a,b,clabc=g

Pour le (ii) on observe f*x(g) = > ,cq f(a)x(a™'g) = x(9)f(x). Par associativité et (i),

o~

on en déduit le (i) : fx f/(x)x = f+f'*xx = F(F0OX) = FOOf*x = FOOFOOx.



