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6. Propriétés d’intégralité des caractères

Définition 6.1. (Dedekind) Un entier algébrique est un nombre complexe an-
nulé par un polynôme unitaire à coefficients entiers. On note Z Ă C l’ensemble des
entiers algébriques.

En particulier, un entier algébrique est un nombre algébrique. Par exemple, les
complexes

?
N et e2iπ{N pour N P Z, les entiers usuels, ou encore tout x P C tel que

x3 “ x ` 1, sont des entiers algébriques. On peut dire que les entiers algébriques
sont aux nombres algébriques ce que les entiers sont aux nombres rationnels. La
proposition suivante, classique à sa formulation près, en est un premier indicateur.

Proposition 6.2. Les entiers algébriques qui sont rationnels sont dans Z. Au-
trement dit, on a ZXQ “ Z.

Démonstration — C’est le fait bien connu que si le rationnel p{q, avec pp, qq “ 1,
est racine d’un polynôme P P ZrXs, alors q divise le coefficient dominant de P ,
comme on le voit en regardant l’égalité qnP pp{qq “ 0 avec n “ degpP q. Si P est
unitaire, on a donc q “ ˘1, puis p{q P Z. l

Proposition 6.3. Z est un sous-anneau de C.

Observons cependant que Z n’est pas un sous-corps de C. En effet, on a 1{N R Z
pour N ě 2 d’après la proposition précédente. Pour démontrer la Proposition 6.3,
nous aurons besoin du critère d’intégralité suivant.

Proposition 6.4. Soit R un anneau de groupe additif (abélien) de type fini et
sans torsion. 5 Alors pour tout x P R il existe P P ZrXs unitaire tel que P pxq “ 0.

Démonstration — Un groupe abélien de type fini sans torsion est libre. Pour x P R,
on considère l’application Z-linéaire mx : R Ñ R, r ÞÑ xr, de multiplication par x.
Comme R est un Z-module libre de rang fini, on sait que la donnée d’une Z-base à
n éléments e1, . . . , en de R identifie l’anneau EndZpRq à MnpZq. Concrètement, on a
xej “

řn
i“1mi,jei pour des uniques mi,j P Z, et on a

Matemx “ pmi,jq P MnpZq.
Mais toute matrice dans MnpZq est annulée par un polynôme unitaire à coefficients
entiers : son polynôme caractéristique. Si P est celui de Matemx, on a donc P pmxq “

0 “ mP pxq et donc P pxq1 “ P pxq “ 0 dans R. l

Démonstration — (de la Proposition 6.3) Soient x, y P Z. Supposons x et y annulés
par des polynômes dans ZrXs unitaires de degrés respectifs m et n. On a donc
xm P X :“

řm´1
i“0 Zxi et yn P Y :“

řn´1
j“0 Zyj. On en déduit xa P X et yb P Y

pour tout a, b ě 0. Il en résulte que R :“
ř

0ďiăm,0ďjăn Zxiyj est un sous-anneau
de C. Mais le groupe additif de R de type fini, et sans torsion car R Ă C. La
Proposition 6.4 entraîne R Ă Z. On conclut car on a xy et x˘ y P R. l

5. L’hypothèse « sans torsion » n’est pas nécessaire mais simplifie quelque peu l’argument.
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La proposition 6.3 permet de vérifier que certains nombres algébriques ne sont pas
des entiers algébriques. Par exemple x “ 1`

?
3

2
est un nombre algébrique, satisfaisant

x2 ´ x´ 1{2 “ 0. Si x était entier algébrique, il en serait de même de x2 ´ x “ 1{2,
ce qui n’est pas. Mentionnons tout de même qu’il ne faut pas toujours se fier aux
apparences : le nombre d’or φ “ 1`

?
5

2
est un entier algébrique, car on a φ2 “ φ` 1.

Retournons aux caractères des groupes finis. On fixe désormais G un groupe fini.
La première observation est la suivante.

Proposition 6.5. Pour tout caractère χ de G, et tout g P G, on a χpgq P Z.

Démonstration — En effet, on sait que χpgq est une somme finie de racines de
l’unité (Proposition 4.8). Mais toute racine n-ème de l’unité est dans Z, car annulée
par Xn ´ 1. On conclut par la Proposition 6.3. l

Le résultat clé est le suivant, car un quotient n’a pas tendance à être entier :

Proposition 6.6. (Frobenius) Pour tout χ P IrrG, de dimension n “ χp1q, et
tout g P G, on a

1

n
|Conjpgq| χpgq P Z.

Démonstration — (Démonstration de Burnside) En effet notons ZrGs Ă CrGs
le sous-groupe ‘gPGZg. C’est clairement un sous-anneau, et il est libre de rang |G|
comme Z-module, avec pour base les g P G. D’après la Proposition 6.4, tout élément
de ZrGs est donc annulé par un polynôme unitaire à coefficients entiers.

Soit C Ă G la classe de conjugaison de g. L’élément z “
ř

hPC h est dans
ZrGs X ZpCrGsq par le Lemme 4.22 (i). Par le paragraphe précédent, il est annulé
par un polynôme unitaire P P ZrXs. Mais par le Lemme 4.22 (i), on sait aussi que
z agit sur tout CrGs-module irréductible S par l’homothétie de rapport

λSpzq “
1

dimS
|C|χSpgq.

Mais on a clairement λSpQpzqq “ QpλSpzqq pour tout Q P CrXs, car λS : ZpCrGsq Ñ
C est un morphisme de C-algèbres. De P pzq “ 0 on déduit donc P pλSpzqq “ 0, c’est-
à-dire λSpzq P Z. On conclut en posant χ “ χV . l

En guise d’application de cette propriété, montrons le théorème suivant.

Théorème 6.7. (Frobenius) Soit V un CrGs-module irréductible de dimension
finie. Alors dimV divise |G|.

Démonstration — Si g1, . . . , gh sont des représentants des classes de conjugaison
de G, la relation d’orthogonalité xχV , χV y “ 1 montre

|G|

dimV
“

|G|

dimV
xχV , χV y “

h
ÿ

i“1

ˆ

1

dimV
|Conjpgiq|χV pgiq

˙

χV pgiq.

D’après les Propositions 6.3, 6.5 et 6.6, cet élément est dans Z. (Il est clair que Z
est stable par conjugaison complexe). On conclut par la Proposition 6.2. l
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Exemple 6.8. Si G est d’ordre pq avec p, q premiers et p ď q. Les représentations
irréductibles de G sont de degré 1 ou p. En effet, celles de degré n ą 1 vérifient
n2 ă |G| “ pq et n | pq.

Exemple 6.9. Soit G un p-groupe non abélien d’ordre p3, par exemple le groupe
de Heisenberg U3pZ{pZq. Alors les représentations irréductibles de G sont de dimen-
sion pn avec n ď 3. Mais p2n ď |G| “ p3 implique n ď 1. Donc les seules dimensions
possibles sont 1 et p. En fait, le centre Z de G est nécessairement cyclique d’ordre
p (il est non trivial, et G{Z n’est pas cyclique), donc G{Z est d’ordre p2, et donc
abélien. On en déduit DpGq “ Z, puis que G a exactement |G{Z| “ p2 caractères de
degré 1. La formule p3 “ p2` p2pp´ 1q montre qu’il y a exactement p´ 1 caractères
irréductibles de degré p.

Comme nous le verrons dans le Complément § 9, Burnside a donné d’autres
applications frappantes de ces idées !
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7. Complément I : Retour sur le déterminant d’un groupe

Revenons, comme promis, sur la question de Dedekind consistant à factoriser le
déterminant

detG “ detpXgh´1qg,hPG

d’un groupe fini G, introduit au §2 Chap. 3. C’est manifestement un polynôme
homogène de degré |G| à coefficients dans Z en les indéterminées Xg indexées par
les éléments de G. Notons CrXGs l’anneau de polynômes CrtXgugPGs en ces |G|
variables et à coefficients complexes.

Théorème 7.1. (Frobenius) Si G est un groupe fini, et si n1, . . . , nh sont les
dimensions des h caractères irréductibles de G, alors on a une décomposition

detG “
h
ź

i“1

F ni
i

où les Fi sont des polynômes irréductibles, homogènes de degré ni, en les Xg, et 2 à
2 non associés.

Pour cela, associons à chaque CrGs-module de dimension finie V un polynôme
DV P CrXGs en posant, pour tout |G|-uple xG “ px1, . . . , xg, . . . q P CG,

DV pxGq :“ detp
ÿ

gPG

xg ρV pgq q.

Ce polynôme DV est manifestement homogène de degré dimV , et ne dépend que de
la classe d’isomorphisme de V . De plus, on a

DV‘U “ DV DU .

Exemple 7.2. Si V est de dimension 1, de caractère de degré 1 associé χ : GÑ
Cˆ, on a clairement DV “

ř

gPG χpgqXg.

Exemple 7.3. Considérons V “ C3 la représentation de permutation standard
de G “ S3. On a vu V “ C ‘ H avec H irréductible. Posant E “ X1, T1 “ Xp23q,
T2 “ Xp13q, T3 “ Xp12q, C1 “ Xp1 2 3q et C2 “ Xp1 3 2q on constate

det

»

–

E ` T1 T3 ` C2 T2 ` C1

T3 ` C1 E ` T2 T1 ` C3

T2 ` C2 T1 ` C1 E ` T3

fi

fl “ DV “ pE ` T1 ` T2 ` T3 ` C1 ` C2qDH .

En se plaçant dans la base e1 ´ e2, e2 ´ e3 de H, on vérifierait (exercice !)

DH “ det

„

E ` T1 ´ T3 ` C2 ´ T2 ` T3 ´ C1 ` C2

T1 ´ T2 ` C1 ´ C2 E ´ T1 ` T3 ´ C1



.

On a donc det S3 “ D1DεD
2
H (Théorème 7.1 et Table 2).

Exemple 7.4. Pour V “ CG (représentation régulière), on constate

(72) DCG “ detG.

En effet, soit z “
ř

gPG xgg P CrGs. Pout h P G Ă CG on constate zh “
ř

gPG xg gh “
ř

gPG xgh´1g, de sorte que la matrice de la multiplication par z dans la base canonique
de CG, est pxgh´1qg,hPG.
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L’exemple précédent indique clairement la marche à suivre pour démontrer le
théorème. D’après le Corollaire 4.18, on a aussi une décomposition

CG » ‘
h
i“1S

‘ni
i

où Si est un CrGs-module irréductible de dimension ni, non isomorphe à Sj pour
j ‰ i. On en déduit

det G “

h
ź

i“1

Dni
Si
.

Posant Fi “ DSi , le Théorème 7.1 découle du lemme suivant.

Lemme 7.5. Soient U et V deux CrGs-modules irréductibles.

(i) Le polynôme DU est irréductible dans CrXGs.
(ii) Si U est V sont non isomorphes, alors DU et DV sont non proportionnels.

L’ingrédient restant pour prouver ce lemme est le théorème important suivant.
Si V est un CrGs-module, on dispose d’un morphisme de C-algèbres naturel

πU : CrGs Ñ EndCpV q, x ÞÑ pv ÞÑ x.vq.

Théorème 7.6. Soit G un groupe fini.

(i) (Burnside) Si V est un CrGs-module irréductible, alors πV est surjectif. Au-
trement dit, les ρV pgq avec g P G engendrent C-linéairement EndCpV q.

(ii) (Maschke) Si S1, . . . , Sh sont “les” CrGs-modules irréductibles de G, deux à
deux non isomorphes, alors le morphisme de C-algèbres

π : CrGs Ñ EndCpS1q ˆ EndCpS2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EndCpShq,

x ÞÑ pπS1pxq, πS2pxq, . . . , πShpxqq,

est un isomorphisme.

Démonstration — Le morphisme π est injectif ! En effet, si on a z P CrGs avec
πpzq “ 0, alors l’élément z agit par 0 dans tout CrGs-module irréductible, puis
donc par Maschke dans tout CrGs-module de dimension finie. Dans le cas de la
représentation régulière, on a z.1 “ z et donc z “ 0. (On a déjà rencontré cet
argument dans la démonstration du Théorème 4.20). Mais on a

dimCG “
h
ÿ

i“1

pdimSiq
2
“ dim

h
ź

i“1

EndCpViq,

de sorte que l’injectivité de π implique sa bijectivité, d’où le (ii). En particulier,
pour tout i “ 1, . . . , h on a Imπi “ EndCpSiq, ce qui démontre le (i). l

Remarque 7.7. En particulier, on a montré qu’il existe un isomorphisme de
C-algèbres CrGs „Ñ

śh
i“1 MnipCq, où les ni sont les dimensions des représentations

irréductibles de G. Mentionnons aussi que le Théorème de Burnside vaut encore (par
une preuve différente) si G est quelconque (pas forcément fini) et si C est remplacé
par un corps algébriquement clos quelconque.
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Nous pouvons enfin démontrer le Lemme 7.5 (et donc le Théorème 7.1).

Démonstration — (Preuve du Lemme 7.5). Montrons d’abord l’assertion (ii). Soient
U et V deux CrGs-modules irréductibles non isomorphes. D’après le Théorème 7.6
(ii), il existe z P CrGs tel que πUpzq “ IdU et πV pzq “ 0. Écrivons z “

ř

gPG xgg et
posons x “ pxgqgPG P CG. Alors on a DUpxq “ detπUpxq “ 1 et DV pxq “ detπV pxq “
0. Cela montre le (ii).

Montrons mainenant le (i). On fixe une base e “ pe1, . . . , enq de V et on pose
MateρV pgq “ pmi,jpgqq1ďi,jďn. Les n2 formes linéaires

Li,j : CG
Ñ C, pxgqgPG ÞÑ

ÿ

gPG

xgmi,jpgq,

sont linéairement indépendantes d’après le Théorème 7.6 (i). On les complète arbi-
trairement en une base du dual de CG, en ajoutant L1, . . . ,Lr (avec r “ |G| ´ n2).
Dans ces nouvelles variables linéaires, on a donc CrXGs “ CrtLi,jui,jsrL1, . . . ,Lrs.
Mais par définition, on a aussi

DV “ detppLi,jq1ďi,jďnq.

On conclut par le fait, classique !, que le déterminant de la matrice pTi,jq1ďi,jďn (à
coefficients indéterminées) est irréductible dans CrtTi,ju1ďi,jďns : voir l’Exercice 9.32.
l

8. Complément II : Décomposition à la Fourier de L2pGq

Soit G un groupe fini. Le groupe G admet une représentation C-linéaire natu-
relle sur L2pGq par translations à droite, que nous avions noté pg, fq ÞÑ Rgpfq au
Chapitre 3. Nous avions aussi vu que cette représentation est unitaire relativement
au produit scalaire x´,´y de L2pGq, c’est à dire que l’on a

(73) xRgpfq,Rgpf
1
qy “ xf, f 1y

pour tout g P G et tout f, f 1 P L2pGq. On se propose dans cette partie d’étudier la
décomposition en irréductibles de la représentation L2pGq.

Lemme 8.1. L’application L2pGq Ñ CrGs, f ÞÑ
ř

gPG fpg
´1qg et un isomor-

phisme de CrGs-modules.

Démonstration — L’application ψ de l’énoncé est clairement un isomorphisme
de C-espace vectoriel. Il ne reste qu’à voir que pour h P G et f P L2pGq on a
ψpRhpfqq “ hψpfq. On conclut car par changement de variables g ÞÑ hg on a

ψpRhpfqq “
ÿ

gPG

Rhpfqpg
´1
qg “

ÿ

gPG

fpg´1hqg “
ÿ

gPG

fpg´1
qhg “ hψpfq.

l
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D’après le Corollaire 4.18, on en déduit que toute représentation irréductible
U de G intervient dans L2pGq avec une multiplicité dimU . Nous allons raffiner ce
résultat en identifiant concrètement les composantes isotypiques de L2pGq. La notion
clé est celle de coefficient matriciel.

Définition 8.2. Soit U un CrGs-module de dimension finie. Pour u P U et
ϕ P U˚, on pose cu,ϕ : G Ñ C, g ÞÑ ϕpg.uq. Une application G Ñ C de cette forme
s’appelle un coefficient matriciel de U . On note CoeffpUq Ă L2pGq le sous-espace
vectoriel engendré par les coefficients matriciels de U .

Par exemple, si l’on choisit une base e “ pe1, . . . , enq de U , et si l’on pose

Mate ρUpgq “ pmi,jpgq q1ďi,jďn P GLnpCq,
alors pour tout 1 ď i, j ď n l’application G ÞÑ C, g ÞÑ mi,jpgq, est un coefficient
matriciel de U . En effet, on a mi,j “ cei,e‹j où les e‹i P U‹ désignent la base duale de
ei. Cela explique la terminologie. Comme l’application

(74) U ˆ U_ Ñ L2
pGq, pu, ϕq ÞÑ cu,ϕ,

est manifestement C-bilinéaire, on en déduit

(75) CoeffpUq “
ÿ

1ďi,jďn

Cmi,j.

Par exemple, le caractère χU “
řn
i“1mi,i est une somme de coefficients matriciels,

et on a χU P CoeffpUq. Comme deux représentation isomorphes ont même représen-
tations matricielles associés dans des bases convenables, on en déduit aussi que le
sous-espace CoeffpUq de L2pGq ne dépend que de la classe d’isomorphisme de U .

Lemme 8.3. Soit U un CrGs-module de dimension finie. Le sous-espace CoeffpUq
de L2pGq est un sous-CrGs module stable par les translations à gauche par G.

La translation à gauche par g P G est définie par Lgpfqphq “ fpg´1hq.

Démonstration — Pour g, h P H, u P U et ϕ P U_ on constate

(76) Rhpcu,ϕqpgq “ ϕpghuq “ chu,ϕpgq

et donc Rhpcu,ϕq “ chu,ϕ. Un calcul similaire montre Lhpcu,ϕq “ cu,h.ϕ. Cela montre
que CoeffpUq estG-stable dans L2pGq, stable également par les translations à gauche.
l

Lemme 8.4. Si U est un CrGs-module irréductible, alors CoeffpUq coïncide avec
la composante U-isotypique de L2pGq.

Démonstration — À ϕ P V ˚ fixé, l’application U Ñ L2pGq, u ÞÑ cu,ϕ, qui est C-
linéaire par bilinéarité de (74), est CrGs-linéaire par la Formule (76). En particulier,
si U est irréductible, chaque cu,ϕ non nul engendre une sous-représentation de L2pGq
isomorphe à U . Cela implique que CoeffpUq est inclus dans la composante isotypique
de U dans L2pGq.

Réciproquement, soit V Ă L2pGq une sous-représentation (irréductible) iso-
morphe à U . Montrons qu’elle est incluse dans CoeffpUq. Soit φ P V non nulle.
Il existe x P G tel que φpxq ‰ 0. Considérons la forme linéaire ϕ : L2pGq Ñ
C, f ÞÑ fpxq. Alors cφ,ϕ : G ÞÑ C, g ÞÑ φpxgq est dans CoeffpSq. Mais on a
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CoeffpSq “ CoeffpUq car U et S sont isomorphes. Ainsi Lxcφ,x.ϕ “ φ est aussi
dans CoeffpUq, puis S “ CrGs.φ Ă CoeffpUq, par le Lemme 8.4. l

Le résultat principal est alors le suivant :

Théorème 8.5. Soient S1, . . . , Sh des représentants des classes d’isomorphisme
de CrGs-modules irréductibles. On a une décomposition orthogonale

L2
pGq “

K
à

1ďiďh

CoeffpSiq,

ainsi que l’égalité dim CoeffpSiq “ pdimSiq
2 pour tout i “ 1, . . . , h.

Démonstration — Par unitarité (73), on peut écrire L2pGq comme somme directe
orthogonale de sous-représentations irréductibles. En regroupant entre eux les fac-
teurs isomorphes, on en déduit une décomposition

L2
pGq “

K
à

1ďiďh

Ui.

où Ui est une somme directe de sous-représentations irréductibles isomorphes à Si.
D’après la Proposition 3.14, Ui est la composante isotypique de Si dans L2pGq.
D’après le Lemme 8.4, on a donc Ui “ CoeffpSiq. D’après le Lemme 8.1 et le Corol-
laire 4.18, on a Ui » S‘dimSi

i , et en particulier, dimUi “ pdimSiq
2. l

Remarque 8.6. La Formule montre que l’égalité dim CoeffpUq “ pdimUq2 est
équivalente à dire que les n2 fonctions mi,j : G Ñ C loc. cit. sont C-linéairement
indépendantes, ou encore que les ρUpgq avec g P G engendrent linéairement EndCpUq.
Cela donne une autre démonstration du Théorème 7.6.

9. Complément III : Des théorèmes de Burnside et P. Hall

Le résultat suivant est connu pour être l’une des premières applications specta-
culaires de la théorie des caractères à la structure des groupes finis.

Théorème 9.1. (Burnside, 1904) Soit G un groupe fini d’ordre pa qb avec p, q
des nombres premiers et a, b P Zě0. Alors G est résoluble.

La démonstration qui suit est celle de Burnside. Il a fallu attendre 1972 pour
que H. Bender 6 en donne une seconde démonstration (pas franchement plus simple)
n’utilisant pas la théorie des caractères. La démonstration de Burnside repose sur le
résultat suivant, aussi dû à Burnside.

Théorème 9.2. (Burnside) Soit G un groupe fini possédant une classe de conju-
gaison de cardinal pn avec p premier et n ě 1. Alors G n’est pas simple.

Démonstration — (Théorème 9.2 ùñ Théorème 9.1) On raisonne par récurrence
sur |G|. Il suffit de montrer que G n’est pas simple. En effet, si H est un sous-groupe
distingué de G distinct de 1 et G, alors H et G{H sont d’ordre pa1qb1 ă |G|, et donc
résolubles par récurrence, ainsi donc que G par la Proposition 8.7 Chap. 4.

6. A group theoretic proof of Bunside’s paqb theorem, Math. Z. (1972).

https://eudml.org/doc/171744
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On peut supposer p ‰ q, ainsi que a, b ě 1, car un p-groupe non abélien n’est
pas simple (par exemple, son centre est non trivial). Soit g P G non central. On sait
que |Conj g| ą 1 est un diviseur de |G|. Par le Théorème 9.2, on peut supposer que
|Conj g| est multiple de pq pour tout g ‰ 1, car sinon G est simple.

Écrivons alors l’équation aux classes pour l’action de conjugaison de G sur lui-
même. On a |G| “ |ZpGq| `

řs
i“1 |Conj gi|, où g1, . . . , gs sont des représentants des

classes de conjugaisons non centrales de G. Alors pq divise |Conj gi| pour tout i “
1, . . . , s, et donc pq divise ZpGq, et ZpGq ‰ t1u : G n’est pas simple. l

Pour démontrer le Théorème 9.2, nous aurons besoin du lemme d’arithmétique
suivant.

Lemme 9.3. Soient λ1, . . . , λn P Cˆ des racines de l’unité. On suppose que 1
n
pλ1`

¨ ¨ ¨ ` λnq est non nul et dans Z. Alors tous les λi sont égaux.

Démonstration — Ce lemme admet une démonstration assez limpide lorsqu’on
dispose d’un peu de théorie des corps (voir le cours d’Algèbre 2 !). Pour être complet
nous en donnerons une démonstration directe, mais un peu technique, à la fin de
cette section. l

Démonstration — (du Théorème 9.2) Soit g avec |Conjpgq| “ pn comme dans
l’énoncé. La seconde relation d’orthogonalité (entre 1 et g) s’écrit

1`
ÿ

χPIrrGrt1u

χpgqχp1q “ 0.

Comme 1{p n’est pas dans Z, on en déduit qu’il existe χ ‰ 1 tel que

1

p
χp1qχpgq R Z.

En particulier, p ne divise par χp1q, et χpgq est non nul. Mais d’autre part, on sait
que 1

χp1q
|Conjpgq|χpgq est dans Z. Comme χp1q est premier à pn “ |Conjpgq|, on a

(77)
χpgq

χp1q
P Z.

En effet, soient a, b P Z avec aχp1q ` b|Conjpgq| “ 1 (Bezout). On a alors χpgq
χp1q

“

aχpgq ` b 1
χp1q
|Conjpgq|χpgq P Z par les Propositions 6.5 et 6.6.

Soit ρ : G Ñ GLpV q une représentation irréductible de caractère χ. D’après le
Lemme 9.3 (et la Proposition 4.8), la relation (77) implique que ρpgq a toutes ses
valeurs propres égales : c’est une homothétie. Comme les homothéties forment un
sous-groupe distingué de GLpV q, H :“ ρ´1pCˆidV q est un sous-groupe distingué de
G contenant g, donc non trivial. Si G est simple, on a H “ G, i.e. ρpHq Ă CˆidV ,
puis dimV “ 1 par irréductibilité de V . Ainsi χ est un caractère non trivial de degré
1. Si G est simple, le morphisme χ : G Ñ Cˆ est injectif, et donc G est abélien, ce
qui contredit l’existence d’une classe de conjugaison à ą 1 éléments. l
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Le théorème de Burnside admet la généralisation suivante, que nous avions sim-
plement énoncé au Chapitre 6 (Théorème 4.4).

Théorème 9.4. (P. Hall) Soit G un groupe fini. On suppose que pour tout divi-
seur n de |G| tel que n et |G|{n sont premiers entre eux, G possède un sous-groupe
d’ordre n. Alors G est résoluble

Reformulons l’hypothèse. Notons ΠpGq l’ensemble des diviseurs premiers dis-
tincts de |G|, de sorte que l’on a |G| “

ś

pPΠpGq p
vp . L’hypothèse du Théorème

ci-dessus est que pour tout sous ensemble fini π Ă ΠpGq, le groupe G possède un
sous-groupe d’ordre

ś

pPπ p
vp . Un tel sous-groupe s’appelle un π-sous groupe (de

Hall). On a déjà démontré au Chapitre 6 que si G est résoluble, alors il possède des
π-sous groupes pour tout π Ă ΠpGq, de sorte que le résultat ci-dessus est l’assertion
réciproque. Pour π “ tpu un singleton, un π-sous groupe de G est simplement un
p-Sylow. On sait qu’ils exisent toujours, par Sylow. Ainsi, si |ΠpGq| “ 2, les hypo-
thèses sont automatiquement satisfaites, et dans ce cas la conclusion (G résoluble)
est simplement le théorème de Burnside. Noter aussi que dans le cas |ΠpGq| “ 1,
i.e. G est un p-groupe, l’hypothèse est vide, et la conclusion vaut car les p-groupes
sont résolubles (Corollaire 1.9 Chap. 6).

Nous suivons la présentation du cours de Serre de la démonstration du théorème
de Hall. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 9.5. Soient G un groupe fini, et A et B deux sous-groupes de G d’indices
premiers entre eux. On a G “ AB et rA : AXBs “ rG : Bs.

Démonstration — En effet, par Lagrange l’indice rG : A X Bs est divisible par
rG : As et rG : Bs, et donc par leur produit rG : AsrG : Bs sous l’hypothèse de
l’énoncé. Regardons l’action naturelle de A par translations à gauche sur G{B. Le
stabilisateur de tBu P G{B est AXB. Mais toujours par Lagrange on a

|A{AXB| “ |A|{|AXB| “ rG : AXBs{rG : As “ |G{B|.

Cela démontre d’abord la formule de l’énoncé, et aussi que la A-orbite de tBu est
tout G{B, i.e. G “ AB. l

Nous aurons aussi besoin du critère suivant de résolubilité.

Proposition 9.6. (Wielandt) Soit G un groupe fini. On suppose que G possède
trois sous-groupes résolubles d’indices 2 à 2 premiers entre eux. Alors G est résoluble.

Démonstration — On raisonne par récurrence sur |G|. Soient H1, H2, H3 les trois
sous-groupes de l’énoncé. On peut supposer H1 ‰ t1u, car sinon H2 “ H3 “ G est
résoluble. Par un argument déjà vu dans le premier paragraphe de la démonstration
du Théorème 4.1 Chap. 6, comme H1 est résoluble il existe un nombre premier p
tel que H1 possède un sous-groupe abélien p-élementaire non trivial et distingué A.
Comme H2 et H3 ont des indices premiers entre eux, on peut supposer quitte à les
échanger que p ne divise par rG : H2s. Ainsi, H2 contient un p-Sylow S de G.

Par Sylow, il existe g P G tel que g´1Ag Ă S. Par le Lemme 9.5 on a G “ H1H2.
Comme A est distingué dans H1, tout conjugué de A (par un élément de G) est donc
de la forme h´1Ah avec h P H2. On a vu qu’il existe un tel conjugué dans S, donc
dans H2. Tous les conjugés de A sont donc inclus dans H2. Soit B le sous-groupe
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de G engendré par les gAg´1 avec g P G. Il est non trivial, distingué dans G, et
inclus dans H2, donc résoluble. Pour des raisons générales, l’image H 1

i de Hi dans
le groupe quotient G{B est d’indice divisant rG : His, et les H 1

i sont résolubles. Par
récurrence, G{B est résoluble, ainsi donc que G. l

Démonstration — (du Théorème de Hall) Pour p P ΠpGq, appelons p-complément
de G un π-sous groupe avec π “ ΠpGqrtpu. Démontrons, par récurrence sur |G|, que
si G possède un p-complément pour tout p P ΠpGq alors G est résoluble. Cet énoncé
entraîne manifestement le Théorème de Hall. Pour la même raison que ci-dessus, il
est clair pour |ΠpGq| “ 1, et résulte du théorème de Burnside pour |ΠpGq| “ 2.

On suppose donc que ΠpGq possède au moins 3 éléments distincts p1, p2, p3, et
on choisit H1, H2 et H3 des pi-compléments de G (ils existent par hypothèse). On
a en particulier |Hi| ă |G| pour tout i. D’après Wieldandt (Prop. 9.6), il suffit de
voir que chacun des Hi satisfait l’hypothèse de récurrence. Soient p P ΠpHiq et soit
H un p-complément de G. On a p ‰ pi par définition de Hi. Comme rG : His (une
puissance de pi) et rG : Hs (une puissance de p) sont premiers entre eux, on a
rHi : HXHis “ rG : Hs par le Lemme 9.5, et HXHi est un p-complément de Hi. l

Terminons, comme promis, par une démonstration relativement élémentaire du
Lemme 9.3. Il sera commode de dégager d’abord les deux énoncés suivants.

Lemme 9.7. Soient x1, . . . , xn et y1, . . . , ym dans C. On suppose que les poly-
nômes

śn
i“1pX ´ xiq et

śm
j“1pX ´ yjq sont dans QrXs. Alors on a aussi
ź

1ďiďn, 1ďjďm

pX ´ xi ´ yjq P QrXs.

Démonstration — Pour tout P P QrXs, on a
śn

i“1 P pX ´ xiq P QrXs. En effet,
le polynôme

śn
i“1 P pX ´Xiq P QrXsrX1, . . . , Xns est symétrique en les Xi, et donc

ses coefficients en X sont des polynômes à coefficients rationnels en les polynômes
symétriques élémentaires en les Xk. Mais les polynômes symétriques élémentaires
en les xi sont dans Q par hypothèse. On conclut en posant P “

śm
j“1pX ´ yjq. l

Soit x P C. On dit que x est algébrique s’il existe P P QrXs non nul avec
P pxq “ 0, ou autrement si Ix :“ tP P QrXs | P pxq “ 0u est ‰ t0u. Observons que
Ix est un idéal de QrXs (idéal annulateur de x), de sorte que s’il est non nul il est
principal de la forme pΠxq pour un unique polynôme unitaire Πx P QrXs, appelé
polynôme minimal du nombre algébrique x. C’est donc aussi le polynôme unitaire
de plus petit degré de QrXs annulant x.

Lemme 9.8. Soit x P C algébrique. On a x P Z si, et seulement si, Πx P ZrXs.

Démonstration — La condition est trivialement suffisante. Supposons donc x P Z.
Par hypothèse, il existe P P ZrXs unitaire avec P pxq “ 0. On a donc P P Ix, puis
Πx |P dans QrXs. En particulier, toute y de Πx dans C est racine de P , et donc
dans Z. Comme Z est un sous-anneau de C par la Proposition 6.3, on en déduit
Πx P ZrXs, et on conclut car on a ZrXs XQrXs “ ZrXs par la Proposition 6.2. l
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Démonstration — (du Lemme 9.3) Choisissons N ě 1 assez grand de sorte que
l’on ait λNi “ 1 pour tout 1 ď i ď n. Posons z “ 1

n
pλ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λnq. Chaque λi{n est

algébrique, car annulé par pnXqN ´ 1. Par le Lemme 9.7, le polynôme

(78) P pXq “
ź

ζ1,ζ2,...,ζnPµN

pX ´
ζ1 ` ζ2 ` ¨ ¨ ¨ ` ζn

n
q

est dans QrXs et annule z. En particulier, z est algébrique. Comme on a z ‰ 0 par
hypothèse, on a Πzp0q ‰ 0 sinon Πz{X serait dans Iz et de degré ă deg Πz. Mais
comme z est dans Z, on a aussi Πz P ZrXs d’après le Lemme 9.8, et donc au final
(79) Πzp0q P Z r t0u.
On vu P P Iz “ pΠzq et donc toute racine z1 de Πz dans C est de la forme 1

n
p
řn
i“1 λ

1
iq

avec les λ1i P µN pour tout i “ 1, . . . , n. Toute racine de Πz dans C est donc de module
ď 1`¨¨¨`1

n
“ 1. Mais le produit de ces racines est de norme ě 1 par (79), de sorte

que chacune est de norme 1, et en particulier |z| “ 1. Le cas d’égalité de l’inégalité
triangulaire dans C implique que les λi sont tous positivement proportionnels, et
donc égaux car ils sont de même module 1, ce que l’on voulait démontrer. l


