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5. Complément I : Polytopes réguliers (culturel)

Dans ce complément culturel, nous discutons des polyèdres de dimension gé-
nérale, aussi appelés polytopes. Deux belles références sont les livres de M. Berger
Géométrie (Tome 2, Chapitre 12), et de H. Coxeter Regular Polyopes.

Fixons E un espace euclidien. Un polytope de E est 17 un sous-ensemble P qui est
l’enveloppe convexe d’un ensemble fini non vide de points. Autrement dit, il existe
un entier m ě 1 et des points P1, . . . , Pm P E avec

P “ convpP1, . . . , Pmq :“ t
m
ÿ

i“1

λiPi | 0 ď λi et
m
ÿ

i“1

λi “ 1u.

Un polytope P a une dimension n, qui est celle de l’espace affine engendré par P ; on
parle alors de n-polytope. Un polytope de dimension 0, 1, 2, 3 ou 4 est communément
appelé respectivement point, segment, polygone, polyèdre ou polychore.

Définition 5.1. Une face d’un polytope P est une partie convexe non vide F Ă
P telle que pour tout x, y P P , si on a sx, yrXF ‰ H alors rx, ys Ă F .

Un peu de réflexion montre par exemple que dans le cas d’un solide P de Platon
(enveloppe convexe de ses sommets), les faces strictes de P sont non seulement les
faces de ce polyèdre au sens usuel, mais aussi ses arêtes et ses sommets. On reviendra
sur ce léger conflit de terminologie plus bas. Pour illustrer toutefois l’efficacité de la
définition ci-dessus de face, vérifions les propriétés suivantes :

Lemme 5.2. Soient T Ă E finie non vide et P “ convpT q le polytope engendré.

(i) Toute face F de P est de la forme convpT 1q avec T 1 “ T X F .
(ii) Le polytope P a au plus 2m ´ 1 faces avec m “ |T |.
(iii) Une face d’une face de P est une face de P .
(iv) Supposons f : E Ñ R affine, fpxq ě 0 pour tout x P P , et que l’hyperplan

H “ tx P E | fpxq “ 0u rencontre P . Alors P XH est une face de P .
(v) Soient F une face de P et A le sous-espace affine de E engendré par F .

Alors F est d’intérieur non vide dans A et on a P X A “ F .

Démonstration — Montrons le (i). Supposons que l’on ait f :“
ř

i λixi P F avec
0 ă λi pour tout i, les xi dans T distincts, et

ř

i λi “ 1 (et donc λi ă 1). On peut
alors écrire f “ λixi ` p1 ´ λiqyi avec yi “ 1

1´λi

ř

j‰i λjxj P P . Comme F est une
face, on en déduit xi P F . On a montré T 1 Ă F Ă convpT 1q, puis F “ convpT 1q car
F est convexe. Le (ii) se déduit du (i) et de ce que T a 2m ´ 1 parties non vides.

Montrons le (iii). Soient F une face de P et F 1 une face de F (un polytope par
le (i)). Soient x, y P P avec sx, yrXF 1 ‰ H. On a sx, yrXF ‰ H car F Ă F 1, et donc
rx, ys Ă F car F est une face de P , puis rx, ys Ă F 1 car F 1 est une face de F .

Montrons le (iv). La partie F “ P XH est convexe comme intersection de deux
convexes, non vide par hypothèse. Soient x, y P P avec sx, yrXF ‰ H. La restriction
de f au segment rx, ys est une fonction affine ě 0 et s’annule sur sx, yr. Elle est donc
constante égale à 0. Ainsi, on a rx, ys Ă H.

17. Il existe une seconde définition équivalente, ou duale, des polytopes : ce sont les parties
bornées du plan qui sont intersection finie de demi-espaces affines fermés. L’équivalence entre les
deux est utile et non triviale : voir le chapitre du livre de Berger susmentioné.
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Vérifions enfin le (v). L’inclusion F Ă AX P est évidente. Par l’algèbre linéaire,
F contient un repère affine e0, . . . , er de A (avec r “ dimF ). Par convexité, F
contient Convpte0, . . . , eruq qui est d’intérieur non vide dans A. Fixons x un point
dans cet intérieur. Soit y P A X P r F . Alors rx, ys est dans le convexe P X A et
sx, yr rencontre F X A par choix de x. On en déduit rx, ys Ă F car F est une face,
puis y P F . l

Remarque 5.3. Il est important de souligner que la réciproque du (i) est fausse.
Par exemple, les diagonales d’un carré ne sont pas des faces du carré.

On parle aussi de k-face pour face de dimension k. Une 0-face de P s’appelle
un sommet de P (ou point extrémal). Les sommets de P sont en nombre fini par le
(ii) du Lemme ci-dessus. On peut montrer que P est toujours l’enveloppe convexe
de ses sommets (théorème de Krein-Milman). D’après le (v), P est l’unique face
de dimension dimP . Enfin, une face de dimension dimP ´ 1 est appelée cellule de
P . On peut montrer que toute k-face de P avec k ă dimP est incluse dans une
k` 1-face de P . Au final, toute face de P s’insère dans un drapeau de P , c’est-à-dire
dans une suite de faces F0 Ă F1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Fn “ P avec dimFi “ i. On est maintenant
en mesure de définir un polytope régulier.

Définition 5.4. Un polytope P d’un espace euclidien E est dit régulier si l’ac-
tion naturelle de IsopP q sur l’ensemble des drapeaux de P est transitive.

Les polygones réguliers plans et les solides de Platon sont manifestement des
polytopes réguliers, de dimension respectives 2 et 3. Noter aussi qu’une face d’un
polytope régulier est un polytope régulier. De plus, pour tout n ě 0 les trois familles
infinies suivantes sont aussi des n-polytopes réguliers (notations de Coxeter) :

αn “ tpx0, . . . , xnq P Rn`1
ě0 |

n
ÿ

i“0

xi “ 1u,

γn “ r´1, 1sn,

βn “ tpx1, . . . , xnq P Rn
|

n
ÿ

i“1

|xi| ď 1u.

– Le polytope αn est appelé n-simplexe régulier. Il a n` 1 sommets (base cano-
nique εi de Rn`1) et n ` 1 cellules. Pour n ě 0 ces cellules sont définies par xi “ 0
et sont des n ´ 1-simplexes. Son groupe d’isométries est Sn`1 (permutation des co-
ordonnées). Pour n “ 0, 1, 2, 3 on trouve respectivement un point, un segment, un
triangle équilatéral et un tétraèdre régulier. Pour n “ 4, on l’appelle aussi 5-cellules
ou pentachore.

– Le polytope γn, avec n ě 1, est le n-hypercube ou simplement n-cube. Il a
2n sommets (les p˘1,˘1, . . . ,˘1q) et 2n cellules (définies par xi “ ˘1), qui sont
des n ´ 1-cubes pour n ą 1. Son groupe d’isométries est le groupe à 2nn! éléments
des permutations et changements de signes des coordonnées de Rn, c’est un produit
semi-direct t˘1un ¸ Sn. Pour n “ 0, 1, 2, 3 on trouve respectivement un point, un
segment, un carré et un cube. Pour n “ 4, on l’appelle aussi 8-cellules ou tesseract.

– Le polytope βn, avec n ě 1, est le n-hyperoctaèdre. Il a 2n sommets (les ˘εi) et
2n cellules (définies par

ř

i˘xi “ 1), qui sont des n´ 1-simplexes. Ce polytope est
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dual de γn en un sens naturel, et a donc même groupe d’isométries (le n-simplexe,
lui, est autodual). Pour n “ 0, 1, 2, 3 on trouve respectivement un point, un segment,
un carré et un octaèdre régulier. Pour n “ 4, c’est aussi le 16-cellules.

La relation d’équivalence que l’on met sur les polytopes est la relation de simi-
litude euclidienne. Les seuls isomorphismes entre les polytopes ci-dessus sont mani-
festement α1 » β1 » γ1 et β2 » γ2. On dispose enfin du résultat surprenant suivant,
démontré par Schläfli (» 1850) dans le cas n ě 4 (et connu d’Euclide pour n ď 3).

Théorème 5.5. À similitude près les n-polytopes réguliers sont :

(i) le point pour n “ 0, le segment pour n “ 1, les polygones réguliers pour
n “ 2, les solides de Platon pour n “ 3,

(ii) les trois polytopes αn, βn, γn pour n ě 4,

et trois polytopes supplémentaires pour n “ 4 :

(a) le 24-cellules, qui a 24 cellules octaèdres, 24 sommets et 96 arêtes et faces
triangulaires,

(b) le 120-cellules, qui a 120 cellules dodécaèdres, 600 sommets, 1200 arêtes et
720 faces pentagonales,

(c) et le 600-cellules, dual du 120-cellules, qui a 600 cellules tétraèdres, 120 som-
mets, 720 arêtes et 1200 faces triangulaires.

Nous renvoyons à Berger ou Coxeter pour une démonstration de ce théorème. Une
propriété mise en avant par Coxeter est que les groupes d’isométries des polytopes
réguliers sont engendrés par des réflexions. Pour deux belles animations représentant
le 120-cellules, nous renvoyons à aux chaînes youtube Henri Paul de Saint-Gervais
et DeltaSimplex.

Exemple 5.6. (Le 24-cellules) Considérons le 4-polytope P de R4 défini par
|xi ˘ xj| ď 1 pour tout 1 ď i ă j ď 4. Il n’est pas difficile de voir que, si tεiu est la
base canonique de R4, l’ensemble des sommets de P est constitué des 24 points

(45) ˘ εi et
1

2

4
ÿ

i“1

˘εi.

De même, on peut montrer que P a exactement 24 cellules, définies par l’une des 24
équations ˘xi˘ xj “ 1 avec i ‰ j. Ce sont des octaèdres réguliers. Par exemple, les
sommets de la face C de P définie par x1 ` x2 “ 1 sont, posant o “ 1

2
pε1 ` ε2q,

o`
1

2
pε1 ´ ε2q, o´

1

2
pε1 ´ ε2q et les o`

1

2
p˘ε3 ˘ ε4q,

et donc C est un octaèdre régulier de centre o. Le groupe IsopP q des isométries de P
contient le sous-groupe G d’ordre 244! constitué des permutations et changements de
signes des 4 coordonnées. Ce dernier, ainsi donc que IsopP q, permute transitivement
les 24 cellules de P . Le stabilisateur IsopP qC de C dans IsopP q s’identifie à un sous-
groupe de IsopCq » S4 ˆ t˘1u. Ainsi, |IsopP q| est un multiple de |G| “ 24 4! “ 384,
et divise 2 ¨ 242 “ 1152 “ 3 ¨ 384. Mais on observe que la symétrie orthogonale
exceptionnelle de vecteur ε1 ´ 1

2

ř

i εi préserve les sommets de P (Liste (45)) ; c’est
donc un élément de IsopP q r G. On a donc |IsopP q| “ 2.242 et IsopP qC » IsopCq.
En particulier, le polytope P est régulier. ˝

https://www.youtube.com/channel/UCEusNAJHZ6uKRoA3q8ApXfw/videos
https://www.youtube.com/user/DeltaSimplex/videos?view=0&sort=dd&shelf_id=0
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Contrairement au cas des polyèdres réguliers, il paraît impossible de classifier
les sous-groupes finis de Opnq quand n grandit. En effet, Sn se plonge dans Opnq
(permutations des coordonnées), et donc tous les groupes d’ordre n se plongent aussi
dans Opnq par Cayley. Dans le même esprit, on a le résultat suivant.

Proposition 5.7. Soient V un R-espace vectoriel de dimension finie et G un
sous-groupe fini de GLpV q. Il existe une structure d’espace euclidien sur V telle que
l’on a G Ă OpV q. En particulier, tout sous-groupe fini de GLnpRq est conjugué à un
sous-groupe de Opnq.

Démonstration — Soit f : V ˆ V Ñ R un produit scalaire sur V . Pour x, y P V on
pose x 9y “

ř

gPG fpgx, gyq. L’application px, yq ÞÑ x.y, V ˆV Ñ R, est manifestement
R-bilinéaire symétrique. Elle est définie positive car on a x ¨ x “

ř

gPG fpgx, gxq ě

fpx, xq et f est défini. Pour h P H on a hx.hy “ x.y par simple changement de
variable g ÞÑ gh´1 dans G. Ainsi, V est euclidien pour la norme

px.xq1{2 “ p
ÿ

gPG

‖gpxq‖2
q
1{2,

et pour cette norme on a G Ă OpV q. Pour la seconde assertion, on a montré que
si G Ă GLnpRq est un sous-groupe fini, il existe un produit scalaire sur V “ Rn

pour lequel G est constitué d’isométries. Soit e “ pe1, . . . , enq une base orthonormée
de Rn pour ce produit scalaire et P une matrice de passage entre e et la base
canonique de Rn. On a alors Matepgq “ PgP´1 (formule de changement de base) et
Matepgq P Opnq, donc PGP´1 Ă Opnq. l

Un dernier résultat amusant est que tout sous-groupe fini de Opnq est le groupe
d’isométries d’un polytope bien choisi de Rn (bien entendu, non régulier en général !).
Il s’agit d’un énoncé du folklore discuté par exemple dans ce post mathoverflow. Nous
en donnons ci-dessous une démonstration très inspirée de l’article Linear groups as
stabilizers of sets 18 de M. Isaacs, que nous avons élaborée lors de discussions avec
S. Bronstein.

Proposition 5.8. Soient E un espace euclidien et G Ă OpEq un sous-groupe
fini. Il existe un polytope P Ă E avec G “ IsopP q.

Démonstration — Choisissons d’abord une partie finie Y Ă E qui est stable par
G, qui engendre E, et qui vérifie ||y|| “ 1 pour tout y P E. Par exemple, si ε1, . . . , εn
est une base orthonormée de E, on peut prendre pour Y l’ensemble des gpεiq pour
g P G et i “ 1, . . . , n. Comme Y engendre E, l’action naturelle du groupe IsopY q
sur Y est fidèle, et donc IsopY q est fini (d’ordre ď |Y |!).

Pour chaque γ P IsopY q r t1u, le sous-espace Eγ Ă E des points fixes de γ est
strict, et donc la réunion finie YγPIsopY qrt1uEγ est de complémentaire infini dans E
(car R est infini !). On peut donc choisir v P E de norme 1, non dans Y , et fixé
par aucun élément non trivial de IsopY q. Notons X l’orbite de v sous l’action de G.
Vérifions que l’on a :
(46) IsopXq X IsopY q “ G.

En effet, l’inclusion G Ă IsopXq X IsopY q est évidente. Dans l’autre sens, si on a
γ P IsopXq X IsopY q, alors on a γpvq P X, et donc γpvq “ gpvq pour un certain

18. Proc. Amer. Math. Soc. 62, 28–30 (1976).

https://mathoverflow.net/questions/993/is-every-finite-group-a-group-of-symmetries
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g P G, puis g´1γ P IsopY q fixe v, et donc g´1γ “ 1 et γ “ g P G. Pour n ě 2 entier
considérons maintenant le sous-ensemble fini G-stable de E

Xn :“ Y Y p1´
1

n
qX.

Comme tous les éléments de Y sont de norme 1, et que ceux de p1 ´ 1
n
qX sont de

norme 1 ´ 1
n
P r1{2, 1r, on a IsopXnq “ IsopY q X IsopXq, puis G “ IsopXnq par

l’Égalité (46). On considère enfin le polytope

Pn “ ConvpXnq.

Notons Sn l’ensemble des sommets (ou points extrémaux) de Pn. On a les inclu-
sions évidentes G “ IsopXnq Ă IsopPnq Ă IsopSnq. Il suffit donc pour conclure de
démontrer qu’il existe n ě 1 tel que Sn “ Xn.

Mais on a Sn Ă Xn par le Lemme 5.2 (i). On a ||x|| ď 1 pour tout x P Xn,
||y|| “ 1 pour y P Y et aussi v R Y . Une norme euclidienne étant strictement
convexe, 19 on en déduit d’une part Y Ă Sn, et d’autre part v R ConvpY q. Comme
ConvpY q est compact, on en déduit p1 ´ 1{nqv R ConvpY q pour un n assez grand,
puis Y Ĺ Sn. Mais comme Sn est G-stable et inclus dans Xn, et que p1´ 1{nqX est
une G-orbite, on en déduit Xn “ Sn pour n assez grand. l

Remarque 5.9. Si G Ă OpEq est irréductible (i.e. ne préserve aucun sous-
espace strict), n’importe quelle orbite non nulle Y de G dans E engendre E, de
sorte que l’on peut choisir pour Y une seule G-orbite dans la preuve ci-dessus, puis
un polytope P dont les sommets forment deux orbites sous G. En général, on ne peut
pas trouver de polytope P tel que G “ IsopP q et dont les sommets ne forment qu’une
seule G-orbite, comme le montre le cas de la dimension 2 et d’un sous-groupe fini
non diédral (voir l’Exercice 5.5). Un argument assez simple et donné par Isaacs loc.
cit. montre que c’est toutefois possible si G agit irréductiblement sur le complexifié
de E. 20

6. Complément II : Frises et papiers peints (culturel)

On considère dans ce complément le groupe Isop2q de toutes les isométries du
plan euclidien P “ R2. Soit g une telle isométrie. Notons F Ă P le sous-ensemble
des points fixes de g (le vide, ou un sous-espace affine). On montre aisément qu’il y
a exactement 5 cas possibles (exclusifs) :

(Identité) dimF “ 2 et g “ idP ,
(Symétrie) dimF “ 1 et g est la symétrie sF par rapport à la droite affine F ,
(Rotation) dimF “ 0 et g est une rotation non triviale de centre F ,
(Translation) F “ H et g est une translation non triviale,
(Symétrie glissée) F “ H et il existe une droite affine D telle que g est la

composée de la symétrie sD et d’une translation non triviale préservant D.

19. Si on a x, y P E distincts et λ P r0, 1s vérifiant ||x|| ď 1, ||y|| ď 1 et ||λx ` p1 ´ λqy|| “ 1,
alors on a ||x|| “ ||y|| “ 1 et soit λ “ 0, soit λ “ 1 (cas d’égalité triangulaire). En particulier, pour
toute partie finie S Ă E avec ||s|| ď 1 pour tout s P S, les éléments de norme 1 de S sont parmi
les sommets de ConvpSq.
20. Voir aussi l’article de László Babai, Symmetry groups of vertex-transitive polytopes, Geome-

triae Dedicata 6, 331–337 (1977), pour d’autres résultats.
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Les deux types de symétries ci-dessus sont indirectes (i.e. envoient un repère direct
sur un repère indirect), et les autres sont directs (on parle aussi de déplacements).
Toute isométrie est produit d’au plus 3 symétries. On a une suite exacte

1 Ñ Tp2q ÝÑ Isop2q
g ÞÑ

Ñ
g

ÝÑ Op2q Ñ 1,

où Tp2q désigne le sous-groupe des translations de R2, naturellement isomorphe à
R2. Le sous-groupe Op2q Ă Isop2q est d’ailleurs un complément de Tp2q dans Isop2q.
Les isométries directes de Isop2q forment un sous-groupe d’indice 2, à savoir

Iso`p2q “ tg P Isop2q | det
Ñ
g “ 1u.

On va s’intéresser aux sous-groupes (éventuellement infinis) discrets de Isop2q,
c’est-à-dire qui ne contiennent pas de translation de vecteur arbitrairement petit,
ou encore de rotation d’angle arbitrairement petit. Comme nous le verrons, ce sont
les groupes d’isométries de certains motifs réguliers du plan. Fixons G Ă Isop2q un
sous-groupe discret. On pose G` “ GX Iso`p2q (un sous-groupe de G d’indice 1 ou
2). Par définition, GXTp2q est un sous-groupe discret de R2, il y a donc exactement
trois possibilités pour ce sous-groupe : il est soit t0u, soit isomorphe à Z, soit à Z2.

Cas (a) G X Tp2q » t0u : il n’y a pas de translation dans G. Dans ce cas, G
est fini et conjugué à un sous-groupe fini de Op2q. En effet, tout élément non trivial
de G` est alors une rotation, et il suffit de voir que toutes ces rotations ont même
centre. Mais la suite exacte ci-dessus, et la commutativité de SOp2q, montrent que
pour a, b P Iso`p2q le commutateur ra, bs est dans Tp2q. Ainsi, G` est commutatif,
et on conclut car deux rotations qui commutent ont même centre.

Cas (b) GXTp2q » Z. Dans ce cas, on dit que G est un groupe de frise. Il n’est
pas très difficile de montrer qu’à conjugaison près dans Isop2q, il y en a exactement
7, à savoir les groupes d’isométries des 7 frises de la Figure 5 ci-après. Noter que

Figure 5. Les 7 types de frises

GXTp2q “ Zv engendre une droite privilégiée dans R2, appelée direction de la frise,
disons D. L’axe d’une symétrie s P G est donc soit parallèlle à D (cas svs´1 “ v,
dit horizontale) soit perpendiculaire à D (cas svs´1 “ ´v, dit vertical). Comme
dans cette intéressante video de M. Launay, notons H, V, R et G respectivement, la
propriété pour une frise de posséder une réflexion horizontale, verticale, une rotation
(nécessairement d’angle π) ou une symétrie glissée. Une inspection, résumée dans
la première ligne du tableau ci-après, montre que ces propriétés distinguent les 7
frises ci-dessus. Leurs groupes d’isométries sont donc non conjugués dans Isop2q.
Nous invitons le lecteur à vérifier que la classe d’isomorphisme des 7 groupes de
frise ci-dessus est bien celle indiquée dans le tableau. On a noté Z¸Z{2Z le produit
semi-direct défini par l’involution x ÞÑ ´x de Z.

https://www.youtube.com/watch?v=nK4sswYCKVE
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frise rose beige verte bleue turquoise jaune rouge

propriétés V HG G R VRG HVRG

G Z Z¸ Z{2Z Zˆ Z{2Z Z Z¸ Z{2Z Z¸ Z{2Z pZ¸ Z{2Zq ˆ Z{2Z

G` Z Z Z 2Z Z¸ Z{2Z 2Z¸ Z{2Z Z¸ Z{2Z

Table 1. Les groupes d’isométries des 7 types de frises.

Cas (c) G X Tp2q » Z2. Dans ce cas, on dit que G est un groupe de papier
peint. Ce cas est plus complexe. Feodorov et Polya ont montré indépendamment
qu’à conjugaison près dans Isop2q, il y en a exactement 17, représentés en Figure 6
ci-dessous (voir aussi cette intéressante video).

Figure 6. Pòlya, Über die Analogie der Kristallsymmetrie in der
Ebene (1924)

https://www.youtube.com/watch?v=N5DGzm7xHRA
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7. Complément III : Groupes unitaires et un théorème de Jordan

Ce complément a pour but 21 d’introduire la géométrie hermitienne, analogue
complexe naturel de la géométrie euclidienne, ainsi que le groupe de symétries na-
turellement associé : le groupe unitaire. Le groupe unitaire de l’espace hermitien
standard Cn peut être simplement défini comme étant le sous-groupe suivant

Upnq “ tg P GLnpCq | tgg “ 1nu

de GLnpCq. À bien des égards il est plus simple à étudier que le groupe orthogonal,
essentiellement car tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel admet une droite
propre. Par exemple, il est toujours connexe et il se comporte de la même manière
en dimensions paires et impaires. En guise d’illustration, nous en donnerons une
application à la démonstration d’un théorème classique de Jordan.

7.1. Normes hermitiennes. Comme on a R Ă C, tout C-espace vectoriel es-
pace vectoriel V peut-être vu comme un R-espace vectoriel ("de dimension double")
par restriction des scalaires. Pour des raisons de clarté, on notera V 5 ce R-espace
vectoriel sous-jacent, même si bien sûr on a V 5 “ V en tant qu’ensembles. On note
| ¨ | la valeur absolue usuelle sur C.

Définition 7.1. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie. Une norme
hermitienne sur V est une norme euclidienne ‖¨‖ sur V 5 vérifiant ‖λv‖ “ |λ|‖v‖
pour tout λ P C et v P V . Un espace hermitien est un C-espace vectoriel V de
dimension finie muni d’une norme hermitienne.

L’exemple fondamental de norme hermitienne est la valeur absolue sur C (vu
comme C-espace vectoriel de dimension 1). En effet, on a |x ` iy|2 “ x2 ` y2 pour
x, y P R et |λλ1| “ |λ||λ1| pour λ, λ1 P C. Plus généralement :

Exemple 7.2. L’espace hermitien standard de dimension n est l’espace V “ Cn

muni de la norme ‖¨‖ définie par ‖pz1, . . . , znq‖2 “
řn
j“1 |zj|

2. En effet, si ε1, . . . , εn
est la C-base canonique de Cn, alors ε1, iε1, . . . , εn, iεn est une R-base de pCnq5 et on
a pour x1, . . . , xn, y1, . . . , yn P R on a ‖

řn
j“1 pxj εj ` yj i εj q‖2 “

řn
j“1 x

2
j ` y2

j qui
est une norme euclidienne, et on a ‖λv‖ “ |λ|‖v‖ pour λ P C et v P V .

Si V est un espace hermitien pour ‖¨‖, alors V 5 est par définition un espace
euclidien. Si x.y désigne le produit scalaire sur V 5 vérifiant x.x “ ‖x‖2 pour tout
x P V , la propriété ‖λx‖ “ |λ|‖x‖ pour tout λ P C et x P V implique que pour
tout x, y P V et λ P C on a λx ¨ λy “ |λ|2x.y par polarisation. En particulier, si
W Ă V est un sous C-espace vectoriel, son orthogonal WK dans V 5 est encore un
sous C-espace vectoriel, vérifiant W K WK “ V 5. Nous reviendrons plus en détail
sur l’algèbre bilinéaire derrière ces considérations un peu plus loin. Utilisons déjà
ces remarques pour voir que les normes hermitiennes admettent une caractérisation
similaire à celle des normes euclidiennes.

Proposition 7.3. Soit pV, ‖¨‖q un C-espace vectoriel normé de dimension finie
n ě 1. Il y a équivalence entre :

21. Le contenu de ce complément a pendant longtemps fait partie du programme de mathéma-
tique spéciale, mais n’a pas survécu aus derniers changements de programme. Le point de vue
adopté suppose le lecteur familier avec la géométrie euclidienne.
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(i) ‖¨‖ est une norme hermitienne sur V ,
(ii) il existe une C-base e1, . . . , en de V telle que pour tout λ1, . . . , λn P C on ait

(47) ‖
n
ÿ

i“1

λiei‖2
“

n
ÿ

i“1

|λi|
2.

Une base e1, . . . , en de V comme au (ii) est appelée base orthonormée de pV, ‖¨‖q.

Démonstration — Le fait que (ii) entraîne (i) est immédiat par l’Exemple 7.2.
Supposons (i) et montrons (ii) par récurrence sur n. La restriction de la norme
hermitienne de V à tout sous-espace W de V est encore une norme hermitienne sur
W par définition. Choisissons pourW un hyperplan. Par les remarques ci-dessus, on
a V 5 “ W K WK et WK est un sous C-espace vectoriel de W , nécessairement une
droite. Pour tout w P W et w1 P WK on a ‖w `w1‖2 “ ‖w‖2 ` ‖w1‖2 par définition.
Ainsi, si e1, . . . , en´1 est une base orthonormée de W choisie par récurrence, et si
en P W

K est un vecteur de norme 1, alors e1, . . . , en est une base orthonormée de V .
l

Remarque 7.4. Par définition, une C-base e1, . . . , en de l’espace hermitien V
est orthonormée si, et seulement si, la R-base e1, . . . , en, ie1, . . . , ien est orthonormée
dans l’espace euclidien V 5.

7.2. Groupe unitaire d’un espace hermitien. Le groupe GLpV q des bijec-
tions C-linéaires d’un C-espace vectoriel V est un sous-groupe du groupe GLpV 5q
des bijections R-linéaires de V .

Définition 7.5. Si V un espace hermitien, le groupe unitaire de V est le sous-
groupe des isométries C-linéaires de l’espace euclidien V 5 ; on le note UpV q. Autre-
ment, on a UpV q “ GLpV q X OpV 5q dans GLpV 5q. On pose aussi SUpV q “ tg P
UpV q | det g “ 1u (groupe spécial unitaire de V ).

Par exemple, si C est vu comme espace hermitien de dimension 1 comme ci-
dessus, alors UpCq est le groupe des homothéties de rapport λ P Cˆ avec |λ| “ 1. Il
est donc isomorphe à S1. En guise de première application de cette notion donnons
une variante complexe de la Proposition 5.7 parfois appelée astuce unitaire de Weyl.

Proposition 7.6. Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie et G Ă

GLpV q un sous-groupe fini. Il existe une norme hermitienne sur V pour laquelle on
a G Ă UpV q.

Démonstration — Soit ‖¨‖ une norme hermitienne quelconque sur V (définie par
exemple par la Formule (47) dans une base e1, . . . , en arbitraire de V ). La démons-
tration de la Proposition 5.7 montre que Npxq “ p

ř

gPG‖gpxq‖2 q1{2 est une norme
euclidienne sur V 5 vérifiant G Ă OpV 5q. Comme on a ‖λv‖ “ |λ|‖v‖, on a aussi
Npλvq “ |λ|Npvq. l

Comme dans le cas du groupe orthogonal, on a la caractérisation suivante :

Proposition 7.7. Soient V un espace hermitien, e1, . . . , en une base orthonor-
mée de V , et g P GLpV q. On a g P UpV q si, et seulement si, gpe1q, . . . , gpenq est une
base orthonormée de V .
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Démonstration — Soient λ1, . . . , λn P C et v “
řn
j“1 λjej. On a gpvq “

řn
j“1 λjgpejq.

Pour g P UpV q, on a ||gpvq||2 “ ||v||2 “
řn
j“1 |λj|

2, et donc gpeq :“ pgpe1q, . . . , gpenqq

est orthonormée. Réciproquement, si gpeq est orthonormée on a ||gpvq||2 “ ||v||2 pour
tout v P V et donc g P UpV q. l

La proposition suivante fait que la structure du groupe unitaire à tendance à
être plus simple que celle du groupe orthogonal.

Proposition 7.8. Soient V un espace hermitien et g P UpV q. Alors g est dia-
gonalisable dans une base orthonormée de V .

Démonstration — Observons d’abord que si W Ă V est un sous C-espace vectoriel
vérifiant gpW q “ W , alors son orthogonal WK (un sous-C-espace vectoriel de V en
somme directe avec W dans V ) vérifie gpWKq “ WK, car on a UpV q Ă OpV 5q.

Ceci étant dit, comme V est un C-espace vectoriel de dimension finie alors g
admet un vecteur propre e1. On a e1 ‰ 0 donc ||e1|| ‰ 0, et quitte à remplacer e1 par
e1{||e1|| on peut supposer ||e1|| “ 1. Posons D “ Ce1 et H “ DK, de sorte que l’on a
une décomposition V “ D K H. Munissant l’hyperplan H de la norme hermitienne
induite par celle de V , on a clairement g|H P UpHq, et donc une base orthonormée
e2, . . . , en dans laquelle g est diagonalisable par récurrence sur n “ dimV . La base
e1, . . . , en de V est manifestement orthonormée, et diagonalise g. l

Si e “ pe1, . . . , enq est une base orthonormée de l’espace hermitien V , on note
Te le sous-groupe des éléments g P UpV q préservant chacune des droites Cei. On a
donc gpeiq “ λipgqei avec λipgq P Cˆ de module 1, et l’application

Te Ñ pS1
q
n, g ÞÑ pλ1pgq, . . . , λnpgqq

est un isomorphisme de groupes.

Corollaire 7.9. On a UpV q “ YeTe, la réunion portant sur les bases ortho-
normées e de V . En particulier, UpV q est une partie connexe par arcs de EndCpV q.

Démonstration — Le premier point est une traduction de la Proposition 7.8. Pour le
second, il suffit de voir que chaque Te est connexe par arcs car on a 1 P TeXTf pour
tout e, f . Mais dans la base e, Te s’identifie au sous-groupe des matrices diagonales
à coefficients dans S1, qui est bien connexe par arcs dans MnpCq. l

Remarque 7.10. (Tores maximaux) Un sous-groupe de UpV q de la forme Te

est appelé tore maximal, de sorte que UpV q est réunion de ses tores maximaux.
Noter que si f est une autre base orthonormée de e, on a f “ gpeq pour un unique
g P UpV q par la Proposition 7.7, puis Tf “ gTeg

´1 par le principe de conjugaison :
deux tores maximaux sont conjugués. Ces éléments de structure de UpV q s’étendent
aux groupes orthogonaux : voir les Exercices 5.25 et 5.26.
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7.3. Produits scalaires hermitiens et écritures matricielles. Soit V un
C-espace vectoriel de dimension n ě 1. Comme on l’a déjà dit, se donner une norme
hermitienne sur V est la même chose que se donner un produit scalaire x.y sur V 5
vérifiant λx.λy “ |λ|2x.y. Le concept de forme hermitienne est une linéarisation plus
souple de cette condition. Il permettra notamment d’écrire simplement les équations
définissant UpV q dans EndCpV q.

Une forme sesquilinéaire 22 sur un C-espace vectoriel V est une application R-
bilinéaire f : V ˆ V Ñ C telle que pour tout x, y P V et tout λ P C on a

fpλx, yq “ λfpx, yq et fpx, λyq “ λfpx, yq.

Soient f une telle forme et e “ pe1, . . . , enq une C-base de V . On appelle matrice de
Gram de f dans la base e la matrice Gramef :“ pfpei, ejqq1ďi,jďn P MnpCq. Soient
X “ pxiq et Y “ pyjq dans Cn (vecteurs colonnes) et M “ Gramef , on a alors

(48) fp
ÿ

i

xiei,
ÿ

j

yjejq “
ÿ

i,j

xiyj fpei, ejq “
tXM Y .

Réciproquement, tout M P MnpCq définit par cette même formule une unique forme
sesquilinéaire f sur V avec Gramef “ M . Une matrice M P MnpCq est dite hermi-
tienne, ou auto-adjointe, si on a tM “M .

Proposition-Définition 7.11. Soient V un C-espace vectoriel de dimension
finie n et f une forme sesquilinéaire sur V . Il y a équivalence entre :

(i) fpx, xq P R pour tout x P V ,
(ii) fpy, xq “ fpx, yq pour tout x, y P V ,
(iii) il existe une base e de V telle que Grame f est hermitienne,
(iv) pour toute base e de V , Grame f est hermitienne.

Sous ces hypothèses on dit que f est hermitienne.

Démonstration — Les implications (ii) ùñ (iv) ùñ (iii) sont triviales, et
(iii) ùñ (ii) découle de l’identité (48). De plus, l’implication (ii) ùñ (i) est
claire. Supposons (i). Appliquée à x, y et x ` y on trouve fpx, yq ` fpy, xq P R
pour tout x, y P V , puis = fpy, xq “ ´= fpx, yq. Remplaçant x par ix on en déduit
< fpy, xq “ < fpx, yq, puis (ii). l

Définition 7.12. Un produit scalaire hermitien sur V est une forme sesquili-
néaire hermitienne f qui est positive, i.e. avec fpx, xq ě 0 pour tout x P V , et définie
i.e vérifiant fpx, xq “ 0 ùñ x “ 0.

L’exemple fondamental de produit scalaire hermitien, dans lequel on a V “ C
(C-espace vectoriel de dimension 1), est fpx, yq “ xy. Plus généralement :

Exemple 7.13. Le produit scalaire hermitien standard sur Cn est fpx, yq “
ř

j xjyj. Sa matrice dans la base canonique ε1, . . . , εn est In.

Si f est un produit scalaire hermitien sur le C-espace vectoriel de dimension
finie V , alors g :“ < f est un produit scalaire euclidien sur V 5. De plus, on a
fpλx, λxq “ |λ|2fpx, xq et fpx, xq “ gpx, xq pour tout λ P C et tout x P V . Ainsi,
l’application Nf : V Ñ Rě0, x ÞÑ fpx, xq1{2, est une norme hermitienne sur V .

22. Comprendre linéaire (d’un côté) et semi-linéaire (de l’autre).
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Proposition 7.14. Soit V un C-espace vectoriel de dimension finie. L’applica-
tion f ÞÑ Nf est une bijection entre produits scalaires hermitiens sur V et normes
hermitiennes sur V .

Démonstration — On vient de voir que si f est un produit scalaire hermitien sur
V alors Nf pxq “ fpx, xq1{2 est une norme hermitienne sur V . Notons que le produit
scalaire euclidien x.y sur V 5 associé à Nf vérifie nécessairement

x.y :“
1

2
pNf px`yq

2
´Nf pxq

2
´Nf pyq

2
q “

1

2
pfpx`y, x`yq´fpx, xq´fpy, yqq “ <fpx, yq.

On a donc aussi =fpx, yq “ <fpx, iyq “ x.iy, puis pour tout x, y P V ,

fpx, yq “ x.y ` i x.iy.

ce qui montre que f ÞÑ Nf est injective. Réciproquement, si N est une norme
hermitienne sur V , notons x.y “ 1

2
pNpx` yq2 ´Npxq2 ´Npyq2q le produit scalaire

euclidien associé sur V 5. On pose fpx, yq “ x.y ` i x.iy. C’est une application
R-bilinéaire V ˆ V Ñ C. Pour tout x, y, v P V , on a Npivq “ Npvq et donc

ix.iy “ x.y et x.iy “ ´ix.y “ ´y.ix.

Cela montre fpix, yq “ ifpx, yq, fpx, iyq “ ´ifpx, yq et fpy, xq “ fpx, yq : la forme
f est sesquilinéaire hermitienne. On a fpx, xq “ x.x car x.ix “ ´x.ix “ 0, elle est
donc définie positive et vérifie Nf “ N . l

Soit V un espace hermitien de norme hermitienne N . Ainsi, de manière analogue
au cas euclidien, on parlera de la forme hermitienne f associée à N , ou encore de
la forme hermitienne de V . Comme on l’a vu, f et N se déduisent l’une de l’autre
par les formules

Npxq2 “ fpx, xq, 2<fpx, yq “ Npx` yq2 ´Npxq2 ´Npyq2, =fpx, yq “ <fpx, iyq,
celle du milieu étant appelée identité de polarisation. Posons x.y “ <fpx, yq. On
prendra garde que la relation x.y “ 0 n’implique pas nécessairement fpx, yq “ 0,
mais seulement fpx, yq P iR. Toutefois, on a le résultat suivant :

Lemme 7.15. Soit V un espace hermitien de norme N , de forme hermitienne
f , et de produit scalaire euclidien associé x.y “ <fpx, yq. Soit W Ă V un sous
C-espace vectoriel, et WK :“ tv P V | v.w “ 0, @w P W u son orthogonal. On a

WK
“ tv P V | fpv, wq “ 0, @w P W u “ tv P V | fpw, vq “ 0, @w P W u,

et WK est un sous-C-espace vectoriel de V .

Démonstration — En effet, on a iW Ă W et fpv, wq “ 0 si et seulement si
v.w “ 0 et v.iw “ 0. De plus, la relation fpv, wq “ fpw, vq montre fpv, wq “ 0 ðñ

fpw, vq “ 0. l

La propriété pour une C-base de V d’être orthonormée s’exprime aussi de manière
très naturelle en terme de la forme hermitienne :

Proposition 7.16. Soient V un espace hermitien de dimension n, de forme
hermitienne f , et e “ pe1, . . . , enq une C-base de V . Alors e est orthonormée si, et
seulement si, on a Gramef “ In.
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Démonstration — Par la Remarque 7.4, e est orthonormée si, et seulement si, pour
tout 1 ď k, l ď n on a ek.el “ δk,l et ek.iel “ 0. C’est équivalent à fpek, elq “ δk,l
pour tout 1 ď k, l ď n, i.e à Gramef “ In. l

Terminons par décrire le groupe unitaire standard de rang n. On pose

Upnq “ tg P GLnpCq | tgg “ Inu.

L’application g ÞÑ tg´1 étant un automorphisme du groupe GLnpCq, on constate
que Upnq est un sous-groupe de GLnpCq (le sous-groupe des points fixes).

Proposition 7.17. Soient V un espace hermitien de forme hermitienne f , et e
une base orthonormée de V .

(i) Pour g P GLpV q on a g P UpV q ðñ fpgpxq, gpyqq “ fpx, yq, @x, y P V .
(ii) L’application g ÞÑ Mateg est un isomorphisme de groupes entre UpV q et

Upnq.

Démonstration — Montrons le (i). Si on a fpgpxq, gpyqq “ fpx, yq, @x, y P V alors
on a bien g P UpV q en prenant x “ y. Réciproquement, si on suppose g P UpV q, et si
on note x.y le produit scalaire euclidien de V 5, on a gx.gy “ x.y pour tout x, y P V ,
puis fpgx, gyq “ gx.gy ` i gx.igpyq “ fpx, yq car on a gpiyq “ igpyq.

Quelque soit la base e, on sait que l’application g ÞÑ Mateg est un isomorphisme
GLpV q

„
Ñ GLnpCq. Vérifions qu’elle identifie UpV q à Upnq. Notons Xpvq P Cn le

vecteur colonne des coordonnées de v P V dans la base e. Fixons g P GLpV q et
posons P “ Mate g. Le calcul matriciel affirme Xpgvq “ P Xpvq. Ainsi, la relation
fpgpxq, fpgpyqq “ fpx, yq pour tout x, y P V s’écrit matriciellement

tX Y “ t
pPXqPY “ tX ptPP qY , @X, Y P Cn.

Mais cela équivaut à tPP “ In, i.e. P P Upnq. l

Ainsi, le groupe Upnq s’identifie naturellement au groupe unitaire UpCnq de l’es-
pace hermitien standard Cn, dont la base canonique est orthonormée. On pose aussi

SUpnq “ tg P Upnq | det g “ 1u.

Le choix d’une base orthonormée de V identifie bien entendu SUpV q à SUpnq, avec
n “ dimV . On a SUp1q “ t1u. Montrons pour finir

SUp2q “ t

„

α ´β
β α



| α, β P C, |α|2 ` |β|2 “ 1u “ Spp1q.

En effet, l’égalité de droite a déjà été vue (Remarque 2.3). Pour celle de gauche,
considérons g “

”

α γ

β δ

ı

P SL2pCq. On a g´1 “

”

δ ´γ

´β α

ı

, puis tg´1 “ g si, et

seulement si, δ “ α et γ “ ´β. La relation det g “ 1 s’écrit alors |α|2 ` |β|2 “ 1.

Corollaire 7.18. Tout sous-groupe fini de GLnpCq est conjugué à un sous-
groupe de Upnq.

Démonstration — Soit G Ă GLnpCq un sous-groupe fini. D’après la Proposition 7.6,
G est inclus dans le groupe unitaire d’une norme hermitienne N bien choisie sur Cn.
D’après la Proposition 7.3, il existe une base e de Cn orthonormée pour N . Si P est
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une matrice de passage entre e et la base canonique de Cn, la Proposition 7.17 (ii)
implique PGP´1 Ă Upnq. l

7.4. Une application à un théorème de Jordan. C’est le théorème suivant :

Théorème 7.19. Soit n ě 1 un entier. Il existe une constante cpnq telle que
pour tout sous-groupe fini G Ă GLnpCq, il existe un sous-groupe abélien distingué
A Ă G avec |G{A| ď cpnq.

Remarque 7.20. (i) Il existe des sous-groupes finis arbitrairement grands
dans GLnpCq. Par exemple pour tout m ě 1 on a le sous-groupe Gm,n, de
cardinal mnn!, des matrices ayant un seul coefficient non nul par ligne et par
colonne, et appartenant à µm. Le sous-groupe » µnm des matrices diagonales
de Gm,n est abélien, distingué et d’indice n! (qui ne dépend que de n).

(ii) Le théorème implique aussi qu’un sous-groupe fini simple non abélien de
GLnpCq est de cardinal ď cpnq. En particulier, GLnpCq ne contient qu’un
nombre fini de classes d’isomorphie de sous-groupes simples finis non abéliens.

La démonstration que nous donnons ci-dessous du théorème de Jordan est très
inspirée de l’exposition de T. Tao dans cette entrée de son blog. D’après le Corol-
laire 7.18, on peut supposer G Ă Upnq dans l’énoncé du théorème. Soit pV, ||¨||q un
espace hermitien. On munit EndCpV q de la norme triple

|||u||| “ SuptvPV, ||v||“1u ||upvq||

subordonnée à ||¨||. Pour u P EndCpV q et g P UpV q on a |||gu||| “ |||ug||| “ |||u|||. Si
G Ă UpV q est un sous-groupe, et pour ε ą 0 un réel, on note Gε le sous-groupe de
G engendré par les g P G avec |||g ´ 1||| ă ε.

Lemme 7.21. Soient V un espace hermitien de dimension n, G Ă UpV q un
sous-groupe, et ε un réel ą 0. Alors Gε est un sous-groupe distingué de G et on a

|G{Gε| ď p1` 2{εq2n
2

.

Démonstration — Le sous-groupe Gε est engendré par les g P G avec |||g ´ 1||| ă ε.
Pour voir que Gε est distingué dans G, il suffit donc de monter que pour g, h P
G avec |||g ´ 1||| ă ε on a |||hgh´1 ´ 1||| ă ε. Mais c’est évident par les égalités
|||hgh´1 ´ 1||| “ |||hg ´ h||| “ |||g ´ 1|||.

Pour majorer le cardinal de |G{Gε| on utilise un argument de volume. Considé-
rons une partie finie X Ă G vérifiant |||x´ y||| ě ε pour tout x, y P X distincts ; une
telle partie sera dite ε-séparée. 23 Soit Br Ă EndCpV q la boule ouverte de centre 0 de
rayon r ą 0 pour |||¨|||. Fixant une mesure de Lebesgue vol sur EndCpV q, on a

vol Br “ c r2n2

pour tout r ą 0,

où c est un certaine constante ą 0. Par l’inégalité triangulaire, les |X| parties de la
forme x ` Bε{2 Ă EndCpV q avec x P X sont disjointes. Elle sont de même volume
vol Bε{2, et on a x` Bε{2 Ă B1`ε{2 car |||x||| “ 1 pour tout x P X. On en déduit

|X| ď volpB1`ε{2q{volpBε{2q “
p1` ε{2q2n

2

pε{2q2n2 “ p1` 2{εq2n
2

.

23. Voir l’Exercice 1.6 Chap. 1 pour des considérations élémentaires sur cette notion.

https://terrytao.wordpress.com/2010/02/18/a-proof-of-gromovs-theorem/


168 5. GROUPES ET SYMÉTRIES

Choisissons maintenant une partie X Ă G qui est ε-séparée et de cardinal maximal :
c’est possible par l’inégalité ci-dessus. Soit g P G. Il existe x P X avec |||g ´ x||| ă ε,
sinon XYtgu Ă G serait ε-séparée et de cardinal ą |X|. On a donc |||x´1g ´ 1||| ă ε,
puis x´1g P Gε, i.e. g P xGε. On a montré que l’application X Ñ G{Gε, x ÞÑ xGε,
est surjective, puis |G{Gε| ď |X| ď p1` 2{εq2n

2 . l

Le deuxième ingrédient clé est le lemme de rapprochement des commutateurs
ci-dessous, souvent attribué à Schur.

Lemme 7.22. Soient V un espace hermitien et g, h P UpV q. On a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇghg´1h´1
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ ď 2 |||g ´ 1||| |||h´ 1|||.

Démonstration — On a |||ghg´1h´1 ´ 1||| “ |||gh´ hg||| car g, h P UpV q. On a aussi
gh ´ hg “ pg ´ 1qph ´ 1q ´ ph ´ 1qpg ´ 1q, et donc |||gh´ hg||| ď 2|||g ´ 1||| |||h´ 1|||
en utilisant l’inégalité |||uv||| ď |||u||||||v||| pour u, v P EndCpV q. l

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant, qui im-
plique le Théorème 7.19 par le Lemme 7.21. On pose εn “ 1

4
|e2iπ{n ´ 1| pour n ą 1,

et aussi ε1 “ 1
2
. On a εn`1 ď εn ď

1
2
pour tout n ě 0.

Lemme 7.23. Soient V un espace hermitien de dimension n ě 1 et G Ă UpV q
un sous-groupe fini. Alors Gε est un sous-groupe abélien de G pour ε ď εn.

Démonstration — On procède par récurrence sur n, le cas n “ 1 étant évident car
Up1q est commutatif. On a clairement pGεqε “ Gε, on peut donc supposer G “ Gε.
Si G est constitué d’homothéties (par exemple pour n “ 1), alors G est abélien et il
n’y a rien à démontrer. Sinon, le groupe G étant fini, il existe z P G non homothétie
et avec |||z ´ 1||| minimal. Fixons g P G avec |||g ´ 1||| ă ε. On a

(49)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇgzg´1z´1
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ ă 2 ε |||z ´ 1||| ď |||z ´ 1|||,

par le Lemme 7.22. Par minimalité, l’élément gzg´1z´1 de G (Lemme 7.21) est donc
une homothétie. On a donc gzg´1z´1 “ λ1 pour un certain λ P S1, puis λ P µn en
prenant le déterminant. Mais on a aussi |||z ´ 1||| ď |||z||| ` 1 “ 2 et donc

|λ´ 1| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇgzg´1z´1
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ ă 4ε ď 4εn

par l’inégalité (49). Mais pour ζ P µn r t1u on a |ζ ´ 1| ě |e2iπ{n ´ 1|. On en déduit
λ “ 1, et donc que z commute à g. Comme G est engendré par les g P G avec
|||g ´ 1||| ă ε, on en déduit que z est dans le centre de G.

Mais z est diagonalisable par la Proposition 7.8. On a donc une décomposition
orthogonale V “Ki Vi en somme directe de sous-espaces propres Vi pour z, avec
t0u Ĺ Vi Ĺ V car z n’est pas une homothétie. Pour tout g P G on a donc gpViq “ Vi
car g commute à z. On a donc un morphisme bien défini ri : G Ñ UpViq, g ÞÑ g|Vi .
L’inégalité évidente |||ripgq ´ 1||| ď |||g ´ 1|||, et l’hypothèse G “ Gε, entraînent donc
ripGq “ ripGqε. L’entier ni “ dimVi vérifie 1 ď ni ă n, et on a ε ď εn ď εni .
Le groupe fini ripGq est donc abélien par récurrence sur n. Le morphisme naturel
GÑ

ś

i ripGq, g ÞÑ pg|Viq, étant injectif, on en déduit que G est abélien. l


