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5. Complément I : Polytopes réguliers (culturel)

Dans ce complément culturel, nous discutons des polyédres de dimension gé-
nérale, aussi appelés polytopes. Deux belles références sont les livres de M. Berger
Géométrie (Tome 2, Chapitre 12), et de H. Coxeter Regular Polyopes.

Fixons F un espace euclidien. Un polytope de E est !” un sous-ensemble P qui est
I’enveloppe convexe d’un ensemble fini non vide de points. Autrement dit, il existe
un entier m > 1 et des points Py,..., P, € E avec

P =conv(Py,...,P,) = {Z)\ZPZ- | 0< A\ et Z)‘i = 1}.
i=1 i=1

Un polytope P a une dimension n, qui est celle de I'espace affine engendré par P ; on
parle alors de n-polytope. Un polytope de dimension 0, 1, 2, 3 ou 4 est communément
appelé respectivement point, segment, polygone, polyédre ou polychore.

DEFINITION 5.1. Une face d’un polytope P est une partie convexre non vide F' <
P telle que pour tout x,y € P, si on a |x,y[nF # & alors [x,y] < F.

Un peu de réflexion montre par exemple que dans le cas d’'un solide P de Platon
(enveloppe convexe de ses sommets), les faces strictes de P sont non seulement les
faces de ce polyedre au sens usuel, mais aussi ses arétes et ses sommets. On reviendra
sur ce léger conflit de terminologie plus bas. Pour illustrer toutefois I'efficacité de la
définition ci-dessus de face, vérifions les propriétés suivantes :

LEMME 5.2. Soient T < E finie non vide et P = conv(T) le polytope engendré.

(1) Toute face F' de P est de la forme conv(T") avec T" =T n F.

(11) Le polytope P a au plus 2™ — 1 faces avec m = |T|.

(11i) Une face d’une face de P est une face de P.

(iv) Supposons f : E — R affine, f(x) = 0 pour tout x € P, et que Uhyperplan
H ={xe FE| f(x) =0} rencontre P. Alors P n H est une face de P.

(v) Soient F une face de P et A le sous-espace affine de E engendré par F.
Alors F est d’intérieur non vide dans A et on a Pn A= F.

DEMONSTRATION —  Montrons le (i). Supposons que l'on ait f := > . \iz; € F avec
0 < \; pour tout ¢, les x; dans T distincts, et >, \; = 1 (et donc A\; < 1). On peut
alors écrire f = Nx; + (1 — \)y; avec y; = 1_#&_2#1. Ajxz; € P. Comme F est une
face, on en déduit x; € F'. On a montré 7" < F' < conv(7"), puis F' = conv(T") car
F est convexe. Le (ii) se déduit du (i) et de ce que T" a 2™ — 1 parties non vides.

Montrons le (iii). Soient F' une face de P et F’ une face de F' (un polytope par
le (i)). Soient x,y € P avec |z, y[nF' # . On a |z, y[nF # & car F < F’, et donc
[z,y] < F car F est une face de P, puis [x,y] < F’ car F’ est une face de F.

Montrons le (iv). La partie F' = P n H est convexe comme intersection de deux
convexes, non vide par hypothése. Soient x,y € P avec |z, y[nF # ¢J. La restriction
de f au segment [z, y] est une fonction affine > 0 et s’annule sur |z, y[. Elle est donc
constante égale a 0. Ainsi, on a [z,y] < H.

17. 1l existe une seconde définition équivalente, ou duale, des polytopes : ce sont les parties
bornées du plan qui sont intersection finie de demi-espaces affines fermés. L’équivalence entre les
deux est utile et non triviale : voir le chapitre du livre de Berger susmentioné.
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Veérifions enfin le (v). L'inclusion F' < A n P est évidente. Par I’algebre linéaire,
F' contient un repére affine eg,...,e, de A (avec r = dim F'). Par convexité, F'
contient Conv({eg,...,e,}) qui est d’intérieur non vide dans A. Fixons x un point
dans cet intérieur. Soit y € A n P~ F. Alors [z,y] est dans le convexe P n A et
|z, y[ rencontre F' n A par choix de z. On en déduit [z,y] = F car F est une face,
puis y € F. ]

REMARQUE 5.3. 1l est important de souligner que la réciproque du (1) est fausse.
Par exemple, les diagonales d’un carré ne sont pas des faces du carré.

On parle aussi de k-face pour face de dimension k. Une 0-face de P s’appelle
un sommet de P (ou point extrémal). Les sommets de P sont en nombre fini par le
(ii) du Lemme ci-dessus. On peut montrer que P est toujours ’enveloppe convexe
de ses sommets (théoréme de Krein-Milman). D’aprés le (v), P est I'unique face
de dimension dim P. Enfin, une face de dimension dim P — 1 est appelée cellule de
P. On peut montrer que toute k-face de P avec k < dim P est incluse dans une
k + 1-face de P. Au final, toute face de P s’insére dans un drapeau de P, c¢’est-a-dire
dans une suite de faces Fy c F; < --- < F,, = P avec dim F; = 7. On est maintenant
en mesure de définir un polytope régulier.

DEFINITION 5.4. Un polytope P d’un espace euclidien E est dit régulier si [’ac-
tion naturelle de Iso(P) sur l’ensemble des drapeaux de P est transitive.

Les polygones réguliers plans et les solides de Platon sont manifestement des
polytopes réguliers, de dimension respectives 2 et 3. Noter aussi qu'une face d'un
polytope régulier est un polytope régulier. De plus, pour tout n = 0 les trois familles
infinies suivantes sont aussi des n-polytopes réguliers (notations de Coxeter) :

Qn = {(x07"‘7‘rn)6R7>/L—51| ZIZ = 1}7

=0
Tn = [_17 1]n7

B ={(z1,.. . 20) eR™| Y || < 1}.
=1

— Le polytope «,, est appelé n-simpleze régulier. 11 a n + 1 sommets (base cano-
nique ¢; de R"™) et n + 1 cellules. Pour n > 0 ces cellules sont définies par z; = 0
et sont des n — 1-simplexes. Son groupe d’isométries est S,;1 (permutation des co-
ordonnées). Pour n = 0,1,2,3 on trouve respectivement un point, un segment, un
triangle équilatéral et un tétraédre régulier. Pour n = 4, on 'appelle aussi 5-cellules
ou pentachore.

— Le polytope v,, avec n = 1, est le n-hypercube ou simplement n-cube. Il a
2" sommets (les (+1,4+1,...,41)) et 2n cellules (définies par z; = +1), qui sont
des n — 1-cubes pour n > 1. Son groupe d’isométries est le groupe a 2"n! éléments
des permutations et changements de signes des coordonnées de R”, ¢’est un produit
semi-direct {£1}" x S,,. Pour n = 0,1,2,3 on trouve respectivement un point, un
segment, un carré et un cube. Pour n = 4, on 'appelle aussi 8-cellules ou tesseract.

— Le polytope 5, avec n = 1, est le n-hyperoctaédre. 11 a 2n sommets (les +¢;) et
2" cellules (définies par ), +x; = 1), qui sont des n — 1-simplexes. Ce polytope est
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dual de 7, en un sens naturel, et a donc méme groupe d’isométries (le n-simplexe,
lui, est autodual). Pour n = 0,1, 2, 3 on trouve respectivement un point, un segment,
un carré et un octaédre régulier. Pour n = 4, c’est aussi le 16-cellules.

La relation d’équivalence que 1'on met sur les polytopes est la relation de simi-
litude euclidienne. Les seuls isomorphismes entre les polytopes ci-dessus sont mani-
festement ay ~ ) ~ 1 et By ~ 5. On dispose enfin du résultat surprenant suivant,
démontré par Schlafli (~ 1850) dans le cas n > 4 (et connu d’Euclide pour n < 3).

THEOREME 5.5. A similitude prés les n-polytopes réguliers sont :

(1) le point pour n = 0, le segment pour n = 1, les polygones réguliers pour
n = 2, les solides de Platon pour n = 3,

(11) les trois polytopes oy, P, Yn pour n = 4,
et trois polytopes supplémentaires pour n =4 :

(a) le 24-cellules, qui a 24 cellules octaédres, 24 sommets et 96 arétes et faces
triangulaires,

(b) le 120-cellules, qui a 120 cellules dodécaédres, 600 sommets, 1200 arétes et
720 faces pentagonales,

(c) et le 600-cellules, dual du 120-cellules, qui a 600 cellules tétraédres, 120 som-
mets, 720 arétes et 1200 faces triangulaires.

Nous renvoyons a Berger ou Coxeter pour une démonstration de ce théoréme. Une
propriété mise en avant par Coxeter est que les groupes d’isométries des polytopes
réguliers sont engendrés par des réflexions. Pour deux belles animations représentant
le 120-cellules, nous renvoyons a aux chaines youtube Henri Paul de Saint-Gervais
et DeltaSimplex.

EXEMPLE 5.6. (Le 24-cellules) Considérons le 4-polytope P de R* défini par
|z; + 2;| <1 pour tout 1 < i < j < 4. Il n’est pas difficile de voir que, si {¢;} est la
base canonique de R*, I’ensemble des sommets de P est constitué des 24 points

1 4
(45) +e et §;iei.

De méme, on peut montrer que P a exactement 24 cellules, définies par I'une des 24
équations +x; + x; = 1 avec 1 # j. Ce sont des octa¢dres réguliers. Par exemple, les
sommets de la face C' de P définie par x; + x5 = 1 sont, posant o = %(61 + €),

1 1 1
0+ 5(61 —€), 0— 5(61 —€) et les o+ §(i63 + €4),

et donc C' est un octaédre régulier de centre o. Le groupe Iso(P) des isométries de P
contient le sous-groupe G d’ordre 244! constitué des permutations et changements de
signes des 4 coordonnées. Ce dernier, ainsi donc que Iso(P), permute transitivement
les 24 cellules de P. Le stabilisateur Iso(P)c de C' dans Iso(P) s’identifie & un sous-
groupe de Iso(C) ~ Sy x {£1}. Ainsi, |Iso(P)| est un multiple de |G| = 2*4! = 384,
et divise 2 - 24% = 1152 = 3 - 384. Mais on observe que la symétrie orthogonale
exceptionnelle de vecteur ¢ — 1 >, €; préserve les sommets de P (Liste (45)); c’est
donc un élément de Iso(P) \ G. On a donc |Iso(P)| = 2.24% et Iso(P)c ~ Iso(C).
En particulier, le polytope P est régulier. o


https://www.youtube.com/channel/UCEusNAJHZ6uKRoA3q8ApXfw/videos
https://www.youtube.com/user/DeltaSimplex/videos?view=0&sort=dd&shelf_id=0
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Contrairement au cas des polyédres réguliers, il parait impossible de classifier
les sous-groupes finis de O(n) quand n grandit. En effet, S, se plonge dans O(n)
(permutations des coordonnées), et donc tous les groupes d’ordre n se plongent aussi
dans O(n) par Cayley. Dans le méme esprit, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 5.7. Sotent V' un R-espace vectoriel de dimension finie et G un
sous-groupe fini de GL(V). Il existe une structure d’espace euclidien sur V telle que
lon a G < O(V). En particulier, tout sous-groupe fini de GL,(R) est conjugué a un
sous-groupe de O(n).

DEMONSTRATION —  Soit f : V x V' — R un produit scalaire sur V. Pour x,y € V on
pose xy = deG f(gzx, gy). L’application (x,y) — z.y,V xV — R, est manifestement
R-bilinéaire symétrique. Elle est définie positive car on a z -z = > . f(9z, 97) =
f(z,x) et f est défini. Pour h € H on a hx.hy = x.y par simple changement de
variable g — gh™! dans G. Ainsi, V est euclidien pour la norme

(w.)? = (] llg(@)l*)">,
geG
et pour cette norme on a G < O(V). Pour la seconde assertion, on a montré que
si G < GL,(R) est un sous-groupe fini, il existe un produit scalaire sur V' = R"
pour lequel G est constitué d’isométries. Soit e = (e, ..., e,) une base orthonormée
de R™ pour ce produit scalaire et P une matrice de passage entre e et la base

canonique de R™. On a alors Mat,(g) = PgP~! (formule de changement de base) et
Mat,(g) € O(n), donc PGP~! < O(n). O

Un dernier résultat amusant est que tout sous-groupe fini de O(n) est le groupe
d’isométries d'un polytope bien choisi de R” (bien entendu, non régulier en général!).
Il s’agit d’un énoncé du folklore discuté par exemple dans ce post mathoverflow. Nous
en donnons ci-dessous une démonstration tres inspirée de 'article Linear groups as
stabilizers of sets'® de M. Isaacs, que nous avons élaborée lors de discussions avec
S. Bronstein.

PROPOSITION 5.8. Soient E un espace euclidien et G < O(F) un sous-groupe
fini. 1l existe un polytope P < E avec G = Iso(P).

DEmonsTrRATION —  Choisissons d’abord une partie finie Y < E qui est stable par
G, qui engendre F, et qui vérifie ||y|| = 1 pour tout y € E. Par exemple, si €1,. .., €,
est une base orthonormée de F, on peut prendre pour Y l'ensemble des g(¢;) pour
ge Geti=1,...,n. Comme Y engendre E, 'action naturelle du groupe Iso(Y’)
sur Y est fidele, et donc Iso(Y') est fini (d’ordre < [Y|!).

Pour chaque v € Iso(Y') \ {1}, le sous-espace E, c E des points fixes de 7 est
strict, et donc la réunion finie U,erso(v)~{1}£ est de complémentaire infini dans £
(car R est infini!). On peut donc choisir v € E de norme 1, non dans Y, et fixé
par aucun élément non trivial de Iso(Y'). Notons X 'orbite de v sous I'action de G.
Vérifions que 'on a :

(46) Iso(X) nIso(Y) = G.

En effet, Uinclusion G < Iso(X) n Iso(Y) est évidente. Dans 'autre sens, si on a
v € Iso(X) n Iso(Y), alors on a y(v) € X, et donc v(v) = g(v) pour un certain

18. Proc. Amer. Math. Soc. 62, 28-30 (1976).


https://mathoverflow.net/questions/993/is-every-finite-group-a-group-of-symmetries
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g€ G, puis g 1y € Iso(Y) fixe v, et donc g7'y = 1 et v = g € G. Pour n > 2 entier
considérons maintenant le sous-ensemble fini G-stable de E

1
X, =Yu(l--)X.
n

Comme tous les éléments de Y sont de norme 1, et que ceux de (1 — )X sont de
norme 1 — % € [1/2,1[, on a Iso(X,) = Iso(Y) n Iso(X), puis G = Iso(X,) par
I'Egalité (46). On considére enfin le polytope

P, = Conv(X,).

Notons S,, 'ensemble des sommets (ou points extrémaux) de P,. On a les inclu-
sions évidentes G = Iso(X,,) < Iso(P,) < Iso(S,). Il suffit donc pour conclure de
démontrer qu’il existe n > 1 tel que 5, = X,,.

Mais on a S, < X, par le Lemme 5.2 (i). On a ||z|| < 1 pour tout z € X,
lly]| = 1 pour y € Y et aussi v ¢ Y. Une norme euclidienne étant strictement
convexe, ' on en déduit d’une part Y < S, et d’autre part v ¢ Conv(Y). Comme
Conv(Y') est compact, on en déduit (1 — 1/n)v ¢ Conv(Y') pour un n assez grand,
puis Y < S,,. Mais comme S, est G-stable et inclus dans X,,, et que (1 —1/n)X est
une G-orbite, on en déduit X,, = S5, pour n assez grand. O

REMARQUE 5.9. Si G < O(F) est irréductible (i.e. ne préserve aucun sous-
espace strict), n'importe quelle orbite non nulle Y de G dans E engendre E, de
sorte que 1'on peut choisir pour Y une seule G-orbite dans la preuve ci-dessus, puis
un polytope P dont les sommets forment deux orbites sous GG. En général, on ne peut
pas trouver de polytope P tel que G = Iso(P) et dont les sommets ne forment qu’une
seule G-orbite, comme le montre le cas de la dimension 2 et d’un sous-groupe fini
non diédral (voir I’'Exercice 5.5). Un argument assez simple et donné par Isaacs loc.
cit. montre que c’est toutefois possible si G agit irréductiblement sur le complexifié
de B.%°

6. Complément II : Frises et papiers peints (culturel)

On considére dans ce complément le groupe Iso(2) de toutes les isométries du
plan euclidien P = R2. Soit g une telle isométrie. Notons F' = P le sous-ensemble
des points fixes de ¢ (le vide, ou un sous-espace affine). On montre aisément qu'il y
a exactement 5 cas possibles (exclusifs) :

Identité) dim F' = 2 et g = idp,
Symétrie) dim F' = 1 et g est la symétrie sp par rapport a la droite affine F

(
(
(Rotation) dim F' = 0 et g est une rotation non triviale de centre F,
(Translation) F' = J et g est une translation non triviale,

(

Symétrie glissée) F' = J et il existe une droite affine D telle que g est la
composée de la symétrie sp et d’une translation non triviale préservant D.

19. Sion a z,y € E distincts et A € [0,1] vérifiant ||z]| < 1, ||ly|] < L et [z + (1 = Nyl =1,
alors on a ||z|| = ||y|| = 1 et soit A = 0, soit A = 1 (cas d’égalité triangulaire). En particulier, pour
toute partie finie S © E avec ||s|| < 1 pour tout s € S, les ¢léments de norme 1 de S sont parmi
les sommets de Conv(S).

20. Voir aussi l'article de Laszl6 Babai, Symmetry groups of vertex-transitive polytopes, Geome-
triae Dedicata 6, 331-337 (1977), pour d’autres résultats.
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Les deux types de symétries ci-dessus sont indirectes (i.e. envoient un repére direct
sur un repére indirect), et les autres sont directs (on parle aussi de déplacements).
Toute isométrie est produit d’au plus 3 symétries. On a une suite exacte

1 - T(2) — Iso(2) 224 0(2) — 1,

ou T(2) désigne le sous-groupe des translations de R? naturellement isomorphe a
R2. Le sous-groupe O(2) < Iso(2) est d’ailleurs un complément de T(2) dans Iso(2).
Les isométries directes de Iso(2) forment un sous-groupe d’indice 2, & savoir

Iso™(2) = {geIso(2) | det g = 1}.

On va s’intéresser aux sous-groupes (éventuellement infinis) discrets de Iso(2),
c’est-a-dire qui ne contiennent pas de translation de vecteur arbitrairement petit,
ou encore de rotation d’angle arbitrairement petit. Comme nous le verrons, ce sont
les groupes d’isométries de certains motifs réguliers du plan. Fixons G < Iso(2) un
sous-groupe discret. On pose Gt = G n Iso™(2) (un sous-groupe de G d’indice 1 ou
2). Par définition, G nT(2) est un sous-groupe discret de R?, il y a donc exactement
trois possibilités pour ce sous-groupe : il est soit {0}, soit isomorphe a Z, soit a Z2.

Cas (a) GnT(2) ~ {0} :il n’y a pas de translation dans G. Dans ce cas, G
est fini et conjugué a un sous-groupe fini de O(2). En effet, tout élément non trivial
de G est alors une rotation, et il suffit de voir que toutes ces rotations ont méme
centre. Mais la suite exacte ci-dessus, et la commutativité de SO(2), montrent que
pour a,b € Iso*(2) le commutateur [a,b] est dans T(2). Ainsi, G est commutatif,
et on conclut car deux rotations qui commutent ont méme centre.

Cas (b) GNT(2) ~ Z. Dans ce cas, on dit que G est un groupe de frise. Il n’est
pas trés difficile de montrer qu’a conjugaison prés dans Iso(2), il y en a exactement
7, a savoir les groupes d’isométries des 7 frises de la Figure 5 ci-apres. Noter que

LLEELLL -
UL Wag... - Jaa224--
ChEFEFLF - - LALALE--
S CINTCI TR ESEE— | == | =~ | =3¢

FIGURE 5. Les 7 types de frises

G nT(2) = Zv engendre une droite privilégiée dans R?, appelée direction de la frise,

disons D. L’axe d’une symétrie s € G est donc soit parallélle & D (cas svs™! = v,

dit horizontale) soit perpendiculaire & D (cas svs™! = —wv, dit vertical). Comme
dans cette intéressante video de M. Launay, notons H, V| R et G respectivement, la
propriété pour une frise de posséder une réflexion horizontale, verticale, une rotation
(nécessairement d’angle ) ou une symétrie glissée. Une inspection, résumeée dans
la premiére ligne du tableau ci-aprés, montre que ces propriétés distinguent les 7
frises ci-dessus. Leurs groupes d’isométries sont donc non conjugués dans Iso(2).
Nous invitons le lecteur a vérifier que la classe d’isomorphisme des 7 groupes de
frise ci-dessus est bien celle indiquée dans le tableau. On a noté Z x Z/27Z le produit

semi-direct défini par I'involution x — —x de Z.


https://www.youtube.com/watch?v=nK4sswYCKVE
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frise rose beige verte bleue | turquoise jaune rouge
propriétés \% HG G R VRG HVRG
G Z |ZxZPRZ|ZxZ2L| Z |ZxZ2L| ZxZ/2L | (Z x Z/2Z) x Z/2Z
Gt Z Z Z 27 | ZXZJ2Z | 2Z x Z)2Z Z xZ/2Z

TABLE 1. Les groupes d’isométries des 7 types de frises.

Cas (c) G n T(2) ~ Z?. Dans ce cas, on dit que G est un groupe de papier
peint. Ce cas est plus complexe. Feodorov et Polya ont montré indépendamment
qu’a conjugaison prés dans Iso(2), il y en a exactement 17, représentés en Figure 6
ci-dessous (voir aussi cette intéressante video).
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FIGURE 6. Polya, Uber die Analogie der Kristallsymmetrie in der
Ebene (1924)


https://www.youtube.com/watch?v=N5DGzm7xHRA
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7. Complément III : Groupes unitaires et un théoréme de Jordan

Ce complément a pour but?' d’introduire la géométrie hermitienne, analogue
complexe naturel de la géométrie euclidienne, ainsi que le groupe de symétries na-
turellement associé : le groupe unitaire. Le groupe unitaire de l’espace hermitien
standard C" peut étre simplement défini comme étant le sous-groupe suivant

U(n) = {g € GL.(C) | 'gg = 1.}

de GL,(C). A bien des égards il est plus simple a étudier que le groupe orthogonal,
essentiellement car tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel admet une droite
propre. Par exemple, il est toujours connexe et il se comporte de la méme maniére
en dimensions paires et impaires. En guise d’illustration, nous en donnerons une
application a la démonstration d’un théoréme classique de Jordan.

7.1. Normes hermitiennes. Comme on a R < C, tout C-espace vectoriel es-
pace vectoriel V' peut-étre vu comme un R-espace vectoriel ("de dimension double")
par restriction des scalaires. Pour des raisons de clarté, on notera V? ce R-espace
vectoriel sous-jacent, méme si bien stir on a V’ = V en tant qu’ensembles. On note
| - | la valeur absolue usuelle sur C.

DEFINITION 7.1. Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie. Une norme
hermitienne sur V' est une norme euclidienne ||-|| sur V° vérifiant | M| = |A|||v]|
pour tout X € C et v € V. Un espace hermitien est un C-espace vectoriel V' de
dimension finie muni d’une norme hermitienne.

L’exemple fondamental de norme hermitienne est la valeur absolue sur C (vu
comme C-espace vectoriel de dimension 1). En effet, on a |z + iy|*> = 2? + y* pour
z,y € Ret |AN| = |\||N| pour A\, \' € C. Plus généralement :

EXEMPLE 7.2. L’espace hermitien standard de dimension n est 'espace V = C"
muni de la norme ||| définie par |[(z1,...,2,)|> = 27 |2]* En effet, si e, ... e,
est la C-base canonique de C”, alors €, i€y, . .., €,, i€, est une R-base de (C")” et on
& POUT X1, .., Ty Y1, - -+, Yo € RO a DT (wje5 + yyie;)|? = 20, a7 + yi qui
est une norme euclidienne, et on a ||Av|| = |Al||v|| pour Ae Cet ve V.

Si V est un espace hermitien pour ||-||, alors V"’ est par définition un espace
euclidien. Si x.y désigne le produit scalaire sur V° vérifiant .z = ||z||?> pour tout
x € V, la propriété |[Az| = |\|||z|| pour tout A € C et z € V implique que pour
tout z,y € Vet A € C on a Ax - \y = |\|*z.y par polarisation. En particulier, si
W < V est un sous C-espace vectoriel, son orthogonal W+ dans V'’ est encore un
sous C-espace vectoriel, vérifiant W L W+ = V’. Nous reviendrons plus en détail
sur 'algébre bilinéaire derriére ces considérations un peu plus loin. Utilisons déja
ces remarques pour voir que les normes hermitiennes admettent une caractérisation
similaire & celle des normes euclidiennes.

PROPOSITION 7.3. Soit (V,||-||) un C-espace vectoriel normé de dimension finie
n = 1. Il y a équivalence entre :

21. Le contenu de ce complément a pendant longtemps fait partie du programme de mathéma-
tique spéciale, mais n’a pas survécu aus derniers changements de programme. Le point de vue
adopté suppose le lecteur familier avec la géométrie euclidienne.
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(1) ||| est une norme hermitienne sur V,
(11) il existe une C-base ey, ..., e, de 'V telle que pour tout \y,..., A\, € C on ait

(47) 1 xiell” = DAl
=1 i=1

Une base ey, ... e, de V comme au (ii) est appelée base orthonormée de (V, ||-]]).

DEMONSTRATION —  Le fait que (ii) entraine (i) est immédiat par I’'Exemple 7.2.
Supposons (i) et montrons (ii) par récurrence sur n. La restriction de la norme
hermitienne de V' a tout sous-espace W de V' est encore une norme hermitienne sur
W par définition. Choisissons pour W un hyperplan. Par les remarques ci-dessus, on
aV? =W LW et Wt est un sous C-espace vectoriel de W, nécessairement une
droite. Pour tout w e W et w' € W+ on a ||jw + w'[|? = ||w||* + ||w'||? par définition.
Ainsi, si eq,...,e,_1 est une base orthonormée de W choisie par récurrence, et si
e, € W est un vecteur de norme 1, alors ey, . .., e, est une base orthonormée de V.

O

REMARQUE 7.4. Par définition, une C-base eq, ..., e, de l’espace hermitien V
est orthonormée si, et seulement si, la R-base eq, ..., e, 1e1,...,1€, est orthonormée
dans Uespace euclidien V.

7.2. Groupe unitaire d’un espace hermitien. Le groupe GL(V') des bijec-
tions C-linéaires d'un C-espace vectoriel V est un sous-groupe du groupe GL(V?)
des bijections R-linéaires de V.

DEFINITION 7.5. Si V un espace hermitien, le groupe unitaire de V' est le sous-
groupe des isométries C-linéaires de Uespace euclidien V° ; on le note U(V). Autre-
ment, on a U(V) = GL(V) n O(V*) dans GL(V?®). On pose aussi SU(V) = {g €
U(V)| detg = 1} (groupe spécial unitaire de V).

Par exemple, si C est vu comme espace hermitien de dimension 1 comme ci-
dessus, alors U(C) est le groupe des homothéties de rapport A € C* avec |A| = 1. 1l
est donc isomorphe & S'. En guise de premiére application de cette notion donnons
une variante complexe de la Proposition 5.7 parfois appelée astuce unitaire de Weyl.

PROPOSITION 7.6. Soient V' un C-espace vectoriel de dimension finie et G <
GL(V) un sous-groupe fini. Il existe une norme hermitienne sur V. pour laquelle on

a GcUWV).

DEMONSTRATION —  Soit ||-|| une norme hermitienne quelconque sur V' (définie par
exemple par la Formule (47) dans une base ey, ..., e, arbitraire de V). La démons-
tration de la Proposition 5.7 montre que N(x) = (3 ccllg(x)[[*)"/? est une norme

euclidienne sur V"’ vérifiant G < O(V”). Comme on a ||Av|| = |A|||lv]|, on a aussi

N(Ow) = AN (v). 0

Comme dans le cas du groupe orthogonal, on a la caractérisation suivante :

PROPOSITION 7.7. Soient V' un espace hermitien, ey, ..., e, une base orthonor-
mée de V', et g € GL(V). On a g € U(V) si, et seulement si, g(e1), ..., g(e,) est une
base orthonormée de V.



7. COMPLEMENT III : GROUPES UNITAIRES ET UN THEOREME DE JORDAN 163

DEMONSTRATION — Soient Ay, ..., A, € Cetv =37 | Aje;. Onag(v) = 27, Ajg(e;).
Pour g € U(V), on a [lg(v)|” = [[vl* = XJ_; [\l et done g(e) == (g(ex). .-, g(en))
est orthonormée. Réciproquement, si g(e) est orthonormée on a ||g(v)||” = ||v]|* pour
tout v € V et donc g € U(V). O

La proposition suivante fait que la structure du groupe unitaire a tendance a
étre plus simple que celle du groupe orthogonal.

PROPOSITION 7.8. Soient V' un espace hermitien et g € U(V'). Alors g est dia-
gonalisable dans une base orthonormée de V.

DEMonsTRATION —  Observons d’abord que si W < V' est un sous C-espace vectoriel
vérifiant g(W) = W, alors son orthogonal W+ (un sous-C-espace vectoriel de V' en
somme directe avec W dans V') vérifie g(W+) = W+, car on a U(V) < O(V°).

Ceci étant dit, comme V est un C-espace vectoriel de dimension finie alors g
admet un vecteur propre e;. On a e; # 0 donc ||e;|| # 0, et quitte a remplacer e; par
e1/|le1| on peut supposer |e;|| = 1. Posons D = Ce; et H = D*, de sorte que I'on a
une décomposition V' = D | H. Munissant I’hyperplan H de la norme hermitienne
induite par celle de V', on a clairement gz € U(H), et donc une base orthonormée

e, ..., e, dans laquelle g est diagonalisable par récurrence sur n = dim V. La base
e1,...,e, de V est manifestement orthonormée, et diagonalise g. O
Sie = (ey,...,e,) est une base orthonormée de I'espace hermitien V', on note

T, le sous-groupe des éléments g € U(V') préservant chacune des droites Ce;. On a
donc g(e;) = N\;(g)e; avec A\;(g) € C* de module 1, et 'application

Te — (8" g = (Ai(9); -+ Aa(9))
est un isomorphisme de groupes.

COROLLAIRE 7.9. On a U(V) = u.T., la réunion portant sur les bases ortho-
normées e de V. En particulier, U(V') est une partie connexe par arcs de End¢(V).

DEMONSTRATION — Le premier point est une traduction de la Proposition 7.8. Pour le
second, il suffit de voir que chaque T, est connexe par arcs car on a 1 € T, nT; pour
tout e, f. Mais dans la base e, T, s’identifie au sous-groupe des matrices diagonales
a coefficients dans S', qui est bien connexe par arcs dans M,,(C). O

REMARQUE 7.10. (Tores maximaux) Un sous-groupe de U(V) de la forme T,
est appelé tore mazimal, de sorte que U(V) est réunion de ses tores mazimaux.
Noter que si f est une autre base orthonormée de e, on a f = g(e) pour un unique
g € U(V) par la Proposition 7.7, puis T; = gT.g~" par le principe de conjugaison :
deux tores mazimauz sont conjugués. Ces éléments de structure de U(V') s’étendent
aux groupes orthogonaux : voir les Exercices 5.25 et 5.26.
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7.3. Produits scalaires hermitiens et écritures matricielles. Soit V' un
C-espace vectoriel de dimension n > 1. Comme on ’a déja dit, se donner une norme
hermitienne sur V' est la méme chose que se donner un produit scalaire z.y sur
vérifiant Az.\y = |A]2x.y. Le concept de forme hermitienne est une linéarisation plus
souple de cette condition. Il permettra notamment d’écrire simplement les équations
définissant U(V) dans End¢ (V).

Une forme sesquilinéaire®® sur un C-espace vectoriel V' est une application R-
bilinéaire f : V x V — C telle que pour tout z,y € V et tout A€ C on a

fQz,y) = Af(z,y) et f(z, y) = Af(z,y).
Soient f une telle forme et e = (ey,...,e,) une C-base de V. On appelle matrice de
Gram de f dans la base e la matrice Gram.f := (f(e;, €;))1<ij<n € My (C). Soient
X = (z;) et Y = (y;) dans C" (vecteurs colonnes) et M = Gram,f, on a alors

(48) f(z ﬂfiei,Zyjej) = Z$iy_jf(6i,€j) =t'XMY.

Réciproquement, tout M € M,,(C) définit par cette méme formule une unique forme
sesquilinéaire f sur V' avec Gram,.f = M. Une matrice M € M,,(C) est dite hermi-
tienne, ou auto-adjointe, si on a *M = M.

PROPOSITION-DEFINITION 7.11. Soient V' un C-espace vectoriel de dimension
finie n et f une forme sesquilinéaire sur V. Il y a équivalence entre :

(1) f(x,z) € R pour tout x € V,

(ir) f(y,x) = f(x,y) pour tout x,y €V,
(ii1) il existe une base e de V telle que Gram, f est hermitienne,

(iv) pour toute base e de V', Gram, f est hermitienne.

Sous ces hypotheses on dit que f est hermitienne.

DEMONSTRATION —  Les implications (ii) == (iv) == (iii) sont triviales, et
(ili) == (ii) découle de l'identité (48). De plus, l'implication (ii) == (i) est
claire. Supposons (i). Appliquée & z,y et x + y on trouve f(z,y) + f(y,z) € R
pour tout z,y € V, puis S f(y,z) = —S f(z,y). Remplagant x par iz on en déduit

Rf(y,z) = R f(z,y), puis (ii). O

DEFINITION 7.12. Un produit scalaire hermitien sur V est une forme sesquili-
néaire hermitienne f qui est positive, i.e. avec f(x,x) = 0 pour tout x € V, et définie
i.e vérifiant f(z,x) =0 = x = 0.

L’exemple fondamental de produit scalaire hermitien, dans lequel on a V = C
(C-espace vectoriel de dimension 1), est f(z,y) = 7. Plus généralement :

EXEMPLE 7.13. Le produit scalaire hermitien standard sur C" est f(z,y) =
Zj x;y;. Sa matrice dans la base canonique €y, ..., €, est I,.

Si f est un produit scalaire hermitien sur le C-espace vectoriel de dimension
finie V, alors g := R f est un produit scalaire euclidien sur V°. De plus, on a
fOx, \x) = |N?f(x,2) et f(z,z) = g(x,z) pour tout A € C et tout x € V. Ainsi,
I'application N¢: V' — Ry, 2 — f(z, x)'/2, est une norme hermitienne sur V.

22. Comprendre linéaire (d'un coté) et semi-linéaire (de lautre).



7. COMPLEMENT III : GROUPES UNITAIRES ET UN THEOREME DE JORDAN 165

PROPOSITION 7.14. Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie. L’applica-
tion f — Ny est une bijection entre produits scalaires hermitiens sur V' et normes
hermitiennes sur V.

DEMONSTRATION —  On vient de voir que si f est un produit scalaire hermitien sur
V alors Ny(z) = f(x,2)"/? est une norme hermitienne sur V. Notons que le produit
scalaire euclidien z.y sur V? associé a N # Vvérifie nécessairement

1 1
vy = 5(Ny(+y) =Ny (2) =Ny (9)*) = 5(f (v4y, 24y)=f (@, )= [ (4,9)) = Rf(2.y).
On a donc aussi Sf(x,y) = Rf(z,iy) = x.iy, puis pour tout z,y € V,

flz,y) = zy + i ziy.
ce qui montre que f — Ny est injective. Réciproquement, si N est une norme
hermitienne sur V, notons z.y = 3(N(z + y)? — N(z)? — N(y)?) le produit scalaire

euclidien associé¢ sur V’. On pose f(z,y) = x.y + i x.iy. C’est une application
R-bilinéaire V' x V' — C. Pour tout x,y,v € V, on a N(iv) = N(v) et donc

way = x.y et iy = —ix.y = —y.iT.
Cela montre f(l%, y) = zf(x,y), f(xvzy) = —if(.%’, y) et f(ya LL') = f(.??, y) : la forme
f est sesquilinéaire hermitienne. On a f(z,x) = z.x car z.ix = —z.ix = 0, elle est
donc définie positive et vérifie Ny = N. O

Soit V' un espace hermitien de norme hermitienne N. Ainsi, de maniére analogue
au cas euclidien, on parlera de la forme hermitienne f associée a N, ou encore de
la forme hermitienne de V. Comme on l'a vu, f et N se déduisent I'une de l'autre
par les formules

N(z)? = f(z,2), 2Rf(z,y) = N(z +y)* — N(2)* = N(y)?, Sf(z,y) = Rf(x,iy),

celle du milieu étant appelée identité de polarisation. Posons z.y = Rf(z,y). On
prendra garde que la relation z.y = 0 n’implique pas nécessairement f(x,y) = 0,
mais seulement f(z,y) € iR. Toutefois, on a le résultat suivant :

LEMME 7.15. Soit V' un espace hermitien de norme N, de forme hermitienne
f, et de produit scalaire euclidien associé x.y = Rf(x,y). Soit W < V un sous
C-espace vectoriel, et W+ := {ve V| v.w =0, Yw e W} son orthogonal. On a

Wh={veV| flv,w) =0, Ywe W} ={veV| f(w,v) =0, Ywe W},

et W+ est un sous-C-espace vectoriel de V.

DiEMONSTRATION —  En effet, on a iW < W et f(v,w) = 0 si et seulement si
vaw = 0 et v.iw = 0. De plus, la relation f(v,w) = f(w,v) montre f(v,w) =0 <
fw,v) = 0. O

La propriété pour une C-base de V' d’étre orthonormée s’exprime aussi de maniére
trés naturelle en terme de la forme hermitienne :

PROPOSITION 7.16. Soient V' un espace hermitien de dimension n, de forme
hermitienne f, et e = (ey,...,e,) une C-base de V. Alors e est orthonormée si, et
seulement si, on a Gram.f =1,.
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DEMONSTRATION —  Par la Remarque 7.4, e est orthonormée si, et seulement si, pour
tout 1 < k,l < non aege = 0y et epieg = 0. Cest équivalent & f(ex, e;) = Oy
pour tout 1 < k,l < n, i.e a Gram.f = I,,. ]

Terminons par décrire le groupe unitaire standard de rang n. On pose
U(n) = {g € GL,(C) | 'gg = L.}.

L’application g — *g~! étant un automorphisme du groupe GL,(C), on constate
que U(n) est un sous-groupe de GL,(C) (le sous-groupe des points fixes).

1

PROPOSITION 7.17. Sotent V' un espace hermitien de forme hermitienne f, et e
une base orthonormée de V.

(i) Pour ge GL(V) onageU(V) <= [f(g9(x),9(y)) = f(z,y), Ve,yeV.
(it) L’application g — Mat.g est un isomorphisme de groupes entre U(V) et
U(n).

DEMONSTRATION —  Montrons le (i). Sion a f(g(z),9(y)) = f(z,y), Ya,y € V alors
on a bien g € U(V') en prenant x = y. Réciproquement, si on suppose g € U(V), et si
on note z.y le produit scalaire euclidien de V°, on a gz.gy = .y pour tout z,y € V,
puis f(gz, gy) = gr.gy +igr.ig(y) = f(x,y) car on a g(iy) = ig(y).

Quelque soit la base e, on sait que 'application g — Mat.g est un isomorphisme
GL(V) > GL,(C). Vérifions qu’elle identifie U(V) a U(n). Notons X (v) € C" le
vecteur colonne des coordonnées de v € V' dans la base e. Fixons g € GL(V) et
posons P = Mat, g. Le calcul matriciel affirme X (gv) = P X (v). Ainsi, la relation
flg(z), f(g(y)) = f(z,y) pour tout z,y € V s’écrit matriciellement

XY =YPX)PY ='X ("PP)Y, VX,Y eC"
Mais cela équivaut a ‘PP =1, i.e. P € U(n). n

Ainsi, le groupe U(n) s’identifie naturellement au groupe unitaire U(C") de 'es-
pace hermitien standard C”, dont la base canonique est orthonormée. On pose aussi

SU(n) ={geU(n) | detg =1}.

Le choix d’une base orthonormée de V' identifie bien entendu SU(V') a SU(n), avec
n=dimV. On a SU(1) = {1}. Montrons pour finir

suR —{ § 7| Tapec ol + 1o - 1= s,

En effet, I'égalité de droite a déja été vue (Remarque 2.3). Pour celle de gauche,

considérons g = [ 5 3 ] € SLy(C). On a ¢! = [ _55 ) ], puis ‘7! = g si, et

seulement si, § = @ et ¥ = —/3. La relation det g = 1 s’écrit alors |a|? + |B]? = 1.

COROLLAIRE 7.18. Tout sous-groupe fini de GL,(C) est conjugué a un sous-
groupe de U(n).

DEMONSTRATION —  Soit G < GL,(C) un sous-groupe fini. D’aprés la Proposition 7.6,
G est inclus dans le groupe unitaire d’une norme hermitienne N bien choisie sur C".
D’aprés la Proposition 7.3, il existe une base e de C™ orthonormée pour N. Si P est
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une matrice de passage entre e et la base canonique de C", la Proposition 7.17 (ii)

implique PGP~ < U(n). []

7.4. Une application a un théoréme de Jordan. C’est le théoréme suivant :

THEOREME 7.19. Soit n > 1 un entier. Il existe une constante c(n) telle que
pour tout sous-groupe fini G < GL,(C), il existe un sous-groupe abélien distingué

A c G avec |G/A] < c(n).

REMARQUE 7.20. (i) 11 existe des sous-groupes finis arbitrairement grands
dans GL,(C). Par exemple pour tout m > 1 on a le sous-groupe G,,,, de
cardinal m™n!, des matrices ayant un seul coefficient non nul par ligne et par
colonne, et appartenant a p,,. Le sous-groupe ~ p' des matrices diagonales
de G, est abélien, distingué et d’indice n! (qui ne dépend que de n).

(ii) Le théoréme implique aussi qu'un sous-groupe fini simple non abélien de
GL,(C) est de cardinal < c(n). En particulier, GL,(C) ne contient qu'un
nombre fini de classes d’isomorphie de sous-groupes simples finis non abéliens.

La démonstration que nous donnons ci-dessous du théoréeme de Jordan est treés
inspirée de ’exposition de T. Tao dans cette entrée de son blog. D’aprés le Corol-
laire 7.18, on peut supposer G < U(n) dans I'énoncé du théoréme. Soit (V,|-|) un
espace hermitien. On munit End¢ (V) de la norme triple

lull = Sup{veV, Jv|=1} [u(v)]

subordonnée a |-|. Pour v € End¢(V) et g € U(V) on a ||gu|| = [Jug|| = ||ul]. Si
G < U(V) est un sous-groupe, et pour € > 0 un réel, on note G, le sous-groupe de
G engendré par les g € G avec ||g — 1| < e.

LEMME 7.21. Soient V' un espace hermitien de dimension n, G < U(V) un
sous-groupe, et € un réel > 0. Alors G. est un sous-groupe distingué de G et on a

IG/G| < (1+2/e)*™.

DEMONSTRATION —  Le sous-groupe G est engendré par les g € G avec ||g — 1| <e.
Pour voir que G, est distingué dans G, il suffit donc de monter que pour g,h €
G avec [|[g—1|| < € on a ||hgh™ —1|| < e. Mais c’est évident par les égalités
lIhgh=" = 1]l = lihg = Al| = llg = LI

Pour majorer le cardinal de |G/G,| on utilise un argument de volume. Considé-
rons une partie finie X < G vérifiant ||z — y|| = € pour tout z,y € X distincts; une
telle partie sera dite e-séparée. ** Soit B, = Endc(V) la boule ouverte de centre 0 de
rayon r > 0 pour ||-||. Fixant une mesure de Lebesgue vol sur End¢(V'), on a

2n?

volB, =cr pour tout r > 0,

ol ¢ est un certaine constante > 0. Par I'inégalité triangulaire, les | X | parties de la
forme x 4+ B.j, © Endc(V) avec x € X sont disjointes. Elle sont de méme volume
vol B¢ja, et on a & + Bjs © Biyep car |[z]| = 1 pour tout x € X. On en déduit

(1+¢/2)"
(e/2)2

23. Voir 'Exercice 1.6 Chap. 1 pour des considérations élémentaires sur cette notion.

| X| < vol(Byye2)/vol(Be2) = — (14 2/e)*.
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Choisissons maintenant une partie X < GG qui est e-séparée et de cardinal maximal :
c’est possible par I'inégalité ci-dessus. Soit g € G. Il existe x € X avec ||g — z|| < €,
sinon X U {g} < G serait e-séparée et de cardinal > | X|. On a donc ||z~ 1g — 1|| < ¢,
puis z7'g € G, i.e. g € zG.. On a montré que I'application X — G/G, x — zG,
est surjective, puis |G/G,| < |X| < (1 + 2/€)**. O

Le deuxiéme ingrédient clé est le lemme de rapprochement des commutateurs
ci-dessous, souvent attribué a Schur.

LEMME 7.22. Soient V' un espace hermitien et g,h € U(V). On a
llghg™'n~" = 1| < 21llg — 1l I — 1]

DiEMoNsTRATION —  On a ||ghg 'h™ — 1||| = [|gh — hg|| car g,h € U(V). On a aussi
gh—hg = (g —1)(h = 1) — (h—1)(g — 1), et donc [|lgh — hg][| < 2lg — L[| ||~ — 1]]
en utilisant I'inégalité [|uv|| < ||ul[||v]] pour u,v € Endc (V). O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant, qui im-
plique le Théoréme 7.19 par le Lemme 7.21. On pose €, = 1|e*™™ — 1| pour n > 1,
et aussi € = % Ona e <6, < % pour tout n = 0.

LEMME 7.23. Soient V' un espace hermitien de dimension n > 1 et G < U(V)
un sous-groupe fini. Alors G, est un sous-groupe abélien de G pour € < €,.

DEMONSTRATION —  On procéde par récurrence sur n, le cas n = 1 étant évident car
U(1) est commutatif. On a clairement (G¢). = G, on peut donc supposer G = G..
Si G est constitué d’homothéties (par exemple pour n = 1), alors G est abélien et il
n’y a rien & démontrer. Sinon, le groupe G étant fini, il existe z € G non homothétie
et avec ||z — 1[|| minimal. Fixons g € G avec [|g — 1| < €. On a

(49) llgzg™ =" = 1| < 2ellz — 1l < ll= =1,

par le Lemme 7.22. Par minimalité, I'élément gzg~'27! de G (Lemme 7.21) est donc
une homothétie. On a donc gzg~'z=! = A1 pour un certain A € S, puis A € y, en
prenant le déterminant. Mais on a aussi ||z — 1|| < [||z]| + 1 = 2 et donc

A —1] = |gzg~ 27" — 1| < 4e < 4e,

par l'inégalité (49). Mais pour € € p, ~ {1} on a [¢ — 1| = [e*™/™ — 1|. On en déduit
A = 1, et donc que z commute & g. Comme G est engendré par les g € G avec
llg — 1||| <€, on en déduit que z est dans le centre de G.

Mais z est diagonalisable par la Proposition 7.8. On a donc une décomposition
orthogonale V' =1, V; en somme directe de sous-espaces propres V; pour z, avec
{0} € V; € V car z n’est pas une homothétie. Pour tout g € G on a donc g(V;) = V;
car g commute a z. On a donc un morphisme bien défini r; : G — U(V;),g — g)v;.
L’inégalité évidente ||r;(g) — 1|| < [lg — 1|, et I'hypothése G = G., entrainent donc
ri(G) = 1i(G)c. L'entier n; = dimV; vérifie 1 < n; < n, et on a € < €, < €.
Le groupe fini 7;(G) est donc abélien par récurrence sur n. Le morphisme naturel
G —[[;7:(G), g — (gv;), étant injectif, on en déduit que G est abélien. O]



